Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


TAFELN 

COMPLEXER  PEIMZAHLEN, 

WErXHE 

AUS  WURZELN  DER  EINHEIT  GEBILDET  SIND. 


■  AUF  DEM  GRUNDE  DER  KUMMERSCHEN  THEORIE 
DER  COMPLEXEN  ZAHLEN 


D«  C.  G.  REÜSCHLE, 

Thof  irss  oji^?^ ,  t  rt  (i  an  i;. 


BERLIN. 

BlCH0urCKEREl    I'ER    KÖSHiL.    AKADEMIE    HER    WISSESSCirAFTEN    (<■.  VOUT). 
rSlVF.nslT.'iTSSTIlAf.SE   8. 

1875. 


TAFELN 


COMPLEXER  PRIMZAHLEN, 


WKLCIIK 


AUS  Wl'KZELN  DER  EINHEIT  GEIULDET  SIND. 


AUF  DEM  GRUNDE  DER  KUMMERSCHEN  THEORIE 

DER  COMPLEXEN  ZAHLEN 


i$p:ki:ciinet 


\os 


D«  C.  G.  UEUSCHLE, 

•      •  • 


KEIJLIN. 

lUCHIilircKEKKI    1»EK    KUNKJL.    AKMiKMlE    l»F.U    WISSENSCHAFTEN    («i.  V(MiT). 

rNlVEKSITÄTSSTKA>>E    8. 
1875. 


IN    rdMMl-NSloN    IIKI    F.    DIMMI.KUS    \  F.RI.Ari>.n|-(  HHANOM  NO 
(ifARRNMIZ    INI>    «.oSSMANN). 


Ä63H03 


•     •  • 


,  • 


•  •  ,•     ••« 

•  •  •  ; ' 


•  «    ■ 


•• 


•  • 


lll 


Einloiteiulcs  Vurworr. 


L'i,«  all;:v'ni'*iii«."  1>.  ?■  hrrü'unj;  iliT  na-.  ]i>i'.'li.'r.ii':i  Tafi  In  ^.•hli^'^'*t  >U'\i  tU}:li«-h  an  Jon  j;o- 
wähhon  Tii«.l  an.  l>ii*  K  i  n  lj«Mt  >\v  ur  zrl  n .  vnn  \\.^l.h.n  ^lorMi!«-.-  >i)riiJit,  >\\\d  «iu-  imu^infinMi 
Wurz-"ln  «irr  Kiulioii.  don-n  Grado  dio  ^änlUlTlio]lL•n  Zahlen  do>  orsti-n  Hunderts  ni*J»>!  oin:;:on  aus 
dini  zwi-iren  Hundt-rf  >\nd:  jidiuli  niii  W^f^la^-^unj»  derjonij'en  /ahlon.  woK'lio  l>iipj>olii.'  von  un- 
gi>rad>'n  /.a}jli?n  sind,  woil  die  Wurzeln  vrim  Grade  'Jjitn  t-  \]  auf  diejenii;t»n  ^on^  lirade  '2/ii  -f-  1 
Kurriekk<>ium»-n.  Hierl«^i  uiuersi-liei'len  >io!j  ili>'  Fälle  wesenrlirli :  ein•'r^^•iT^.  vo  die  Gradzahl  eine 
nr.i;'=Tadt.-  Primzahl  /.  und  ^vi.i  si.-  rine  z^^amnlen^e^■  tztt*  Zahl  fi  i>:.  für  woKlie  rtl>  Modul  es  hin- 
Ficlitlioh  der  lV»tenzre>ie  keine  primiiiven  Wurzfln  gü't :  and-.T?i-ii>.  wo  di«*  Grailzahl  eine  ungerade 
UDd  Wo  sie  eine  j^iTade  Zahl  ist.  für  weKhe  die  Wurztdn  zur  Hälfte  dii*  KHijce^ien-resitzien  \on  lien 
ühri^i-n  sind.  Da  es  endlieli  auvh  ein«*n  Unterschied  luailit.  ob  die  GradzahN'n  Primzahl- Toienzen 
find,  oder  nh  sie  aus  vrr-'.-hiedenen  l*rinifai-ti»ren  hosiehen.  m.'  zerfallen  die  TaiVln  in  fünf  Al'theilun- 
gen.   Wflehe  mit  eigenen  Tii'.-ln  verselwMj  sind: 

I.      Einhritswurzvlu    d-Ten  Gradzahlen  die  nngera«hMi   IVinizahlcn  des  vrsten   Hunderts  >ind: 
3,        ö.        7.      11,       13.       17.       10.       23,      2i>.      OK      37.     41.      43.     47.     03.      öl*. 
Gl.      07.      71,      73.       7J<.       S3.       Sl».       J«7. 
11.     Kinheit>wurZ'.'ln.   deren  Gradzahlen  Potenzen   uni:r*rader  Primzahlen  sind: 
0.      25,      27.     40.      v<l. 

III.  Ki!iheit.<wurzeln .    den-n  Gradzahlcn    au>    vor>ohiodf  nen   Primzahlen  hesiidiende  ungt-rade 
ZahhMi  sind : 

15,      21,       33,       35.       30.      45.     51,     55,     57.     C3.     05.     00,     75     77.      S5.      S7, 
Ol.      93,       95.      00,     105. 

IV.  Kinheitswurzeln,   deren  Gradzahlen  Potenzen   von  zwei  .*ind: 
4.     S.      10.     32.     04.      12S. 

V.     Kinheitswurzeln.    deren    Gradzahlen    nu>    verschiedenen    Primzahlen    he.«.t«'lunde,    durch 
4  tlieilharc  Zahlen  sind : 

12,      20.      24.        2S.        30.     40.     44.     4S,      52.      50.      00.      OS.      72,      70.      SO.      84. 
88.     02.     00.      lOn.      120. 
Die  einzelnen  Gradzalilen   bilden  s»>zusaj:en   ilie  Capitel  de>   vorliejjenden  Werks. 


IV 

Dil*  coniploxen  Primzahlen,  weicht*  (l(>r  Titol  fcrnor  nennt,  sind  diejenigen,  den*» 
Nonnen  die  n.'ulen  Primzahlen  des  ersten  Taii^ends  sind,  oder  die  aun  jenon  Kinheiiswurzeln  ßehil- 
dcten  eonjnjy^irten  Prinifaetoren  derselben.  Diese  Prinizaiih>n  <ler  natürliehen  2C:ihl('nn*ilie  tlieilon  »ich 
für  jede  Gradzahl  n  (einschlieürilieh  den  Fall  n  =-^  /.)  in  vt^r^cliifdene  Gruppeu  niirli  den  KxiM>nenten 
i\  zu  weli-lien  i>ie  für  n  als  M(»dul  j^fliorcn.  Diecte  Kx|)on«Mit«*n  sind  im  All^fnii'ini'ii*)  dii>  sämmt- 
liehen  Factoren  v«in  (f>'[/0<  ^^-  ^**  ^'*'i^  ^^*'^  An/ald  derjeni^fn  Zaiden,  wrlchc  kleiner  als  h  und  zu  Jl 
prini  sind:  zu^leit-ii  sind  sie  die  (jli«>drr7.ahli-n  dor  P«'riodi>i),  uus  \v«'l(hen  di«'  iMimpIexen  PriuifacturtMi 
der  zum  KxpnntMiten  €  ^tdiOri^^en  l'rim/alilen  ;;ol»ildi-t  winden.  Hiernach  tliriliMi  hi«-h  flie  Tafeln  j«'des 
Capitels,  d.  Ii.  iTir  ji'de  (.tra<l/ahl  n  Uh\vt  /.).  in  Partien  I.  II,  ill  u.  s.  w..  \vov<»n  ilie  zwi-i  ersten, 
d.  h.  für  die  zu  d*Mi  Kxpont'utiMi  1  und  2  <;i'Iiori^«'n  Priin/alileii,  lifi  k<'in«'r  <iradzahl  fidiien.  Für 
ungeradf  Primzahlfu  und  ihn-  Poti-nzfu  als  (iradzali]«>n  i>t  jod«'  dies«'r  Partit-n  i'inartii;:  für  die  übri- 
K»*n  (irad/.abb'n  abi-r  flu*ilrn  .-ie  sirh  wicdrruni  in  nu'hn'n*  l'nler[iartii*n .  wimiu  der  Kxpoui'nt  C.  zu 
w«di*hem  dii»  brtn*ftV'inii'u  Prinizahl«*n  g»*hr»ri»ii.  i'in«'  ^iTadi*  Zahl  ist ;  e-«  ^il)t  dann  mehrer»'  eim*m  un«l 
denidell)en   KxpiMH'ntfii  rntsprcrlieiidi'   P<>ri«)dt'ii   und   Priiuzahb'ni^ruppen. 

In  jiMh-r  M»Iiln'n   Partif   (r«'<p.    l'ntiTparfir)  •■Mthalr«*!!  die  Tafidn  dii'i    Kubriki'u: 

A.  Dil*  «T^te  Uubrik  drtiniri  die  Pi>rioden  und  ;:il»t  deri'n  fuu  ria  nicn  ta  I  o  Uclationen 
unter  einander,  meistens  auch  die  (ileirliuni;,  deren  Wurzeln  sie  sind.  Hei  deu  zu<auimen^esetzten 
.Gradzahlen  n  waren  hier  die  priiuitiveii  und  die  niehrpriiuitiveti  Kinlieitswur/eln  (resp.  Peri«Mien)  zu 
unterseheiden.  Hei  den  (iradzalilen  /.  i.*i  diesi-  Itubrik  stet>  vnllsiandii^  ausj^et'ührt.  bei  den  höheren 
(iradzahlen  /{  aber  nur  .»uuimariAeh.  unter  Ilervorheliun^  <Ier  {/..  H.  tur  die  Hereehnunir  der  (.'onicruenz- 
wurzelu)  \vi«*htiKSten   Kelationeii. 

H.  Di«.'  zwi'ite  Rubrik  ^ibt  die  (' <•  ui^r  ue  ii  z  w  u  r/el  u  .  welehe  «leu  PeriiMlen  v""^**!''  *"  '^'T 
Partie  I  den  Wurzeln)  für  die  einzelnen  Priuizaldeii  der  hii>rh<*r  f^ehüriuen  (truppe  als  Moduln  ent- 
spreelien.  Was  aueh  die  Ciradzahl  n  sein  ma^  'also  uiit  Kiusehluss  des  Falls  71  —-  /.),  m>  hind  die 
Congnienzwurzeln  für  die  Prinizabb-n  von  »ler  Fi»rm  k fl -h  1  ^tets  aus  dem  (^anon  Arithmetious 
v«in  Jaeobi  genommen.  Für  alle  übrigen  Primzahlen,  bei  welehen  es  .sieh  um  die  Perioden  handelt, 
war  ein  f  ntersehii'd  zu  maehen  zwisehen  tlen  zwei  ersten  und  «leu  drei  letzten  Abtheilun^en  der  Ta- 
feln. In  den  drei  letzten  Abtheilun^^en  war  es  j^eboten,  die  Couj^ruenzwurzelu  auf  diejenijjeu  zu  j^run- 
den,  welehe  sieh  in  <ler  ersten  Abtheilung  Ikm  den  die  Faetoren  von  y|  bildenden  Primzahlen  er- 
K^'ben  hatten,  und  die-is  ist  in  jedem  einzelnen  Capitel  der  Tafeln  in  Anmerkungen  angegeben.  In 
den  zwei  ersten  Abtheilun^en  aber  konnte  über  die  An(»rdnun^  der  Congrunenzwurzeln  frid  verfügt 
werden,  und  es  ist  dabei  durehgängi^  als  Prineip  festgehalten  worden,  ihre  Ueihenfulge  uiit  der  ab- 
solut kleinsten  zu  beginnen.  Ihrer  He«tinnnung  liegt  zunächst  die  Congru(>nz  m<»d.  p  zu  Grunde, 
welehe  der  Gleichung  der  betreflfentlen  Perioden  entsprieht ,  und  in  «lern  Fall,  wo  der  Gnid  dieser 
Congrnenz  eine  Primzahl  ist,  ist  man  lediglieh  auf  di»'s«»  Congruenz  angewiesen.  Die  unmittelbare 
Auflösung  ist  aber  äusserst  nulhsam,  wenn  der  (»rad  eine  gn-^sere  Primzahl  ist,  und  es  hätte  vielleieht 
auf  die  Congruenzwurzeln  für  die  zweigliedrigen  Perioden  von  der  Ft)rm  «*  •+■  u'^  verziehtet  werden 
müssen  in  Fällen  wie  >.  =  47,  59,  83,  wo  der  Grad  der  Congruenz  resp.  '2.1,  20,  41  ist,  wenn  sich 
nieht  als  Auskunftsmittel  dargeboten  hätt»*,  die  Versuehe,  anstatt  mit  (h*r  Congruenz  selbst,  vielnn>hr 
ndt  der  Reihenfolge  von  C'ongruenzen  anzustellen ,  welche  der  ersten  fundamentalen  Relation  ent- 
sprechen : 


^a  ^  r:  -  2 


»      r/,  =  ^l  —  -  »      '',.    =^  ''?.—  -  j r^  ^  rl"  2  (mod.  p)  , 


indem   man   hier    der    Reihe    nach    für   r^^    die    Zahli*n    2,   3,   4   u.  s.  w.   einsetzt:    kounnt   nmn    bei  der 
letzten  Congruenz    auf   den  Werth    (mit   -|-   oder  — )  zurück,    von  dem  man  ausgegangen  war,   so  hat 


*)     Hei    den    zusauimengesetzten  Gradzahlen  ?i    sind    nändich    <liej(Miigen    Faetoren    von  <L{n) 
au^geschIo^^en,   deren  cumpleuientärer  Faetor  J  (so  dasi  ej  =  <J.(/0)  4-due  ungerade  Zahl  wäre. 


V 

mun  die  «uninitlichon  den  Poriudon  yj  eiitsprei-hondiui  Congruonzwurzt'ln ,  wofern  dicHoIlieii  zufj^Ieioh 
dio  Coiigniouz 

i^  J  ==  —  1  (mod.  2>) 

befriedigen.  Übrigens  beschränke  ieli  mich  auf  dieses  einzige  Beii>piel,  nni  die  mannigfaltigen  Kunst- 
grifte  anzudeuten,  welche  für  die  Erniitti'hmg  der  Congrurnzwurzeln  unzuwendon,  ht>zi<>hungswei:i!e  zu 
erfinden  waren. 

C'.  Die  dritte  Uul)rik  gibt  die  aus  den  bctrefli-ndtMi  Perioden  (resp.  in  der  Partie  I  <Ien 
Kinlieitswur/.«*ln  selbst)  gebild<*tcn  eomplext-n  Pri  ni  f  ac  tu  ren  der  liierlier  gehörigen  realen  Prim- 
zahlen. Sehon  in  seiner  ersten  Srhrift  zur  Theorie  di'r  romplexen  Zahlen  (dem  Kreslauer  Programm 
von  1844)  hat  Kummer  die  In'idiMi  Methoden  zur  Krmitteiung  eomplexer  Primfa<'t(>ren  I)erührt: 
1)  die  (^  ougruen  z  e  n  m  e  th  ode  ,  wehhe  nur  dli*  berreÖ'endeu  (.' o  ngr  neu  z  würze  In  voraussetzt  ninl  zu 
den  einfacli-Jton  Furmen  dos  gesiu'hten  Primfa«'tors  führt:  2)  di««  D  i  v  isi  o  nsme  t  h  o«le,  welrhe  aus 
einer  romplexi'U  Zahl,  deren  Nt>rm  du«^  Pn>durt  \on  zwei  roaleii  Primzahlen  ist,  mit  Hilfi*  <les  Prim- 
faetors  dor  ein«'n  dm  der  an<h*ren  ilunh  Division  lu-rhitet.  denst-lbcn  ahor  häutig  in  roniplii'irter<*r 
K»>rm  zu  Tjige  fordert.  Di«*  Resultat«*  in  der  Uubrik  C.  sind  nach  Umsranden  bald  diinh  die  eine 
bald  dureh  die  andere  dieser  Mi-riioden  erzielt  und  «'s  ist  in  d^r  Kegel  angegehen,  wo  und  \on  wi-lrhen 
Normen  aus  die  Divisitnisnietliode  in  Anwendung  gekommen  i>t. 

Unter  den  un  endlieh  vielen  Formen.  den'U  eine  ••omplex«*  Zahl,  wegen  der  i-om- 
plexen  Einheiten,  die  v<in  }.  =  5  und  n  ^-^  S  an  in  un-Midlirlier  Menge  vorhanden  sind,  fähig  ist, 
sind  besonders  zwei  von  Bedeutung:  1)  die  moglieh.'^t  einfa<lu*  un<l  2)  die  primäre  Form.  Sowohl 
um  aus  der  nfiehsten  besten  einfaelien  Form  die  primäre  InTZuleiten.  als  auch  um  eine  eomplieirte  Form 
auf  di<?  mOgliehst  einfache  (ja  die  absolut  «'infacln')  zurfi'kzutTihren,  hat  Kummer  die  Metht>den 
aufgestellt.  Das  letztere  g<*schah  erst  in  den  MonatsI)erichten  der  .\kadeniie  vom  Sonnuer  1870,  als 
die  Tafeln  hereits  im  Concept  fertig  waren :  diese  Methode  ist  daher  nur  noirh  in  einzelnen  Fällen, 
bestjnder'i  aber  in  dem  Capitel  }.  =  IM  hei  den  Oten  Pot<*nzen  idealer  Primfactoren  zur  Anwendung 
gekomnuM).  zum  'l'heil  durch  den  Urheber  der  Methode  seliist. 

Die  primäre  Form,  deren  Herst«'llung  Kummer  .-ebon  in  seiner  Abhandhnig  von  ISol 
(über  die  Ergänzungssätze  zu  den  allgi'uieinen  Reeiproeitätsgesetz«'n)  gelelirt  hat,  erfordert  die  Befrie- 
digung der  hei<b'n  Congruenzen  (w<»  X  eine   Primzahl  und  cc  eine  Xte  Einheitswurzel): 

/«)  =/(l)  »»<'^l-   (1  -«)'• 

Die  zweite ,  weleher  sehr  leicht  zu  genfigen  ist ,  i^t  bei  den  Primia»'toren  aller  Primzahlen  von  der 
Form  filX  -\-  l .  in  der  ersten  Ahtlieilung.  in  Anwenilung  gebracht.  Die  erste  Bedingung  aber,  weh-ho 
nur  zu  bald  zu  sehr  nnHisamen  Midtiplientionen  und  sehr  complieirten  Resultaten  fuhrt,  ist  nur  bis 
zu  X=  15)  hewerkstelligt  worden,  un<l  überdiess  s«»,  dass  für  \  ^rr-  17  und  }.  ^^  10  nur  dio  primär 
maehenden  Einheiten  in  Productforni  aufgent)mmen  sind,  während  nur  von  ).  ^r^  o  bis  h  ^--  \'A  die 
vollständig  ausgefilhrten  primären  Formen,   meistens  neben  den  einfachen,   angegeben  sind. 

Aber  auch  die  Herstellung  irgend  welcher  nii-htprimären  Formen  hat  theils  dunh  die  idealen, 
tlieils  durch  die  hei  den  zusammengesetzten  Gradzahlen  auftreten<len  —  man  gestatte  mir  fler  Kurze 
wegen  diese  Benennung  —  nichthomogenen  (oder  gemischt-eomplexeii)  Primfaett»ren  violfache  Sehnm- 
ken  gefunden.  Die  idealen  Primfaetoren,  d.  h.  die  niedrigst««!!  Potenzen  der>elben.  welche  wirklich 
werden,  k<»ni!ten  im  Allgemeinen  nur  in  den  einfacheren  Fällen,  wo  es  .sich  um  zweite  und  dritte 
P»>tenzen  handelt,  eruiittelt  werden,  für  höhere  Potenzen  aber  meist  bloss  hei  Zerlegungen  in  mir  zwei 
Faetoren.  bei  Zerlegungen  in  eine  j^rossere  Anzahl  von  Factt»ren  nur  sehr  ausnahmsweise,  namentlich 
bei  X  =  r>l    und  >,  =  79. 

Na«-h    dem,    was   im  Capitel   n  rr-n  r»4  «1er  vierten   Abtheilung,    allerdings    nur    b«'i>pi«'lsweise, 
hinsichtlich    der  P<»t«*iizen    von    zwei    (als  (Tradzahlcn)    nacht^ewii'sen  ist,    komuit   mir  bei  d«*n  aus  ver 
sehiedenen  Primzahlen    zusammengesetzten  (iradzahb'U  d«'r  Fall  v(»r,    ilass  die  aus  Perioden  gebildt^ten 


VI 

Priaifartnron,  aiiKer  (lionon  Peritxlen,  auch  noo)i  dio  KinhoitFwurzolii  »vlbitt  (priuttirc  oder  nirlitprimi- 
ttve)  enthalteil,  d.  h.  dvM»  nie,  anstatt  der  homo{;pnen  Vnrm  J[fr),  die  nich  t  h  omof^eue  Form  y{v,  ») 
hal>cn,  und  dieim  kann  teowuhl  bei  wirklichen  als  hei  ideaK>ii  l'riiufuftureii  iMiitreten.  Die  Krinittlun^ 
Folcher  nii^htht>mogi*neu  Prinifactoren  hat,  aii«*h  wenn  sie  wirklieh  xind,  lie<UMitende  Sehwierii^koiten 
und  ist  nur  in  einzelnen  Fälh>n,  z.  U.  I)ei  n  =  1«'),  /i  =  24,  n  =  39  u.  ».  w.  K*'liinKen,  und  zwar 
bei  n  =  UU  in  einem   FuIK   wo  >ie  zii^K'ifh  idi*a1   und  in  zweiter  lN>tenz  wirklieh  sind. 

t'hrif;ent(  ist  uueh  die  KrmittehuiK  dt>r  h(>ni(»Kenen  und  wirkliehen  l*rinifaetoren  bei  den  höhe- 
ren Gradzuhlen  nieht  immer  vollst  Audi;;  dureligefülirt,  s<'i  e«  dass  die  Hesehränkung  auf  einzelne  Bei- 
Hpiele  Hehun  dureli  die  Sehwieri^keiten  bei  Kmiittlun^  der  Con^ruenzwurzelu  (geboten  war,  oder  dasd  die 
Bedtinnnung  der  IVimfuetoreu ,  trotz  wiederholter  Versuche,  mis^luu^en  ist.  In  dieser  Ilintdeht  iüt 
het«onderA  ein  Fall  merkwürdig;  und  von  theoretiseher  Tragweite.  Wahri'ud  näudieh  filr  alle  (irad- 
zahlen  n,  ma^  n  l'rimznhl  sein  oder  nieht,  die  aus  den  zweij^liedri^eu  Perioden  von  der  Form 
a*'-+-to~'^  gebildeten  eimijdexen  Primfaetoren  der  Primzulden  p  von  der  Forui  kn —  1  (beziehungs- 
weise vi»n  — i;  bei  zusunnueu^esetzten  n)  sieh  als  wirklieh  ergeben  haben,  so  musste  nur  für  die 
letzte  l*rinizahl  des  er.^ten   Hunderts  {jt  t=  J)T)  die  Wiikli»!ikeif   von  /(J)  dahingestellt  bleiben. 

In  allen  Ffdleu  aber,  wn  die  I{e>timuiung  iler  eoiiiplexen  Priuifaeton>n  selbst  unterblieben 
ist,  sin<l,  --  meistens  mit  besonderer  rbersehrifi:  .«Normen  zusammengesetzter  eomplexcr 
Zahlen",  —  Normen  in  grösserer  t)der  kleinerer  Anzahl  angeführt,  welehe  die  zu  zerlegenden  Prim- 
zahlen als  Faetoren  enthalten.  Diese  Ntirmen  zeigeu.  in  wiefern  die  eomplexen  Primfaetoren  der  ver- 
schiedenen realen  IVimzahlen,  in  Heziehung  auf  die  betreffenden  Kinheitswurzeln,  in  gleiehem  oder 
nngleiehem  Grade  ideal  sind:  s«>wi(*  aueli  wie  dieselben,  namentlieh  wenn  sie  nielitbomogen  sind,  mit 
den  eomplexen  Fa<'toren  der  in  der  Gradzahl   n  selbst  enthaltenen  Primzahlen  sieli  eomplieiren. 

Der  Titel  nennt  endlich  <iie  Theorie  der  eomplexen  Zahlen  von  Kummer  als  die 
Grundlage  der  naehstehenden  Tafeln.  Oiejenigeu  seiner  Kntdeekungen ,  welehe  1)  die  Beziehung 
zwinehen  d«»n  Perioden  <ler  Einheitswiirzeln  und  zwisrhen  den  zu  den  versehiedenen  Exponenten  ge- 
hörigen Primzahlen.  2)  die  idealen  Primfactoreu  und  3)  die  Classenzahlen  der  eomplexen  Zahlen  be- 
treffen, Bind  CS  vomehndieh,  welehe  bei  diesen  Tafeln  in  Hetraeht  kommen.  Ks  muss  indessen  hier 
genfigen,  einfach  auf  Kunnners  Abhandlungen  zu  verweisen.  Kbenso  muss  ieh  auch  darauf  verziehten, 
weiter  auf  verschiedene  Kunstgriffe,  sei  es  in  Bestimmung  der  C»)ngruenzwurzeln,  oder  in  Ben^ehnung 
der  Normen  n.  s.  w.,  einzugehen,  wie  sie  mir  theils  von  Kuuimer  an  die  Hand  gegeben  wonlen  sind, 
theihs  in  der  Praxis  selbst  mir  üieh  ergeben  haben.  Sehliesslieh  spreche  ieh  der  Königlich-Preussiäehen 
Akademie  der  Wissenschaften  meinen  tiefgefilhlten  Dank  dafür  aus,  dass  sie  diesen  Tafeln,  der  Frucht 
einer  zwölfjährigen  Arbeit,   zur  Verötieutliehung  in  so  glänzender  Ausstattung  verlmlfen  hat. 

Stuttgart  im  Deceniber  1874. 

Der  Verfasser. 


Erste  Abtheilung'. 


Einhoitswurzeln,  deren  Grad  eine  Primzahl  X, 


Bezeichnungen: 


et  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Y)  eine  aus  den  Wurzeln  «  bestehende  Periode. 


Die    den   Perioden    entsprechenden   Congruenzwurzeln    sind    durchaus    so 
geordnet,  dass  die  erste  Periode  (v}^)  der  absolut  kleinsten  entspricht,  ausgenommen 

die  — - —  gliedrigen  Perioden,  welche  so  geordnet  sind,   dass  y}^  zwischen  —  i  und 

^P  Hegt.    Die  den  Wurzeln  «  entsprechenden  Congruenzwurzeln  sind  stets  aus  dem 
Canon  Arithmeticus  genommen. 


Alle  Primfactoren  /(«)?  nicht  bloss  die  vollständig  primären,   sind  so  be- 
stimmt, dass  /(i)  —/(et)  ^  0  mod.  (i  —  «)*  • 


•• 


I.   p  SS  3fllH-  1 


p        « 

7+2 

13—4 

19—8 

31—6 

37     +10 

43+6 

61     +13 

67     +29 

73+8 

79     —24 

97     —36 

103     +  46 

109     —  46 

127     + 19 

139     +  42 

151     +32 

157     — 13 

163     +  58 

181     +48 

193     —  85 


—  3 
+  3 
+  7 
+    5 

—  11 

—  7 

—  14 

—  30 

—  9 
+  23 
+  35 

—  47 
+  45 

—  20 

—  43 

—  33 
+  12 

—  59 

—  49 
+  84 


X=3 


Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


•••   • 


•  •   •   • 

*  •  •  •  •  . 


•  • 


P     a 

199  +  92 

211  —  15 

223  +  39 

229  +  94 

241  —  16 

271  —  29 

277  — 117 

283  +  44 

307  —  18 

313  —  99 

331  —  32 

337  +  128 

349  —  123 

367  —  84 

373  —  89 

379  —  52 

397  +  34 

409  +  53 

421  +  20 

433  + 198 


+ 
+ 


93 
14 
40 
95 
15 
28 


+  116 

—  45 
+  17 
+  98 
+  31 

—  129 
+  122 


+ 
+ 
+ 


83 
88 
51 

—  35 

—  54 

—  21 

—  199 


P 

439 
457 
463 
487 
499 
523 
541 
547 
571 
577 
601 
607 
613 
619 
631 
643 
661 
673 
691 
709 


a 

—  172 
+  133 
+  21 
+  232 
+  139 
+  60 

—  130 
+  40 
+  109 
+  213 
+  24 
+  210 

—  66 
+  252 
+  43 
+  177 

—  297 
+  255 
+  253 

—  228 


+  171 

—  134 

—  22 

—  233 

—  140 

—  61 
+  129 

—  41 

—  110 

—  214 

—  25 

—  211 
+  65 

—  253 

—  44 

—  178 
+  296 

—  256 

—  254 
+  227 


P 
727 

733 
739 
751 
757 
769 
787 
811 
823 
829 
853 
859 
877 
883 
907 
919 
937 
967 
991 
997 


OL 

—  282 

—  308 

—  321 
+  72 
+  27 

—  361 

—  380 
+  130 

—  175 
+  125 
+  220 
+  260 

—  283 
+  337 
+  384 
+  52 
+  322 
+  142 

—  114 
+  30^ 


+  281 
+  307 
+  320 

—  73 

—  28 
+  360 
+  379 

—  131 
+  174 

—  126 

—  221 

—  261 
+  282 

—  338 

—  385 

—  53 

—  323 

—  143 
+  113 

—  305 


y(a),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  der  primfiren  Form: 


p 

/(«) 

P 

/(«) 

P 

/W 

P 

/(«) 

P 

/(«) 

7 

1  + 

Za 

157 

1  — 12a 

349 

17—  3a' 

571 

5  — 21a 

757 

1  —  27a' 

13 

1  — 

Za 

163 

11—  3a 

367 

13—  9a' 

577 

19  +  27a 

769 

17— 15a". 

19 

2  — 

3«' 

181 

4  + 15a 

373 

4  + 21a 

601 

1  —  24a' 

787 

2  —  27a' 

31 

1  + 

6«' 

193 

7—  9a 

379 

7  —  15a' 

607 

23—  3a 

811 

25^  6a' 

37 

4  — 

3«' 

199 

2  +  15a' 

397 

11  —  12a 

613 

19—  9a 

823 

14  + 33a 

43 

1  — 

6a' 

211 

1  +  15a' 

409 

8  —  15a' 

619 

5  + 27a 

829 

13  +  33a' 

61 

4  + 

9a' 

223 

11—  6a 

421 

l  +  21a 

631 

14  —  15a 

853 

4  —  27a' 

67 

2  + 

9a' 

229 

5  —  12a' 

433 

11  + 24a 

643 

11  —  18a' 

859 

10  + 33a 

73 

1  + 

9a 

241 

1  — 15a 

439 

5  —  18a' 

661 

20—  9a' 

877 

28—  3a 

79 

7  — 

3a 

271 

10—  9a 

457 

7  + 24a 

673 

8  —  21a' 

883 

13  —  21a 

97 

8  — 

3a' 

277 

7  —  12a' 

463 

1  —  21a' 

691 

11  +  30a 

907 

7  + 33a' 

103 

2  — 

9a 

283 

13—  6a' 

487 

2  — 21a 

709 

25—  3a 

919 

17  —  18a 

109 

5  +  12a' 

307 

1  +  18a' 

499 

7  — 18a 

727 

13—  18a 

937 

29—  3a 

127 

7  — 

6a' 

313 

16—  3a 

523 

17—  9a 

733 

19  —  12a' 

967 

7  —  27a' 

139 

10  — 

3a' 

331 

10  +  21a 

541 

4  —  21a' 

739 

7  + 30a' 

991 

26—  9a' 

151 

5  — 

9a' 

337 

8  + 21a 

547 

14  +  27a 

751 

10  —  21a 

997 

13  +  36a' 

•  •. 


•  • 


•  •  • 


••. 


•  ••  • 


••  •  • 


n.  p  fum  Exponenlen  2  gehörig,  in  Besiehong  auf  dritte  Einheitswurieln  telbBt 

complexe  Primsahlen: 

9,      5,      11,      17,      23,      29,      41,      47,      63,     69,     71,     83,     89,  101,  107,  113,  131,     137, 

149,     167,     173,     179,     191,     197,     227,     233,     239,     261,     267,  263,  269,  281,  293,     311, 

317,     347,     363,     369,     383,     389,     401,     419,     431,     443,     449,  461,  467,  479,  491,     603, 

609,     621,     667,    663,     669,     687,     693,     699,     617,     641,     647,  653,  669,  677,  683,     701, 

719,     743,     761,     773,     797,     809,     821,     827,     839,     867,     863,  881,  887,  911,  929,     941, 
947,     953,     971,     977,     983. 


I.     p  =  5m  -H  1 


X=5 


Congraenswurieln  mod.  p. 


p 

a 

«> 

a< 

a 

4 

P 

a 

a« 

a< 

«* 

11 

-h      4 

+ 

6 

—   2 

+ 

3 

461 

—  110 

+  114 

—  93 

+  88 

31 

H-   8 

+ 

2 

—  15 

+ 

4 

491 

—  176 

+  183 

—  110 

+  101 

41 

+  10 

+ 

18 

+  16 

— 

4 

621 

+  26 

+  104 

—   6 

—  125 

61 

—   3 

+ 

9 

—  27 

+ 

20 

541 

+  140 

+  124 

+  48 

+  228 

71 

+   6 

+ 

26 

—  17 

— 

14 

571 

+  106 

—  184 

—  90 

+  167 

101 

—   6 

+ 

36 

—  14 

— 

17 

601 

—  178 

—  169 

+  32 

—  287 

131 

+  68 

— 

42 

+  63 

+ 

61 

631 

+  279 

+  228 

—  119 

+  242 

161 

+  69 

+ 

8 

+  19 

+ 

64 

641 

—  284 

—  110 

—  169 

—  79 

181 

4-  42 

— 

46 

+  69 

— 

66 

661 

—  265 

+  247 

—  190 

+  197 

191 

—   7 

+ 

49 

+  39 

— 

82 

691 

+  220 

+  132 

+  89 

+  149 

211 

+  71 

— 

28 

+  55 

— 

104 

701 

—  237 

+  89 

—  63 

+  210 

241 

+  91 

+ 

87 

—  36 

+ 

98 

761 

—  291 

—  182 

—  369 

+  80 

261 

+  113 

— 

32 

—  102 

+ 

20 

761 

+  168 

+  67 

—  169 

—  77 

271 

—  27 

— 

84 

+  100 

+ 

10 

811 

+  212 

+  339 

—  311 

—  241 

281 

+  86 

+ 

90 

—  128 

— 

49 

821 

+  161 

—  351 

+  138 

+  61 

311 

+  6 

+ 

36 

—  95 

+ 

62 

881 

+  268 

—  418 

—  137 

+  286 

331 

+  160 

— 

8 

+  124 

+ 

64 

911 

+  861 

+  48 

+  19 

—  429 

401 

—  29 

+ 

39 

+  72 

— 

83 

941 

+  849 

+  412 

—  185 

+  864 

421 

—  67 

— 

142 

—  169 

— 

44 

971 

—  239 

—  168 

+  341 

+  66 

431 

—  26 

— 

186 

+  95 

+  116 

991 

—  166 

—  192 

+  160 

+  197 

X  =  5 


11  a'+2«* 

31  2«'—«* 

41 

61  3a+a" 

71  1— «+3«' 
101 

131  1— 3a— a' 
151 

181  3a+4a' 

191  4-f-2a'+a* 

211  2«'— 3«' 

241  4a— «•+«' 

251  a'-4-5a'H-2a* 

271 

281  1— a4-4a^ 

811 

331  4-f-a'— 2«* 

401  1—4«— 3«* 

421 

431  l+2a— 4a' 


/(a),  Primüactoren 
/(a)  prim&r 

l-Ma+6a'+3a' 

3a-4-2a'H-a' 

3— 2a-:|-2a'+a' 

a-Ma'+2a' 

a— a'- 3a' 

3a4-2a'H-4a* 

3a-f-2a'— a* 

1— 2a— 3a'— 4a^ 

1— 4a— 6a'— 3a' 

2-|-6a'-h5a* 

a+4a'+3a* 

4+6a— a'-4-7a' 

3a— 3a'-H«' 

6-j-5a'-|-10a* 

6-j-3a-»-2a'-4-a' 

6a4-3a*-4-7a* 

3a-|-4a'— 4a* 

3-|-5a' 

5+4a-4-a'+3a' 


der  PrimsahleD  /)*) 
p  /(a)  einfSnch 

461 

491  a+3a'H-5a* 

521 

541  8— 3a— a' 

571  1— 2a+4a' 

601  5— a'-|-2a* 

631  4— 2a'— a* 

641  5+2a+5a'-|-a' 

661  l-f-3a+5a'— a* 

691  3-|-2a'— 3a' 

701  1— 3a-|-2a'-|-3a' 

751  2— 4a— 4a'— a' 

761  5-ha'— 2a* 

811 

821  2-ha— 5a*— 2a' 

881  2-h6a'+a' 

911  a— 2a'-|-5a* 

941  6+2a'-|-a* 

971  5a— 2a'— a* 

991 


/(«)  primir 
4-4-5a' 

7-hlla-h9a'-h2a' 
l-4-5a' 

7a-4-8a'-*-4a' 
8-|-2a-|-3a'-4-9a' 
5— 3a-h8a'— a* 
2-|-3a— 3a*— 4a' 
6+8a-f-7a*-ha' 
2+3a— 3a'-|-6a' 
8-MOa'-J-5a* 
7+a-HUK'-4-2a' 
12-J-2a+5a'-h9a' 
5+4a— 4a'— 7a' 
5-4-a— a'- 3a' 
4-|-4a— 4a'-h3a' 
4— 5a+5a* 
2H-6a-4-9a'-h7a' 
2+3a4-7a'-f-6a' 
5— 4a-Ma'4-2a' 
6+5a* 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
2  zweigliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  2  von  5): 

^0  =  «  "*■  «"*  »  *Ji  =  a*  -h  a""*, 

Wurzeln  der  Gleichung: 

r»H-r  — 1  =0, 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

Congmenzwurzeln  mod.  p. 


P       lo  1l 

P 

*Io 

*Ii 

P 

1o    1i 

P 

»!•    *li 

P 

«!•    i|i 

19   4  —  5 

179 

74 

—  75 

389 

151  —152 

569 

232  ^238 

769 

338  —889 

29   5  —  6 

199 

61 

—  62 

409 

129  —130 

599 

24  —  25 

809 

342  —848 

59  25  —26 

229 

81 

—  82 

419 

20  —  21 

619 

242  —248 

829 

95  —  96 

79  29  —30 

239 

15 

—  16 

439 

69  —  70 

659 

200  —201 

839 

841  -.842 

89   9  —10 

269 

71 

—  72 

449 

165  —166 

709 

170  —171 

859 

276  —277 

109  10  —11 

349 

143 

—144 

479 

228  —229 

719 

329  —330 

919 

816  —817 

139  63  —64 

359 

105 

—106 

499 

224  —225 

739 

118  —119 

929 

30  —  81 

149  40  —41 

379 

19 

—  20 

509 

121  —122 

*)  Wo  die  primäre  Form  selbst  schon  gehörig  einfMsh  ist,  ist  in  der  ersten  Colonne  kein 
nichtprimires /(«)  beigef&gt.  Die  primiren  PrimÜBctoren /(«)  entipreohen  der  kleinstnhligen  prIMren 
qnadntlschen  Form  der  p. 

1* 


/(ro)»  Primfitctoren  der  Prioicahlen  p  in 


P  /(*lc) 

19  7— lOij^ 

29  13— 20ij^ 

59  7—  bfi^ 

79  8—  5i?j 

89  17— 25*jj 

109  23— 85i?^ 

139  13—15«}^ 

149  18— 2öi9j 


P  /ho) 

179  12—  bff^ 

199  13— lOfj^ 

229  17— 20fj^ 

239  83— 50iy^ 

269  42— 65»j^ 

349  17—  5ij^ 

359  17— lOijj 

379  87— 55»?^ 


P  /(lc> 

389  18—     5f}^ 

409  22—  25i7^ 

419  43—  65ty^ 

439  32—  45i7^ 

449  27—  35f}^ 

479  23—  25ijj 

499  67— 105»jjj 

509  38—  bbfi^ 


der  prim&ren  Form*): 

P  /ho)  P 

569  22—     bfi^  769 

599  47—  lOfi^  809 

619  23—     bfi^  829 

659  23—  lOfi^  839 

709  62—  95i7^  859 

719  87—  50ijj  919 

739  68—10517,  929 


/ho) 
77— 120iyj 
33—  40t)j 
43—  60iyj 

27-  bfl^ 

28—  25i)^ 
82—  Zbfl^ 
63—  95i), 


m.    |7  com  Exponenten  4  gehörig,  in  Beziehung  auf  5te  Einheitswnrieln  selbst  complexe 

Primzahlen: 

2,      3,     7,     13,     17,     23,     37,    43,    47,     83,     67,     73,     83,     97,  103,  107,  118,  127,  137, 

157,     163,     167,     173,     193,     197,     223,     227,     233,     257,     263,  277,  283,  293,  307,  313, 

317,    337,     347,     353,     367,     373,     383,     397,     433,     443,    457,  463,  467,  487,  503,  523, 

547,     557,     563,     577,     587,     593,     607,     613,     617,     643,     647,  653,  673,^  677,  683,  727, 

733,     743,     757,     773,     787,     797,     823,     827,     853,     857,     868,  877,  883,  887,  907,  937, 
947,     953,     967,     977,     983,     997. 


I.     p=:7m4-l. 


Congmencwurseln  mod.  p. 


P 
29 
43 
71 
113 
127 
197 
Sil 
239 
281 
337 
879 
421 
449 
463 


—  7  4.  49  — 


5 
11 
82 
7 
2 
6 
40 
38 
—116 
—162 
+119 
+  75 
—125 
—155 


—  38  -h 


4 
8 
80 
49 
4 
36 
88 
10 

—  32 

—  42 
+138 
+152 

—  90 

—  51 


+ 
+ 
+ 


9 
2 

34 
4 
8 
19 
67 
98 
59 
64 


+ 
+ 


+125 
33 
25 

+  34 


-  13 

-  21 

-  28 
28 
16 

—  83 

—  63 
+100 
—100 
+  79 
+  94 

—  51 
+  18 
—177 


+ 

+ 

+ 

+  32  — 


.  7 
•  16 

-  26 

-  30 
32 
93 
12 
24 
79 

+  8 
—184 

—  36 

—  5 
+118 


+ 
+ 


+ 
+ 


6 
4 
20 
16 
63 
33 
58 
44 


+109 
+  52 
+  86 
—174 
+176 
+230 


P 

491 
547 
617 
631 
659 
678 
701 
743 
757 
827 
883 
911 
953 
967 


a 
+153 
+  9 
—197 
—204 
+144 
—  23 
—340 
—151 
+232 
+270 
—176 
—409 
—445 
+  97 


—159 
+  81 

—  62 

—  30 
+307 
—144 

—  65 
—232 
+  77 
+124 
+  71 
—343 
—199 
—261 


+223 
+182 
—126 
—190 
+  55 

—  53 
—332 

+111 
—304 
+400 
—134 

—  7 

—  74 
—175 


+240 
—  3 
+142 
+269 
+  12 
—127 
+  19 
+328 
—127 
—337 
—257 
+130 
—425 
+431 


—105 

—  27 
—209 
+  21 
—249 
+229 
—151 
+253 
+  59 

—  20 
+199 
—332 
+431 
+226 


+138 
—243 
—166 
+133 
—270 
+117 
+167 
—310 
+  62 
+389 
+296 
+  49 
-242 
—319 


^    Die  PrimÜMtoren  /ho)  *ind  so  bestimmt,    dab  ihre  Norm  +  p  ist,  nnd  dafs  sie  der 
kleinstzahligen  primären  quadratischen  Form  entsprechen. 


X=7 


/((t)y  Primfactoren  der  Primcahlen  p.*) 

P    '  /(")  ein&ch  /(a)  primir 

29  a  +  «•  —  «'  2  +  3a  —  «•  -f-  6a'  —  2a*  +  4a* 

43  a'  +  2a*  2a  —  2a'  +  4a*  —  a*  —  5a* 

71  1  +  a'  -h  2a*  1  +  3a'  +  a'  -|-  2a*  +  3a* 

113  ct^a*  -{-^  2a*  2a  —  6a'  —  IIa*  —  10a'  —  6a* 

127  2a  —  a'  4  +  3a  —  6a'  —  6a*  —  4a* 

197  a  +  3a'  +  a'  +  a*  1  —  2a'  -4-  5a*  +  5a* 

211  2  —  a'  —  a*  +  a*  2a  -|-  6a'  -4-  9a'  +  7a*  +  3a* 

239  1  —  a  +  2a*  12  -4-  2a  —  2a*  -4-  6a'  -Hlla*  —  3a* 

281  2  —  a  —  2a'  4  —  4a  +  2a'  —  6a'  —  a* 

337  a  — a'  +  2a'  —  a*  7  —  2a  -4-  10a*  —  a'  -4-  6a*  -|-  2a* 

379  3a*  +  2a*  -H  a*  2a  —  2a'  -4-  3a*  +«*  —  «* 

421  1  +  a'  -4-  3a*  9  -h  6a  —  9a*  —  21a'  —  23a*  —  14a* 

449  1  —  a  -h  a'  —  2a*  18  +  27a  +  4a'  4-  6«'  +  28a*  -h  16a* 

463  2a*  -h  3a*  17  +  12a  -4-  8a'  +  18a*  +  6a* 

491  a'  +  3a*  6  +  5a*  —  «'  -j-  «*  +  2a* 

647  2  —  a  -h  2a*  +  2a*  18  +  3a  -4-  16a'  +  lOa*  +  7a*  -|-  16a* 

617  2a— 2a'  +  a*  5  +  6a  —  4a' —  3a* -4- 2a* 

631  a'  —  2a*  —  3a'  2a  —  a'  +  3a*  -4-  2a* 

669  2a  +  2a'  -f.  a*  —  a*  8  +  4a'  +  2a'  -4-  6a*  +  3a* 

673  1  —  2a'  —  a*  -h  a*  -4-  2a' 

701  3  —  a*  +  a*  -H  a*  i  -j-  3«  ^  «»-(-«*  -4-  4«« 

743  2  —  a*  +  2a*  -4-  2a'  +  a*    10a  +  Ha'  +  a*  -|-  6a'  +  9a* 

767  a^  —  a^  -^  3a'  a'  +  Sa*  +  2a*  +  3a* 

827  2a  —  a' -4- 2a' 4- a* 

883  2  +  a'  —  2a*  +  a* 
911 

963    ...     . 

967  3  -h  a  —  a'  —  a'  +  a*  6  +  4a  —  3a'  -4-  4a* 


7  +  17a  H-  22a'  +  20a'  -4-  Ha*  +  2a* 
.  ,  ^    -^  ,  ^  2a  —  3a' —  4a' -h  a*  —  6a* 

3a  —  a»  4-  2a*  -4-  a*        5  —  9a  +  3a'  -4-  6a'  —  8a*  +  2a* 
1  -I-  2a  -h  da'  +  2a*  +  a*     1  +  4a  +  öa'  —  a*  +  4a* 


*)    Bei  hinreichender  Einfachheit  der  primären  Form  von  /(a)  ist  die  betreffende  Stelle  in 
der  ersten  Colonne  leer  gelassen. 


X  =  7 

n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
3  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5  von  7): 


>?o  =  *  +  ** 


— 1 


«•  +  «-• , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*,'  +  tj'  —  8»?  —  1  =0, 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»,,  =  «  +  « 


-I 


>?!  =  2  +  »Jj  , 

%^i 

= 

%  +  ^, , 

^ 

1^.  = 

^j  +  *5. 

Congmencwiirzelxi  mod.  p. 

p 

no       ii 

nt 

P 

^0 

*Ii 

1t 

p 

*lo          *Ii 

nt 

13 

—  3     —     6 

-5 

293     — 

16 

—  39    + 

54 

643 

+  20    —245 

+224 

41 

-4+14 

—11 

307     — 

24 

-  40    + 

63 

727 

+  41    +225 

—267 

83 

+10     +  15 

—26 

349     — 

22 

+133    — 

112 

769 

—137    +311 

—175 

97 

+25     +  41 

+30 

419     — 

63 

+196    - 

134 

797 

+100    —363 

+262 

139 

+  5+23 

—29 

433    — 

8 

+  62    — 

55 

811 

-4-179    -.401 

+221 

167 

+19     +  25 

—45 

461     — 

27 

—195    +221 

839 

—125    —318 

—397 

181 

+37     —  81 

+43 

503     +111 

+247    +144 

853 

—153    +376 

—224 

223 

—  12     —  81 

+92 

587     — 

63 

—142    +204 

881 

—  10+98 

—  89 

251 

—46     +106 

—61 

601     — 

80 

—213    +292 

937 

+105    —221 

+115 

/(i,o),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.^ 

*) 

P 

A^o)  «infiMsk 

ßn^)  primir 

P 

ßn^)  einfach 

ßno)  primir 

18 
41 

+3+7i,j 

-a+7i,,-7i,, 

461 
503 

-6+71,,- 

-^i 

-8+35i,,+21i,, 
-«+71,, 

88 

-»-5-H%— *>i 

4-13+71,, 

587 

-9-3v 

-71,, 

-22+7i,,+28i,, 

97 

+ö+%-i?. 

-4-71,, 

601 

+11+41,^ 

-»»1 

+76+491,, 

-281,, 

189 
167 
181 
223 

+6+1,^—1,, 
—3+31,,— 2i,j 

+13-7i,,+7i,, 
-8+71,, 
-25-141,, 
^         +6-14i,,+7i,. 

643 
727 
769 
797 

+Ö+1,,— 31,, 
+l+l3i,,+2i,, 
+10-i,,+2i,, 
-3+81,, 

+59— 35i,,+42i,, 
+33— 14i,,+21i,, 
+13-7i,,+14i,, 
+17-14i,,+14i,. 

261 
293 
307 
349 

+7-21,^+1,^ 
+8+21,^-1,^ 
+8— »,,+21,, 

-11-71,, 

+38+211,, 
+52— 28i,,+35i,, 
+3-21i,,+7i,, 

811 
839 
853 
881 

+9-21,, 
+10+1,,- 
+8-31,,- 
+10+1,, 

-31,, 
-51,, 

+5-7i,,+7i,, 
+5-14i,,+7i,, 
+8-14i,,+7i,, 
+33+141,,— 211,, 

419 

+8— 21,^+1,, 

-30+14i,,-21i,, 

937 

+10+1,,- 

-''. 

-4+211,,- 

■7^ 

433 

-1+ 

iv. 

» 

*)    Bei  hinreichender  Klnfachheit  dee  primiren  Formen  fon  ßn^)  iet  die  belreffnide  Stelle 
in  der  errten  Colonne  leer  gelAwen. 


X-7 

m.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
2  dreigliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  5  von  7): 

*?^  =  a  -h  «'  -h  «*  ,  *?j  =  «'  -f-  «*  4-  «*  I 

Würzein  d^  Gleichung: 

ij*  +  ij  -h  2  =  0. 

« 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

vi  =  ^0  +  ^''i  '        %^i  **  -»-  2- 
Congraenzwarzeln  mod.  p. 


p 

1o 

li 

P 

»»# 

1i 

P 

»lo 

>li 

P 

It 

1i 

P 

»Jo 

>Ii 

8 

0 

—  1 

151 

69 

—  70 

859 

128 

—129 

569 

178 

—179 

809 

150 

—151 

11 

4 

—  5 

163 

25 

—  26 

878 

154 

—155 

571 

158 

—159 

821 

40 

—  41 

28 

9 

—10 

179 

53 

—  64 

389 

92 

—  93 

599 

129 

—180 

823 

229 

—230 

37 

8 

—  9 

191 

19 

—  20 

401 

152 

—153 

613 

49 

—  50 

863 

117 

—118 

58 

14 

—15 

193 

73 

—  74 

431 

41 

—  42 

641 

237 

—238 

877 

867 

—368 

67 

11 

—12 

283 

30 

—  81 

443 

157 

^158 

653 

169 

—170 

907 

438 

—439 

79 

12 

—13 

263 

123 

—124 

457 

85 

—  86 

683 

328 

—329 

919 

326 

—327 

107 

48 

—49 

277 

23 

—  24 

487 

108 

—104 

709 

106 

—107 

947 

43 

—  44 

109 

29 

—30 

317 

83 

—  84 

499 

151 

—152 

739 

127 

—128 

977 

62 

—  63 

lg7 

16 

—17 

331 

156 

—157 

541 

46 

—  47 

751 

77 

—  78 

991 

44 

—  45 

149 

34 

—35 

347 

74 

—  75 

557 

133 

—134 

p  A%) 

11  1— 2i» 

23  3—2)9 

37  1— 4ij 

63  3—497 

67  H-6ij 

79  1—617 

107  9— 2ij 

109  7—417 


/(^o))  Primfactoren  der  Primzahlen  p  (an  sich  primfir). 

13— 12i7j 
19-  8i7j 


P  /(I0) 

137  1—  817 

149  9—  417 

151  11—  217 

163  7—  6*7 

179  3+IO17 

191  1+10*7 

193  5—  817^ 

233  7—  8*7^ 

263  15—  217^ 


P       /(yio) 

277      1+1217^ 

317  15—  4i7^^ 

331  17—  2»7j 
347      5-M4i7^ 

359  3+14i7^ 

373  5— 12*7j 

389  17—  4*7j 

401  13—  817^ 

431  11— 10i7j 


P  Ano) 

443  3—1497^ 

457  5-4-16i7j 

487  5— 14i7j 

499  13— 10f7^ 

541  11—1217^ 

557  21—  4i7j 

569  3— 1617,, 

571  7-M8i7j 

599  9—14% 


P 
613 

641 
658 
683 
709 
739 
751 
809 
821 


0 


23—  417 
25—  217^ 

7H-20t7^ 
23—  617^ 
19— 10t7^ 
Il-I6»7j 

l-20*7j 


P 

823 
863 
877 
907 
919 
947 
977 
991 


I 


Ano)  - 

7+22»7j 
19-1217, 
29—  217^ 

17-14i7^ 
1+2217, 

I6-I617, 

1-2217, 


lY.    p  com  Exponenten  6  gehörig,  in  Besiehong  auf  7te  Einheitsworceln  selbst  compleze 

Primzahlen : 

3,      6,      17,     19,     31,     47,    69,    61,     73,     89,     101,     103,     131,     157,     173,  199,     227,     229, 

241,    257,    269,     271,     283,     311,     313,    363,     867,     383,     397,    409,     439,  467,    479,     509, 

621,     523,    663,     677,     693,     607,     619,     647,     661,    677,     691,     719,     733,  761,     773,     787, 
829,     867,     859,     887,     929,     941,     971,     983,     997. 


8 


I. 


iim  +  i. 


Congnienzwuneln  mod.  p. 


p 

a 

ft« 

ftS 

ft« 

ft» 

ft« 

a» 

a* 

a» 

aio 

83 

-h  8 

—  5 

+  6 

+  2 

—  7 

—  10 

—  11 

+  4 

+  9 

+  s 

67 

—  5 

+  25 

+  9 

+  22 

+  24 

+  14 

—  3 

+  15 

—  8 

—  27 

89 

-f-  32 

—  44 

+  16 

—  22 

+  8 

—  U 

+  4 

+  89 

+  8 

—  86 

199 

—  74 

—  96 

—  69 

+  62 

—  11 

+  18 

+  61 

+  63 

—  85 

—  73 

331 

-f-120 

—164 

—151 

+  55 

—  61 

—  38 

+  74 

—  57 

+111 

+  80 

363 

+  58 

—166 

—  97 

+  22 

—136 

—122 

—  16 

+131 

—168 

+140 

397 

—107 

—  64 

+  99 

+126 

+  16 

—124 

+167 

—  4 

+  31 

—141 

419 

4-152 

+  59 

+169 

+129 

—  85 

+  69 

+  13 

—119 

—  71 

+108 

463 

+134 

—101 

—107 

+  15 

+158 

—126 

—216 

+225 

+  55 

—  38 

617 

—275 

—266 

—273 

—199 

—188 

—128 

+  31 

+113 

—225 

+175 

661 

+  68 

—  3 

—214 

+  9. 

—  49 

—  27 

+147 

+  81 

+280 

—243 

683 

—  2 

+  4 

—  8 

+  16 

—  32 

+  64 

—128 

+256 

+171 

+341 

727 

-M81 

+  46 

+329 

—  65 

—133 

—  82 

—308 

-137 

—  79 

+241 

859 

—  66 

+  61 

+269 

+285 

+  88 

+205 

+214 

—880 

+169 

+  13 

881 

-4-143 

+186 

+168 

+237 

+413 

+  32 

+171 

—215 

+  90 

—345 

947 

+185 

+133 

—  17 

—304 

—367 

+289 

+433 

—390 

—178 

+216 

991 

—  46 

+134 

—218 

+118 

—478 

—  44 

+  42 

+  50 

—318 

—237 

/(«). 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

/(«)  einfiush 

/(a)  primir 

83  a-ha^-ha* 

70+56a+79«'+125a'+65a*+149a*+26«*+116a' 

^    m     8 

67  «*+«•+«*+«•+«' 

89  1+«+«*+«* 

199  «-«*-«• 

331  «•—«'+«*+«' 

353  1— «»+«'+«•+«" 

397  1+a+a*— «* 

419  1— «•+«*+«• 

463  «'—«*-«*+«•+«• 

617  8a+a'+«'+a*' 

661  «•-«*-«•+«'-«• 

683  8aVa* 

787  1— «•—«•— a*+a" 

859  «•-«*+«'+«•+«•+«" 

881  «-«'-«*-«*-«•+«'+«" 

947  1+«'- 8a*— «" 

991  l+a+8a^ 


+76«' 
80+12a+47a*+43a'+61a*+51a*+50a*+27a'+21a'+8a' 
198+520«— 105a'+400a'+351a*—75a*+517a*+183a' 

+14a'+580«' 
140+173a+88a'—88«'— 308«*— 486a*— 580a*—551a' 

— 41 1«'— 206a' 
30+13«— 5a'+31«'+9a*+31«*+5«'+39a'— 17a" 
410+685a+536«'+1002«'+810«V537«*+737«*+179«' 

+95«*+339«' 
9+7a+17a*+40«'+2a*+29«*— 23«*+41«'+4a'+44«' 
1020+694«- 238«'+350«"+1114a*+310«*— 223«*+736«' 

+998a'— 82«' 
32— 39«- 131«'- 137«'- 49«*+29«*+6«*— 90«'— 148«' 

—99«* 

21+27«+15«'— 11«'— 41«*— 61«*— 69«*- 64«'— 48a'— 26«* 

669— 1033«— 1206«'+540«'+196«*— 1481«*— 689«'+742«' 

— 462«*- 1537«' 
466— 78«— 385a'+841a'+378a*— 890«*— 834«*+415a' 

+177«*- 407«' 
ll+6«+4«'+«'+15«*+12«*+16«*+«*+10«** 
16— 12«+23«'+25«'— «*+29«*+13«'+7«'+26«" 
86+214«+228«*+207«*+38«'+168«'+101«*+95«* 

+167«** 
46+«+18«'+36«*+2«*+23a*+34«'— 6«'+38«*+19«* 
59— 35«+48«'+15«"— 39«*+87«*— 16«*- 31«'+91«*— 29«' 


'n 


«    -r  «      , 


X  =  ll 

JL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
5  zweigliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  2  von  ll): 

%  =  a  +  ct'^  ,       t,^  =  «'  -f-  «-»  ,       1,'  =  a*  -f-  «-*  ,       ,;^  =  a»  -f.  «-«  ,     »,^  = 

Wurzeln  der  Gleichung: 

>?*  +  >?*  —  4»?»  —  3»?»  -4-  3t?  +  1  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

Congraenzwuneln  mod.  j?. 


p 

*Io 

*Ji 

*»« 

•   ni 

»14 

P 

1o 

ni 

12 

1» 

»J4 

43 

+  4 

+  14 

—  21 

+  9 

—  7 

439 

+  26 

—204 

—  91 

—  62 

—109 

109 

+19 

-4-  32 

+  41 

+  44 

—  28 

461 

—  58 

+135 

—217 

+  65 

+  74 

131 

—10 

—  33 

+  39 

—  53 

+  56 

571 

—  4 

+  14 

+194 

—  52 

—153 

197 

—  9 

+  79 

—  65 

-4-  86 

—  92 

593 

+  82 

+199 

—132 

+225 

-f-218 

241 

+28 

+  59 

-4-105 

—  63 

+111 

659 

—  10 

+  98 

—283 

—311 

—154 

263 

—47 

-4-103 

-f.  87 

—  60 

—  84 

769 

—  64 

+249 

—290 

+277 

—173 

307 

—  7 

+  47 

-4-  58 

—  15 

—  84 

857 

—148 

—380 

-4-422 

—174 

+279 

373 

-M6 

—124 

+  81 

—155 

+151 

967 

—  47 

+273 

+  68 

—213 

—  82 

P 

/(*lo)  einfach 

43 

+  1-2,?, 

109 

+  5-6,?, 

131 

+  1  +  4,,^ 

197 

+  2-8,,, 

241 

+  5+4'Ji 

263 

+  2  +  3,?, 

307 

+  1-2,?,  +  ,,, 

373 

+  1-3,,^ 

439 

+  3-4,?^ 

461 

+  5  -  ,?j  +  2,?, 

571 

+  *  +  % 

593 

-4  +  3,?^ 

659 

—  3  —  ,?,  +  2,?^ 

769 

+  7  +  4,»,  +  ,?^ 

857 

+  5  +  %  +  1?,  —  *?4 

967 

+  l-,?j+4,?, 

/(v;^),  Frimfactoren  der  Primzahlen  p: 

/(ilo)  primär 
+  950  +  671,?,  +  154,?j  +  396,?,  +  880,?, 
+  6 -11,?,- 11,?, 

+  290  —  55,?,  —  264,?^  +  440,?,  +  242,?, 
+  300  +  550,?,  +  385,?j  +  682,?,  +  165,?, 

—  2  -  11,?,  -  55,?^  -  33,?,  -  77,?, 
+  295  +253,?,  +  143,?j  —  132,?,  —  209,?, 

—  703  +  1342,?,  -4-  759,?j  +  1793,?j  —  572,?, 
4-  13015  +  4037,?,  —  2387,?^  +  11759,?,  +  8415,?, 

—  454  —  341,?,  —  66,?j  —  198,?,  —  429,?j 
+  81  +  220,?,  +  264,?j  —  176,?,  —  33,?, 

—  270  +  473,?,  +  253,?j  +  605,?,  —  198,?, 

—  533  —  253,?,  +  66,?j  —  616,?,  —  341,?, 

—  58  +  77,?,  —  22,?^  +  55,?,  —  66,?, 

—  61  +  11,?,  —  22,?j  +  66,?,  +  44,?, 

—  8  +  44,?,  +  143,?j  +  99,?,  +  176,?, 

—  156  —  22,?,  +  99,?j  +  187,?^ 
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m.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
2  fÜn^Iiedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  S  von  ll): 

1,^  =  «  -f- «»  +  «*  +  a*  -h  «•  ,  v}^   =*«•  -h  «•  H-  «'  -f-  «'  +  «*• , 

Wurzeln  der  Gleichung: 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*»J  ==  *»i  "^  ^''o  » 


Vi  =  -»-s- 


Congrueoiwonieln  bkkL  p. 


P        1o    ll 

P        no    1i 

P 

^0  ni 

P 

*Io    1i 

P 

1o    ^l 

S   0—1 

179   69  —  70 

383 

19  —  20 

587 

281  —282 

773 

186  —187 

5   1—8 

181   64  —  65 

389 

177  —178 

599 

181  —182 

797 

234  —236 

31   9  —10 

191   53  —  54 

401 

148  —149 

619 

82  —  83 

823 

368  —369 

37  13  —14 

223   49  —  50 

421 

35  —  36 

631 

168  —169 

829 

111  —112 

47  20  —21 

229  101  —102 

433 

46  —  47 

641 

271  —272 

839 

150  —151 

63  12  --13 

251   47  —  48 

448 

81  —  82 

643 

283  —284 

863 

309  —310 

69   7  —  8 

257   97  —  98 

449 

183  —184 

647 

98  —  99 

883 

142  —143 

71  14  —15 

269   63  —  64 

467 

179  —180 

653 

25  —  26 

907 

352  —358 

97  29  —30 

311   30  —  31 

487 

169  —170 

691 

45  —  46 

911 

440  —441 

103  17  —18 

313   68  —  69 

499 

86  —  87 

709 

331  —332 

929 

405  —406 

113  10  —11 

317   92  —  93 

509 

22  —  23 

719 

282  —283 

971 

300  —301 

137  58  —59 

367  128  --129 

521 

39  —  40 

751 

199  —200 

977 

401  —402 

157  48  —49 

379   43  —  44 

577 

184  —185 

757 

61  —  62 

983 

444  —446 

163  28  ^29  1 

/(ifg)»  Primfaetorea  der  Primiahlen  j 

P  (ftö 

sich  primär). 

P       A^o) 

P          /(*lt) 

P 

/;«!o) 

P 

A^o) 

P 

/(lc) 

3     % 

179   8—  5i»j 

383 

1»~  % 

587 

23—  2i,, 

773 

25—  41,, 

5   1-  1,^ 

181  11—  3if^ 

389 

2-11»,^ 

599 

13—101,. 

797 

74-171,. 

31   1—3^1 

191   4—  7^^ 

401 

11-  8i,j 

619 

7-M51,, 

823 

20—  91,. 

37   2-31,^ 

223   4+  9ijj 

421 

1+1«% 

631 

4-M51,. 

829 

7—151,. 

47   5— 2»jj 

229   2^.  9ijj 

433 

10-  91,, 

641 

19—  7f,, 

839 

17—111,, 

53   1— 4i,j 

251  11—  6i}^ 

443 

Ä-11% 

643 

16—  9f,, 

863 

11—141,. 

59   7-  „^ 

257   »-  81,^ 

449 

17-  51,. 

647 

7—131,, 

883 

25—  61,, 

71   14-5ij^ 

269  13—  4ff^ 

467 

5+131,^ 

653 

25—  1,. 

907 

5-M81,, 

97   7— 3ijj 

311   1— lOifj 

487 

20-  31,. 

691 

1— 15i,j 

911 

29—  21,, 

103   l-h6ij^ 

313   5—  9i}^ 

499 

17-  «% 

709 

2— 15f,. 

929 

7—161,. 

113  10-  ri^ 

317  10—  7fj^ 

508 

^-  % 

719 

28—  5f,, 

971 

16—131,. 

137   24-7fjj 

367  17—  3if^ 

521 

1-13% 

751 

4—151,, 

977 

5—171,, 

157  10— 3ijj 

379   8—  9if^ 

577 

22—  31,, 

757 

13—121,, 

983 

20—111,, 

163   5— 6*j^ 
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X-11 

rV.    p  zum  Exponenten  10  gehörig,  in  Beziehung  auf  Ute  Einheitswarsein  selbst 

complexe  Primzahlen: 

8,      7,      13,      17,      19,  29,  41,     61,     73,     79,     83,  101,  107,  127,  139,  149,  161,  167, 

173,     193,     211,     227,  233,  239,     271,     277,     281,  288,  293,  337,  347,  349,  359,  409, 

431,     457,     479,     491,  503,  523,     541,     547,     557,  563,  569,  601,  607,  613,  673,  677, 

701,     733,     739,     743,  761,  787,     809,     811,     821,  827,  853,  877,  887,  919,  937,  941, 
953,     997. 


Lp«  13»l  +  1. 


P 
53 
79 
131 
157 
313 
443 
521 
547 
599 
677 
859 
911 
937 


-h  10 
+  10 

—  18 
-h  67 
4-103 
+188 
+101 

—  30 
+270 
—144 

—  86 
+  30 
—308 


—  6 
+  21 
+  62 

—  64 

—  33 

—  96 
—219 
—194 
—178 
—251 
—335 

—  11 
+227 


—  7 

—  27 
+  63 

—  49 
+  44 
+115 
—237 
—197 
—140 
+263 
—396 
—330 
+359 


13 


Congraenzwurzeln  mocL  p. 


—  17 

—  38 
+  45 
+  14 
+150 

—  87 
+  29 
—107 

—  63 
+  40 
—304 
+121 

—  6 


—  11 

—  14 

—  24 

—  4 
+113 
+  35 
—197 

—  72 
—238 
+833 
+374 

—  14 

—  26 


—  4 
+  18 
+  39 
+  46 
+  58 

—  65 

—  99 

—  28 
—167 
+115 
—381 
—420 
—425 


+  13 
+  22 

—  47 

—  58 
+  27 
+184 
—100 
—254 
—165 
—312 
+124 
+154 
—280 


24 

—  17 

+  60 
+  39 

—  36 
+  38 
—201 

—  38 
—224 
+246 
—356 
+  «5 
+  36 


—  25 

—  12 

—  32 

—  56 
+  48 

56 
18 
+  46 
+  19 
—220 
—308 
+128 
+156 


aio 

+  16 
+  38 
+  62 
+  16 
—  64 
—104 
+266 
+261 
—261 
—139 
—141 
+196 
—261 


—  9 

—  16 

—  19 

—  27 

—  19 

—  60 
+226 
—172 
+212 
—294 
+100 
+414 
—194 


+  16 
+  8 

—  51 
+  75 

—  79 
—205 

—  98 
+2a7 
—264 
—315 

—  10 
—384 
—216 


/(a)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  einfacher  Form, 


58  a'+Ä"+«*« 

79  «*+«'—«" 

181  «+«'—«* 

167  l+Ä»+«»»+«" 

318  «»+«•—«*•+«*• 


p  A«) 

443  1— «*— «*- «' 

521  «*—«*—«*• 

547  1+«'— «•—«•+«*• 


599 


»-«V«'-«*-«*^ 


*.-.«V«*+«" 


P  /(•) 

677  «'- 

859  1— «— a*+a*+«** 

911  1+a*— «*—«•+«** 

987  1— «+«•—«• 
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X  =  13 

/(tt),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  der  primären  Form. 

P  /(«) 

63  6047+6726«— 14611«'— 10620«"— 28007«*— 37693«*— 29237a*— 41980«*— 25231a" 

— 16938«"- 16708«"-4-7369«" 
79  2+11«— 3«'— 24«"— 39«*— 10«*— 26«"— 23«*— 45«"-|-8«"— 17«" 
131  66+130«+133«"+61«"— 17«*— 12«*+52«"+110«*+116«"+84«"+39«"— «^* 
167  2705+6017«+3534«'+6949«"— 4766«*— 2946«*— 426«"—327«'+9076«"+3861«"— 568«" 

—7210«" 
313  1167+1850«+1464«"+491«"— 324«*— 379«*+656«"+1641«'+1780«"+993«"+17«" 
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—481« 

443  86+144«+70a"+77«'+234«*+265«*+122«*+100«*+155«"+120«"+60«"+5«^* 
521  1768+1843«+91«"— 405«"+1227«*+2116«*+701«*— 533«*+ö87«"+2091«"+1331a" 

—364«" 
547  145+116«"— 4«"+28«*— 180«"— 43«*— 55«"— 89«"+49«"—62«"+94«" 
599  33+156«— 158«"— 604«"— 432«*— 372«*+36«"+257«*— 143«"— 276«"— 592«"— 511«" 
677  39— 254«— 361«"— 103«'+65«*— 148«'— 374«"- 218«*+54«"— 37«"— 334«"— 306«" 
869  5498— 409«+2939«"+3828«"— 846«*+5256«*+801«*+1364«*+4982«"— 999«"+4340«" 

+2328«" 
911  393+2847«+1942«'+2520«*+2989«"+611a*+611«"+3240«"— 469«"+3207«"+1222«" 
937  4109+5654«+3297«"— 919«"— 3357«*— 1914a*+2174«"+5366«*+4905«"+1197«" 

—2563«"— 3124«" 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
6  zweigliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 

17,  =  «*  +  a"^  ,         ij^  =  a"  +  «-> , 


*;^  == «  +  « 


*J,  =  «"  +  «"•* 


r,  =  «*  +  «"* 
1,^  =  ««  +  «-«, 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  +  ij*  —  5»)*  ~  4*?"  +  6*?'  +  3r?  —  1  =  0  , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^J=2  +  i7j,         W=^%  +  \y         ^''j  =''»-^''4»         %*'3  =  ^j  +  *'5»         ^'o ^4  = '»i  "*■  ^J  » 

\^i  —  ^j  "♦■  ''s  • 

Congmenzwurzeln  med.  j? 


P       I0        *Ii  1j        'Js        I4        *i» 

103  +  12  +  39  —  26  —  47  +  44  —  23 
181  +  32  —  64  —  69  +  53  —  89  —  45 
233  —  3  +  7  +  47  +110  —  18  +  89 
311  —  19  +  48  +125  +  73  +  40  +  43 
337  +  24  —100  —112  +  73—65  —158 
389  —  54  +191  —  87  +176  —146  —  81 


P         ^0         ^i  Ij  Ij  *l4  *!§ 

467  +  21  —  28  —152  +219  —142  +  81 
571  +64  +  97  +271  —220  —137  —  76 
701  +  74  —134  —272  —324  —176  +130 
727  +  13  +167  +261  —219  —  23  —200 
857  —  38  —272  +280  +411  +  90  +385 
883  +  36  +411  +266  +114  —261  +306 


18 


p  /(ijo)  einfach 

-103  34-ij,-ij, 

-M81  3i?^-2r?j-2»,, 

+233  Z-hflo 

-311  3-ijj-4-ijj 

H-337  1— 3t7, 

-f-389  3ij^— 2»jj 

+467  3+3»jj-hij, 

—571  34-i),4-2ij^ 

+701  3+4ij^ 

-727  3-2>,^-i,^ 

+857  4»y,+ij,+3»j^+2ij^ 

+883  6+6ij^j+3ijj— ij,— 


X  =  13 

Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 

ßflo)  primär 
42+       26ij,+       13»j^—       13*?j 
6716+  6240fj^+  6148»jj+  2067»?^+ 
1025—       91%+     312ijj+     923ij, 
7921+  6656ij^+  3640ijj—  8692ijj 
15269+18832ij^+10114i7j+  2509»?, 
163+       91»j^+ 


13»?,+ 

39*;,- 

8697ijj+ 

676ijj+ 

1171?,+ 

1496—  4082t?^— 158861?,— 209661?,— 
639+     650i?^+     659i?,+     221i?,+ 


6+       65i?^- 

11114+10465i?^+ 

47+  11571?^— 

156ij^+ 


19+ 


1821?, 

78i?, 

3497ij,+ 

299i?,+ 

1301?^ 


663ij,+  371 8tj^ 

3641?,-  781,^ 

71371?,—  9412i?j 

637i?,+  Ö824i?^ 

130i?,+  52i?^ 

117*?,+  1301?^ 

1274*?,+  61881?^ 

871*?,+  780*?^ 
78*?^ 

9789*?,— 23790*?; 

130*?,+  351*?^ 


m.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
4  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 


*)^  =  a  +  a+a,       17^  =  «+«   + 


».      ^j 


a 


-1 


a 


-8 


a 


-9 


^  ^-« 


-5  j_  -6 


1?,  ==  «    '  +  CT^  + 


Wurzeln  der  Gleichung: 


1?*  +  1?'  +  2ij'  —  4*)  +  3  =  0, 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


2*?,, 


%^i 


=  — 1  — »?,  ,  %*?,==  3  +  1?, +  *?,,  *?o»?a  =  ~^""*'i 

Congruenzworzeln  med.  p. 


p     10   11  ^t        1» 

P        *Io    *li    »Ja    *li 

P        »?o    I1    *Ja    ^ 

3    0  —  1  —  1+  1 

269  —  54  +  86  +  70  —103 

653  +  66  +206  +116  +264 

29  —  3  +14  +12  +  5 

347  +  18  +  70  +127  +181 

659  —194  +256  +238  —301 

61  +10  —15  +27  —  23 

867  +122  —170  —180  —140 

757  +  32  +200  —345  +112 

107  +18  —46  —29  +  66 

373  —  44  —  83  +  77  +  49 

809  +193  —330  —222  +358 

118  ^  4  —61  —23  —  44 

419  +167  —197  —203  —187 

887  —146  —233  —313  —196 

139  —27  —60  +47  +  39 

503  —  90  —172  +112  +149 

919  —140  —411  +356  +194 

191  —  5  —67  +46  +  25 

623  +  8  —109  —175  —248 

971  —248  —351  +341  +257 

211  —28  +86  —48  +  39 

601  +  37  —274  —  80  —286 

991  —  13  —324  —249  —406 

863  —25  —96  —34  —109 

607  +  54  —  84  +286  —257 

997  -4-  60  +156  +175  —382 

•)    Das  Zeichen  —  vor/>  zeigt  an,  dafii  i^^iJo)  =  — P*  ^^  Zeichen  +,  dafa  iNTClo)  =  +P 
ist,  mid  zwar  je  für  beide  /[*)o)* 


y(i«)>  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P          A^li)  elnfiwh  Alt)  primii- 

HS  S— II,— »<(,  644+25  lfl^+H2l,—ßB7.i, 

189  1— <),+!t,  578+7a(hj^+1080ii,+393t|| 

191  i),+S>f,— •),  l8+13iij+l*fl,+9.), 

811  3+»|j— »ij  29— 7))^— 30^,— 73if, 

363  3— ij,+il,— 3i|,  3— ii,+>i,— aijj 

369  I),— ij,+8»I,  50+3>j|,— 43r|,  +  l6i|j 

347  4+,^_„^  383— 4031,^+ Uaflj+««ij, 

367  1+3>|,  1691— 2187t]„4-1080ii,+l*4Ou, 

378  »n,— n,+n,  a?— 4^^,— 36n,-i-7«, 

419  3— .),— 8)),+t|,  4— 4))^~Hiij 

608  1— 3,^— S.,j— »,,  63— 59ii,+14»),— ISij, 

U3  9+3if,  76+20>|„-a(hi,+a9»i, 

«Ol  «+»%+)),  9— ^»1,— 3ii,— I4»i, 

607  j-(-4,^+6ii,+flj  2+4.!^+Cr,+1, 

663  9i(,+if,— a>i,  143+502^1^— 786^,-3187^, 

6Ö9  3+8^,-8.1,+)),  109+ 16i)j—36ii,  4-63»), 

7»7  3+8ij,— 3»|j  3_,^— 6ii^ 

B09  >%— n,— Sl,  l3+7.i^+6i),+6i), 

887  1— .,j+3.j,— 8.1^  3— 2.)^- 7)j,— 26.jj 

919  4»!,— 1,  ■      10—   ll,+6ii,+<i[, 

971  1— ij,— *n,— 8fl,  43+33i|g— 73i),— 219.), 

991  1— 1,— 3i(,— 4>|,  13— >f,— ISfl,— 40.J, 

997  4+8^+3^  4— 7l,+8»i,+6.|, 
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X  =  13 


rV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
3  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»?•  +  *?'  —  4ij  H-  1  =  0  , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


,,J  =  4  -f-  i?i  4-  2ij,  , 


Vi  =  —  1  +  *?i 


>?«*J,  =  —  1  +  *?^  . 


'0  '2 


Congraenzwurzeln  med.  p. 


p 

»lo 

»li 

*Ii 

P 

*lo 

*Ii 

^1 

P 

no 

Hl 

nj 

6 

—  1 

—  2 

+  2 

807 

—  12 

—118 

+129 

619 

+  68 

+194 

—263 

31 

—  4 

—  6 

+  9 

817 

—  25 

+  61 

•—  37 

733 

—  56 

—  90 

+145 

47 

—  9 

—  14 

+  22 

359 

—  70 

—  91 

+160 

811 

—142 

+397 

—250 

73 

+  7 

-f-  12 

—  20 

421 

—  94 

+195 

—102 

827 

+144 

—347 

+202 

83 

—  8 

-f-  37 

—  30 

463 

+  13 

—193 

+179 

853 

—191 

—271 

—392 

109 

+  8 

-h   31 

—  40 

499 

—102 

—218 

—180 

863 

—133 

—161 

+293 

151 

—16 

—  71 

—  65 

541 

—109 

+241 

—133 

941 

—  53 

+122 

—  70 

829 

+  6 

—  46 

+  39 

577 

+  14 

—222 

+207 

967 

—  96 

—319 

+414 

239 

+38 

—  84 

+  45 

593 

—  62 

—160 

+221 

983 

—  54 

+143 

-  99 

281 

+31 

+103 

—135 

, 

P 

Xn^)  einfach 

5 

-1-% 

31 

-f-4-1-% 

47 

-3-2*,, 

73 

-13-51,, 

83 

-7-31,, 

109 

+5%+*), 

151 

-5%-^! 

229 

+6-1,^ 

239 

+14+51,, 

281 

+10+31,^-1,^ 

30T 

^18-71,, 

31T 

-12-51,, 

359 

-5-41,, 

421 

—7+21,^+1,, 

+618-2601,^—9491,, 

—93+1431,^+391,, 

+318—4421,^—1431,, 

+18-131,^ 

+322+1431,^+1951,, 

—265—781,^+2081,, 

— 293— 143i,^+91ij, 

+580+1821,,— 4291,, 

— 1170+1599i,^+533i,, 

+19— 89n^— 13if, 

— 12S+143i,^+26if, 

—3369+51741,^+14171,, 

+1055+3121,^— 832i,j 

—696+1301,^—1951,, 


der  Primzahlen  p 

P       A^q)  elnftush 

463  — 1+61,^— 2i,, 

499  — 11— 5,j^ 

541  +9— 4i,, 

577  -2-^1,^+31,, 

593  +8—1,^—31,, 

619  +10—31,^+1,, 

733  — 8— 5i,, 

811  +12+3i»^-i,, 

827  +11—1,^+21,, 

8158  +iO— 21,^,+if, 

86S  +11— 2nj,+2i,,    +1150+3771,^— 910i,j 

941  — 2— 4i,^+3i,,     +1666—25611,^—7021,^ 

967  4-io^8n,  -4451+68381,^+16721,^ 

983  —51,^+31,,  —34+521,^+131,, 


ßn%)  primir 
+13478+47971»^— 127011,, 
—136+391,^+911,, 
—5445—16121,^+42771,, 
—135—391,^+6891,, 
—33+261,^+131,, 
-150+651,^+2211,, 
-ß-hl8D, 
—57+781,^+261,, 
—14971— 44331,^  — 11 752i,j 
+252—1301,^—131,, 
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X»13 

V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliediige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  13): 


*,^  =  «  -f-  a'  +  «*  -h  «"*  -f-  «""'  -h  «■"*  , 


t?j  SS  rt'  -4-  «*  -h  «•  -h  a~^  -h  «"*  -f- 


«-*, 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?'  +  *?  —  3  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»3o       »Ii 

P       »lo 

1i 

P 

no 

*Ii 

P        »lo 

li 

P 

*Io 

li 

17 

4  —  5 

179       13 

—  14 

433 

15] 

L  —152 

647       25  — 

26 

823 

184  - 

-185 

23 

8  —  9 

199       24 

—  25 

439 

100  —101 

673     215  — 

216 

829 

389  - 

-390 

43 

11  —12 

251       27 

—  28 

491 

66  —  67 

719     191  — 

192 

881 

334  - 

-335 

101 

17  —18 

257     114 

—115 

563 

269  —270 

751       47  — 

48 

907 

156  - 

-157 

127 

46  —47 

277       86 

—  87 

569 

222  —223 

797     220  — 

221 

953 

53  - 

-  54 

173 

39  —40 

283       50 

—  51 

641 

298  —299 

/(^o)'  PrimfiM^ren  der  Primzahlen 

JP- 

P        J 

(vio)  einfach 

/(Ho)  primär 

P 

/(»lo)  einfach 

/(ilo)  primär 

-h  17 

*-    \ 

271—  208ij^ 

-491 

L           8-15% 

1829— 

1404% 

• 

-f-  23 

5-  2*,j 

4505—3458«}^ 

—563         19—21*,^ 

2896— 

2223% 

—  43 

1-*% 

16—     13>?j 

-4-569         23—  5i?j 

137— 

104ij^ 

H-101 

11-  51,^ 

19-     13r,^ 

-f-64] 

L         28-13% 

28— 

13% 

-f-127 

11-  3,,^ 

306—  234*?j 

—64; 

r         28-27% 

355— 

273% 

—173 

5-  91,^ 

101-     781,^ 

-4-673         25—  Zri\ 

1372— 

1053ijj 

—179 

11-12*»! 

152—  117ijj 

4-71S 

)         34-19% 

41— 

26% 

—199 

1+  8i,j 

491—  877ij^ 

—751           1—16% 

] 

17949—13624% 

—251 

l-h  9\ 

49-     391,^ 

—797           7— 18*)j 

2083— 

1599»?j 

+257 

20-1  lijj 

2659—20411}^ 

-f-823         37— 21»?j 

4522— 

117% 

—277 

10-l3ij^ 

10—     13*;^, 

+829         32-15i?^ 

5843— 

448517, 

-283- 

5-111»! 

1304— 1001i?j 

+881         29—  %v\^ 

188— 

143% 

—433 

14-171,^ 

29—     26i?^ 

—907         17— 23*;^ 

6080— 

4667% 

—439 

4-13iy, 

4— 

13ij, 

—953           1—18% 

< 

965- 

7411J, 

VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig,  in  Beziehung  auf  13te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,      7,      11,      19,      37,  41,  59,     67,     71,     89,     97,  137,  149,  163,  167,  193,  197,  223, 

227,     241,     253,     271,  293,  331,     349,     379,     383,  397,  401,  409,  431,  449,  457,  461, 

479,    487,    509,     557,  587,  613,     617,     631,     643,  661,  683,  691,  709,  739,  743,  761, 

769,     773,     787,     821,  839,  877,     929,     947,     977. 
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1. 


17m  4-1 


103 
137 
139 
307 
409 
443 
613 
347 
919 
963 


—  3 

—  65 
—107 
H-  9 
-4-  95 
4-  59 
4-197 

—  99 
—916 
—349 


4-  9 

—  99 

—  93 
4-  81 
—193 

—  63 
4-190 
4-  53 
—213 
—183 


—  27 
4-  60 
4-  71 
4-115 
4-  83 
—173 
4-  37 
4-300 
4-  58 
4-  16 

P 

103 
137 
239 
307 
409 
443 
613 
647 
919 
953 


A=  17 


Congruenzwurzeln  mod.  p, 

«4       «5  a«  ^T  gl  gf  ^10  ,11 

—  22  —  37  4-  8  —  24  —  31  —  10  4-  30  4-  13 

—  64  4-50  4-38  —  4  —  14  —  49  4-34  —  1$ 
4-51  4-40  4-22  4-36  —  28  —111  —  73  —  76 
4-114  4-105  4-24  —  91  4-102  —  3  —  27  4-  64 
4-  30  —  68  —  64  4-  36  4-  82  4-  5  4-125  —137 

—  18  —176  —195  4-  13  —119  4-67—34  4-209 

—  67  4-287  4-143  —  27  4-198  —226  4-227  —  30 
4-221  —275  4-  67  4-306  4-316  4-43  —  74  —309 
4-338  —407  —312  4-305  4-288  4-284  4-229  4-162 
4-134  —  69  4-256  4-238  —151  4-284  —     4  4-443 


—  39 

—  63 
4-  6 

—  38 
4-  6 

—  73 
4-920 

—  40 

—  70 
—221 


4-  14 

—  15 
4-  75 

—  35 
4-150 
4-123 
—183 
—202 
4-416 

—  64 


—  42 
4-  16 
+101 

—  8 
4-  69 
4-169 
4-116 
—179 
-H206 
4-417 


4-  23 
+  56 

—  52 

—  72 
4-  89 
—218 
4-171 
4-293 
—384 
4-276 


«1« 

4-  34 
4-  69 
-f-  67 

—  34 
4-180 

—  15 

—  28 
4-218 
4-934 

—  71 


j{a\  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  E(a).^ 


p  /W 

108     «4-«*  4-«*' 


JB(«) 


137 

239 

307     a 

409 

443 

613 

647 

919 

953 


a 

a 
a 
a 
a 


«0     ^     ^f     *i 


^4      *l 


*)    Die  PrimÜM^oreii /[a)  werden  dnreh  ICnlÜplicfttion  mit  den  Einheiten  jE(a)  primir;  diete 

primir  machenden  Einheiten  find  Prodncte  von  Potenten  der  Kreistheilnngieinheiten  e(«^  ;»  wo  y  eine 
prinitiTe  Wnrtel  von  17  ▼enteilt  nnd  wofür  der  Kfine  wegen  9^  gwetst  wird;  es  ift  aber  flr  ^  ss  3 : 

•^  83  1  4-  njk»  fofera  1)  die  fweigUedrIgen  Perioden  TontoUl,  i|k  •■  «^   4-«~^  . 
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X=17 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
8  zweigliedrige  Perioden  (ftir  die  primitive  Wurzel  3  von  17) 


-1 


r^   =   «  4-  «"  ,        »j^   =  «•  -+-  «''  ,        »j^   =  «*  4-  «-*  , 

*?j  =  «*  4-  «"* ,       *?g  =  a'  -+-  «"' , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

r'  -+-  *?^  —  7*j*  —  6»?*  H-  15>7*  4-  10»?*  —  10»j' 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  «^  -+-a"\     >1,  =-  «*  -+-'«"*  . 


yi    = 


6     ,         -S 


—  4*?  -h  1   =  0  , 


Congruenewurzeln  mod.  p. 


p 

1o 

1i 

1» 

1i 

»l4 

»Js 

16 

1t 

67 

—  4 

H-  15 

—  20 

H-  33 

—     7 

H-   13 

H-   14 

4-  22 

101 

H-  4 

—  49 

—  39 

—  16 

—     8 

-+-   17 

-+-  14 

—  25 

271 

H-15 

-f-  78 

4-  68 

—132 

4-134 

+  35 

—  48- 

-M20 

373 

H-10 

—149 

—  111 

4-120 

—  96 

—  65 

4-  98 

—181 

509 

-+-  4 

4-  52 

—  32 

—  96 

4-194 

4-215 

-4-  14 

4-157 

577 

—37 

4-234 

—  83 

4-269 

—216 

4-257 

4-213 

—  61 

883 

—75 

4-424 

—340 

4-233 

—337 

4-127 

4-325 

—358 

^T|  ),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  E(ct).^) 


p 

/l») 

E( 

«) 

—  67 

l+lj— »»s 

<' 

<" 

^1 

< 

e]" 

eV 

el 

e\ 

+101 

«l.+l. 

«'S 

«" 

e\ 

*1" 

eV 

< 

e\* 

e) 

—271 

i-ri-\ 

«J* 

ej 

eV 

< 

< 

<' 

<" 

eV 

—373 

^-\-\ 

< 

«}' 

e\ 

< 

eV 

<* 

el 

eV 

—609 

«-2.,,-r« 

«r 

«" 

< 

<" 

< 

<' 

el 

eV 

+677 

3+'»«+1» 

<' 

*i 

< 

< 

< 

eV 

<* 

e\ 

+883 

8+»),— 14 

< 

«r 

< 

el 

< 

git 

eY 

< 

•)  Das  Zeichen  4-  ^ot  p  zeigt  an,  dafs  -A^ho)  =  4-^),  das  Zeichen  — ,  dafs  N/iy^^) 
s=  — p  ist.  —  Die  Einheiten  E{a)  haben  dieselbe  Bedeatong  wie  in  I.  bei  den  j?  =  17m4-  1;  die 
Ausf&hrDtig  der  Moltiplication  gibt  z.  B.  ftr  ]i  ^==  67  als  prim&ren  Primfitctor  ron  67: 

/(%)  ^«)  *=  «618762  4-  U76686ij^  —  I454809ijj  — 1182637if,  4-  750601»»^  4-  2077315fjj 

—  674747if^  —  24742  liijy  . 


/ 
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X=  17 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
4  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  17): 


%  =  «-+-  a*  4-  «""*  -f-  «   ^  , 


Wurzeln  der  Gleichung 


mit  den  fundamentalen 

r J  =  4  -f-  2»jj  +  *?j  ,  ri^  »jj 


»7,  =  «*4-«^-ha"*4-«'^ 


>7*  -H  >7*  —  6*7''  —  »j  -+-  1  =  0, 

Relationen : 


*?,  =  «'*-f-«*-H  «"'+«"', 


=  2%  +  *7,  +  *7s 


♦?n*)o   =   —  1, 


'0    '2 


'7o*'3  =  *5,  4- r,  4- 2*j3  . 


;> 

"lo 

*ii          I2           'S« 

13 

—  2   -f 

3—64-4 

47 

H-  7  - 

.  11  4-  20  —  17 

89 

—  5  - 

-  43  4-  18  4-  29 

U9 

-h  5  - 

.  49  —  30  4-  73 

157 

—20  - 

-  65  4-  55  4-  29 

191 

-18  -f 

■91—53—21 

251 

—86  - 

123  4-108  4-100 

P 

/(>],)  einfach 

—  13 

2+1. 

4-  47 

f.+Zr, 

—  89 

3-2.,, 

—149 

3+2r, 

—157 

6-310+»!, 

—  191 

3— ).+1, 

4-251 

6-2r, 

4-293 

4+*%+»), 

4-353 

ö-lo+l'i 

421 

l+1,-3.j. 

4-463 

6+1-r, 

4-523 

3l,+2.,, 

4-557 

3-2%+2.,, 

—599 

8+3.)j 

4-659 

6+1«+1, 

4-701 

7-2.), +2r. 

—727 

S+^ls+l, 

4-761 

2+1.-2.1,-3.,, 

—769 

8+3lo— 2ls 

—829 

2     3,,+.), 

—863 

5— *1o~''l+''l 

Congruenzwurzehi  med.  p. 

P         *Jo        *li  *Jf     .     I1 

293  +11—48  —  80  4-116 
353  —  57  —  62  —161  —  74 
421  4-  25  —161  4-101  4-  34 
463  4-169  —206  —200  —227 
623  —  41  —182  —  61  —250 
557  —  66  4-121  4-211  —267 
599  4-  54  4-197  4-122  4-225 


P  »Jo 
659  4-  64 
701  4-  23 
727  —  49 
761  4-206 
769  —  24 
829  4-188 
863  4-125 


—  70 
4-293 
—211 
—249 
4-302 
—385 
—136 


1z 
4-278 

—  61 

—  89 
4-314 

—  32 
—366 
4-359 


li 
—273 
—256 
4-348 
—272 
—247 
—267 
—349 


4- 


4- 
4- 


Primfistctoren  der  Primzahlen  p.*) 

/{vi^)  primär 
878— 204»Jq—782>7j  4-391»?, 
73862— 34442»j^4-35904»j^4-11543»jj, 
4333008— 986306tj^—3851962»jj4-2021215»7, 
803— 544»jj— 578*?,— 1292ijj 
6392— 101151)^ -5508*?j4-2890»?, 

29-17i,,4-17*?, 
6244— 5457»,^— 8109»?j—15844tj, 
6255384-291822*?^— 142341tj,—556223*j, 

20-34t,,4-17»j3 
144437— 77809*j^4-81685tjj4-26809»?, 

377— 289tj^— 459tjj— 765i), 
739690— 173672tj^—665193»jj4-345695*j, 
160807714-635698»j^— 13841179*?,— 33634653*jjj 

16527— 8891*7^^4-9435*?j4-3l96*?, 
4076202—2195958*7^4-2304690*7^4-755837*7^ 
369—153*7^-357*7^—288*7, 
6225—1564*7^—6205*7^4-2907*7, 
1163-340*7^4-510*7^4-306*7, 
3930—918*7^-3587*7^4-1853*7, 
218-119*7^4-119>7i4-34*7, 
4068029044-189324971*7^-89056710*7,-356544689*7, 


*)  Das  Zeichen  4-  vor  den  p  zeigt  an,  dass  N/iri^)  =  4-  p,  das  Zeichen  — ,  dafs  N/^ri^)  =  — p  ist, 
fibrigens  zunächst  nur  för  die  einfachen /(v]o) ;  f&r  die  primären /(ijo)  stehen  die  Zeichen  in  der  Columne  rechts. 

3» 


4- 


4- 


20 


17 


ly.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
2  achtgliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  3  ' 


von  17): 


*?,  «=  a'  H-  «'  -I-  «•  4-  «*  -I-  «"'  H-  «'•  +  «"*  -I-  «'*  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


n'  +  t»  —  4  =r  0  , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


'i' 


*»o*»i  =  -  -* 


Congpruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

I» 

ni 

P 

1o 

1i 

2 

0 

— 

1 

457 

60 

—  61 

19 

6 

— 

7 

461 

109 

—  110 

43 

9 

— 

10 

467 

222 

—223 

58 

10 

— 

11 

491 

206 

—206 

59 

16 

— 

16 

563 

47 

—  48 

83 

36 

— 

37 

569 

67 

—  68 

197 

57 

— 

58 

587 

48 

—  49 

151 

17 

— 

18 

593 

34 

—  36 

179 

82 

— 

83 

631 

100 

—101 

228 

84 

— 

85 

661 

168 

—159 

229 

21 

— 

22 

733 

262 

—263 

257 

93 

— 

94 

739 

38 

—  39 

263 

32 

— 

33 

757 

318 

—319 

281 

85 

— 

86 

773 

200 

—201 

331 

61 

— 

52 

797 

56 

—  57 

349 

26 

— 

27 

869 

41 

—  42 

369 

110 

— 

111 

987 

178 

—179 

383 

181 

— 

182 

967 

801 

—302 

389 

89 

— 

40 

971 

338 

—339 

438 

29 

.— 

30 

977 

272 

—273 

21 


X=17 


p      /(ijo)  einfiush 

4-     «  2-1,, 

—  19  5-  41,, 
4-  43  11—  61,, 

—  53  7—  6iy, 
+  59  17— lOijj 

—  83  17— l«i,, 
-I-127  11—  2i,^ 
-f-151  19—101,, 
—179  «9—201,, 
4-223  31— 18i,j 
-f-S29  23—121,, 
—257  17—141,, 
—263  H-  8i,j 
—281  7—101,, 
—331  27—201,, 
—349  15—141,, 
4-359  23—101,, 
—383  47—321,, 
—389  1— lOi,, 
—438  13— Ui;, 


496338- 

124599- 

43463- 

17011091- 

2283- 

2867- 

867077- 

1115- 

16018415- 

314681- 

107- 

8017- 

2120951- 

54783- 

105- 

365174319- 

53018625- 

14033063- 

191092705- 

1221- 


PrimfSEU^toren 

primär 

-  3178491, 

868361, 
278461, 

-  108937029, 

14621, 
18361, 

-  5488621, 

7141, 

-  102580041, 

-  2015181, 

-  ^    681, 

-  '  51341, 

-  13582321, 

344421, 

681, 

-2338533261, 

-  339525021, 

-  89866081, 
-1223735141, 

782i, 


der  Primzahlen  p,*) 

p     ßjn^)  einiaeh 

—457  29— 22i,j 

—461  43— 3O1,, 

-h467  21—  2i,^ 

—491  5— 12i,^ 

-+-563  57—341,^ 

—569  35—261,^ 

—587  1-M21, 

—593  19—181, 

-»-631  25—  61, 

-»-661  25—  4ij 

—733  3—141, 

—739  21— 2O1, 

-♦-757  31—121, 

—773  61—421, 

-♦-797  73—441, 

-H859  43—221, 

-♦-937  37— 161, 

—967  3—1 61, 

—971  17— 2O1, 

-♦-977  57—321, 


140749- 

13040387- 

2842429- 

58933- 

57- 

11055035- 

743- 

7094331- 

1009- 

3835005- 

64083- 

1805- 

88033483- 

498913- 

109- 

713337547- 

1307357- 

2392149- 

23467- 

764961- 


priiBir 

901341, 

-  83509101, 

-  18202581, 

3774O1, 
341, 

-  70795141, 

4761, 

-  45367221, 

6461, 

-  24559561, 

410381, 
11561, 

-  563756041, 

3194981,^ 

681, 

-456812950«, 

8372161, 

-  15319041, 

150281, 
4898721, 


VI.    p  zum  Exponenten  16  gehörig,  in  Beziehung  anf  17te  Einheitswurzeki 

selbst  complexe  Primzahlen: 

61,       71, 


3, 


5,         7,       11,       23, 


73,       79,       97,     107,     109, 


29,  31,  37,  41, 

113,     131,     139,     163,     167,     173,  181,  193,  197,  199,  211,  227,  233,  241,  269,  277, 

283,     311,     313,     317,     337,     347,  367,  379,  397,  401,  419,  431,  439,  449,  479,  487, 

499,     503,     521,     541,     547,     571,  601,  607,  617,  619,  641,  643,  653,  673,  677,  683, 

691,     709,     719,     743,     751,     787,  809,  811,  821,  823,  827,  839,  853,  857,  877,  881, 

887,     907,     911,     929,     941,     947,  971,  983,  987. 


^    Daf  Zeichen  -|-  Tor  den  Primzalilen  p  ceigt  an ,    dan  JNßjn^)  sb  -»-^ ,   das  Zeichen  ->,. 
daes  i^/[i|o)  «  —  p  iit,  and  i war  Je  Ar  beide  /(i,«)* 


22 


I.  p  =  19w  -h  1 


P 

191 
229 
419 
457 
671 
647 
761 


—  84 
-+-  17 
H-13Ö 
-1-174 
-«-271 
+287 
—351 


—  11 
H-  60 
-1-208 
-hll4 
—218 
4-200 

—  81 

P 

191 
229 
419 
457 
671 
647 
761 


—  31 
+104 
4-  7 
4-185 
—266 
—183 
4-274 

4-  36 
4-  61 
—113 
4-215 
4-  64 
4-  86 

—  82 


A=  19 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


—  70 

—  64 
4-107 
4-200 
4-131 
—114 
—288 

«>» 

4-  32 
—108 
—171 

—  64 
4-214 
4-  96 
—136 


—  41 
4-  57 
4-199 
4-  68 
4-  99 
4-279 
—125 

—  14 

—  4 

—  40 
—168 
—248 
—269 
—207 


6         ftl 

6  4-  69 

4-63  —  15 

4-49  —  89 

—  50  —  17 

—  8  -^116 
—155  4-168 
—263  4-232 


«1» 

30 
—  68 
4-  47 
4-  16 
4-170 
—210 
4-362 


«16 

—  37 

—  11 
4-  60 
4-  42 
—181 

—  99 
4-  26 


—  66 

—  26 
4-136 
—216 
4-  31 
4-  56 

—  5 

«if 

4-  52 
4-  42 
4-139 

—  4 
4-  66 
4-  66 
4-367 


4-  5 
4-  16 
—  76 
—110 
—164 
—103 
4-233 


26 
4-  27 
—  90 
4-218 
4-  59 
4-257 
4-268 


—  38 
4-  43 
—204 
4-  64 
4-  94 
4-201 
—366 


—  56 
4-  44 
4-114 
—201 
—221 
4-104 
4-152 


/(«),  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primär  machende  Einheiten  JB(«).*) 


p 

/(«) 

Ei 

W 

191 

«»+«"+«" 

< 

y}\ 

< 

<* 

n^^ 

^i 

^6 

"? 

riV 

a>9 

„»_«»•_„" 

< 

v\ 

'"J* 

<* 

Vi 

'^6 

V\ 

< 

419 

„'+„•_„" 

< 

^i 

"J 

r" 

^S 

^l 

< 

< 

457 

„«+«"+«" 

< 

^i 

^1 

< 

''s 

^l 

^7 

< 

571 

a'-Ha'+a*— a 

"+«" 

< 

^1 

< 

< 

''s 

< 

647 

„•+„»•_„" 

fi' 

^i 

< 

''s 

< 

<* 

<' 

^1 

v\ 

761 

„»+«»_„" 

< 

^1 

vi 

< 

< 

<" 

^'1 

< 

*)     Dm  Prodact  y(a) .  £(a)  bt  primär;  die  KreistheilangBeinheiten  e(a^  ),  aus  deren  Potenzen 
E{a)  lasaoimeDgesefzt  Ut,  reduciren  sich  hier  auf  die  zweigliedrigen  Perioden,    welche  in  II.  specificirt 

sind,  und  zwar  ist,  f&r  die  primitive  Wurzel  ^^  =  2  von  19,  e(a^  )  =  «jit-i- 


2S 


X=  19 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig, 
9  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 


%  =  «  H-  a   * ,         »jj  =  a'  4-  «"'  ,         »^,  =  a*  -f-  a   *  ,         »y^  =  «*  -|-  «-'  , 


'?.'=«*  + 


a-\ 


^5  =a^4-a-^         *76  =  «^-l-Ä"' 


i1y  =  «*  4-  «   * ,         »7g  =  a'  -f-  a   '  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 

*j'  4-  >?'  —  8>7^  —  7*j*  4-  2I17*  4-  15»j*  —  20»^*  —  lOtj'  4-  5»j  4-  1  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?6  ^^  ^  "^  ''l  '  *'o''l  "^  '^0  "^  *^«  »  ^^'f  ^^  *74  +  *7t  >  %  *?!   ^^  %  "^  ''s  ' 


1?4   —  ^1  +*?f  ♦ 


P 

37 
113 
151 
227 
379 
569 
607 
683 
797 
911 


I0 
—     3 


4-     7 


%*?5  =  *?6  +  *?T  »             %''«  —  *?«  "^"  *Js  »  %^T   —  *7j  "+"  'J4  »  %^%  —  ''s  ■+"  *?«  • 

Congruenzwurzehi  mod.  p 

*Ij  1a  il4     *Is     ^'6  I7  'J« 

4r  10  —  13  —  18  —  11  4-  8  —  12  —  6 

-1-47  —  53  —  18  --17  —  52  —  10  —  15 

4-67  —  43  4-35  4-15  4-72  4-48  4-37 

—  17  4-60  —  34  4-19  —  95  —  57  4-69 

4-124  —165  —  65  4-54  —118  —101  —  34 

4-  91  —256  4-  99  4-126'  —  58  —  52  —143 

—279  4-143  —191  4-  59  —163  —141  —152 

—325  —242  —176  4-239  —253  —195  —225 

4-  72  —397  1—199  —251  4-  36  —300  —  63 

—167  —354  —404  4-145  4-  70  4-343  4-128 


—  34-7 
H-  8  4-  62 

—  8  4-  62 
4-17  —  92 

—  37  4-229 
4-36  4-80 
4-  81  —271 

—  18  4-322 

—  16  4-254 


f(rij^  Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  primärmachende  Einheiten  E(a).^) 

P  /(I0)  ^a) 


P  /(I0) 

37  4-1-2»,^ 

113  -l-.*,^4->?j 

161  4-24-tf,-*?, 

227  4-2iij— tj^ 

379  4-2ii^4-»fj 

569  4-^^4->,j— ,,^4->?5 

607  — 24-*?,4->?, 

683  — 2— i)^-*?,4-t?3 

797  4-3— 2*jj 

911  4-l-*?o-^-+-''8 


''o 


n 
n 


n 
n 


12 


6 


V 

n 
«? 


yi 


8    _8      „0 
8      ^11 


*?;  %  1 


'5 
.5 


^6 


9       9 


5     »»e 


'j;  »'s 


.IT 


''s 
''s 

>?; 

7       17 

''s 

6       X 

»'s 
''s 


*)     Es  ist  jirio) ,  £(a)  primär;  von  diesen  Einheiten  gilt  dasselbe  wie  in  Nr.  1. 
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X»  19 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
6  dreigliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 


*      !!»•    _I-    -•    _1_    -«.*• 


=«  «*  4-  «•  4-  «•  , 

»jj  =  «-*-»-«-• -4-«"'; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


1?*  -♦-  t?*  4-  9t»*  —  Sf»*  —  ij'  -♦-  5i|  4-  7  «=  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


<- 

■?  tjj  4-  9i|j  , 

n,*»,  «  »»1 

-l-^-l- 

*?j »         ^^'* 

>,  -  %  -4-  1 

.-4-%, 

Va 

V4    =• 

%4-f|. 

-4-«»^, 

%%  ==  %  4-  ♦»,  4- 1»^ 

» 

Congraenxwiineln  mod.  p. 

i^ 

1t 

*ii 

1» 

ni 

1« 

1$ 

7 

0 

4-    8 

-«-     1 

4-    2 

—     3 

-4-     8 

11 

—    1 

—     3 

—     3 

4-     2 

—     5 

—     2 

83 

—     4 

4-     5 

—  10 

—  36 

—  24 

—  15 

168 

—  39 

—  48 

4-  48 

4-  51 

4-  71 

—  79 

197 

4-  30 

—  88 

—  38 

-4-  75 

-4-  49 

—  84 

889 

^-  18 

—  81 

H-  25 

4-  88 

—  78 

•4-  82 

277 

4-  24 

—185 

-4-  41 

—  60 

—  49 

—  99 

811 

^  18 

-♦-  84 

-4-  26 

—  88 

—  57 

-4-  71 

849 

4-  85 

—  48 

—  60 

4-113 

•4-135 

-4-173 

353 

-♦-     8 

4-  28 

—108 

—156 

—  87 

—  89 

463 

—  42 

-  65 

—148 

4-820 

—181 

-1-160 

467 

4-  16 

4-  88 

-4-  74 

4-114 

—112 

—121 

■ 

5T7 

4-59 

—142 

4-227 

—208 

—129 

4-192 

619 

—  52 

—207 

—285 

—  92 

—  98 

•4-114 

653 

H-  86 

4-806 

4-315 

—108 

—162 

—288 

691 

—102 

+836 

4-320 

4-197 

4-817 

•4-313 

788 

-1-     4 

4-299 

—105 

4-825 

-4-  40 

4-269 

809 

—  82 

—145 

—264 

—206 

—277 

4-164 

881 

—  88 

^246 

—386 

4-227 

—884 

—  60 

919 

—  47 

—405 

—820 

4-388 

—  78 

—458 

8  -4-  if,  4-  if,  , 


/ 


25 


19 


/(Of  Primfaotoren  der  Primzahlen  f  und  primftr  machende  Einheiten  £(«)•  ^ 


f 

/^•) 

i5(«) 

7 

^0 

'1    ^/  ^l 

11 

^^\ 

^:  ^/  ^. 

83 

^-'»0-^1 

<  ^'  ^; 

163 

1-*-  %  +  *»i  +  ^\ 

197 

2-t,,  +  »?,+.i», 

^:  <  < 

S39 

»-^i-^ 

<^  ^r  ^j 

277 

1  4-  2i|o  -♦-  *^4 

^.'  ^/  'j 

811 

2%  -  ^ 

<  <  < 

349 

^,  —  *»,  4-  »Jj 

^v  <  < 

353 

1  +  %  -♦-  «»?,  +  »?, 

A'  <'  ^\ 

463 

1  —  2iyj  +  ly^ 

<'  <'  ^i 

467 

«-»».-^ 

^.'  <  < 

577 

»»1  —  »?,  +  »>, 

^\  <  < 

619 

1+  t?!  —  »?,  4-  »?j 

<'  <  < 

653 

1  -H  »?j  —  »?,  —  t?. 

<  <'  < 

691 

3  —  1»,  -h  »?^ 

^\  <  ^\ 

733 

%  +  1»,  +  »?^  —  1»4 

<  <  ^. 

809 

2%  -♦■  ^» 

.;  <•  ^, 

881 

2  -«-  »J,  —  1»4 

<  ^/  ^; 

919 

3-2iy, 

<  <'  < 

*)    Dm  Prodoct /(ijq)  .  £(«)  ist  primär.    Der  Kfirze  wegen  iet  hier  getetst: 


^0    —    ''o'^l^i  •  *1    —    ^1^4^T  ' 


'Jj^j'?!  > 


t     t  3  • 

WO  die  1)  die  cweigliedrigen  Perioden  sind;  noch  ^t  >||^*ljt4>s*lH-s  "^  2  +  i)j^|,  wo  die  Zahlen  Aber 
den  i|  die  OUedenahlen  der  Perioden  Torslellen.  —  Die  Ansitthmng  der  Mnliipliealioa  gihl  i .  B.  ftr 
den  primlren  PrimfAetor  Ton  7: 

/(O  -®W  ^  ^^'^^  •"  21782ij^  —  429611},  —  9532ij,  H-  9532ij^  . 
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X»  19 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
3  sechsgliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  von  19): 


1»,  =  a*  4-  «^  -I-  «•  4-  «"•  -4-  «"'  4-  «'* ,        »jj  —  «'  +  a*  4-  «'  -4- 


.-» 


-i 


-t 


«—  +  «— , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


I,»  4-  1»'  —  6i|  —  7  «  0, 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


4  — »?j» 


\^i 


—  H-i,j+2i,, 


»»o^ 


-1  +  1,^  +  21,, 


31 
103 
107 
179 
893 
331 


—  4—12 
—13  4-  41 
-4-9-1-30 
—25  _  84 

H-28  -I-  99 
H-56  —153 


1» 
-*-  15 

—  29 

—  40 

—  71 
—128 
+  96 


Cangraeniwttneln  mod.  p. 

P  lo  li  li 

373  +50  4-115  —166 

449  .86  —208  —156 

487  —78  —236  —174 

591  4.  8  —  60  -I-  51 

563  —72  —113  4-184 

601  —  9  —  77  4-  85 


P  1p  I1 

673  -t-181  4-169 

677  -I-  29  —160 

787  4-39  4-57 

829  —148  —346 

863  -1-18  —320 

977  -t-  43  -f.109 


Ij 
—291 
-♦-130 
—  97 
—336 
H-301 
—153 


Ai.)» 

Primfactoren  der  I 

'rimzshl( 

en  p  1 

imd  primär  mac 

ihende 

'  Einheiten 

P 

/(•)•) 

E(a) 

P             /(«Jo) 

£(,,) 

31 

-M+H, 

<    'V 

< 

521     4-8-1,^ 

<    <    < 

103 

-«+8»),+»|, 

<    < 

«r 

563     — 2— 5ijj 

<*<    < 

107 

— 4i(j— 3i|, 

<'< 

< 

601     4-94-tyo 

<  <    < 

179 

— 4— 3»|,+r, 

C< 

'V 

673     — 3-h4i»j 

<  *}  «i 

393 

-4+3fl^ 

er< 

A 

677     -2-|-»,^4-5i,, 

'1*  <  < 

331 

-2+61,,-Mi,, 

<  < 

4* 

787     — 3-|-3»j^- 

-»", 

*!•  <  < 

373 

+7— 3r,— «1), 

<  < 

'i' 

829     -1-10-1-1,^- 

-»i. 

C  'I  *; 

449 

+8n,— 4i), 

<'< 

< 

863     —  4— 2»y^4-3ijj 

«j»  «j» «; 

487 

-2+3l«-1, 

e\*  *J 

*;• 

977     -|-3-4-3ij^- 

-«", 

•1'  <  '. 

I)    BiflM  ttÜMkni  liiid  f— »■niignattet  wie  in  UI.    Dm  Prodsct /(i|«)  .  J5I(«}  iiC  prinir; 
die  Aaflf&hrang  der  Maltiplication  gibt  s.  B.  ffir  ^  *«  31 : 

XO  -*!(»)  =  —  ^%1^^  4-  44W6U,  —  1563131)^ . 
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V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 
2  neungliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel'  2  von  19) : 


ij^  «  a  4-  «*  -h  «*  -♦-  «•  -4-  «'  H-  «•  4-  a"  4-  a"  H-  «"  , 


-1 


.-4 


Vi  ««  «"  4- «"  4- « 


.1 


.-« 


.-T 


.-t 


-11 


.-IC 


.«IT 


a—  4.  «-'  ^  „'^  4.  «-"  -I-  «-"  4.  «-"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j*  4-  1»  4-  5  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*»J «"  —  *  4-  1J1 , 


*?«*? 


0  '1 


4-5. 


Congruenzwurzelü  mod.  p. 


p 

»J. 

I1 

P 

*Io   1i 

P 

I0 

I1 

P 

I0   li 

P 

*lo 

I1 

5 

0 

—  1 

157 

41  —  42 

389 

168 

—169 

593 

224  —225 

769 

302 

—303 

17 

3 

—  4 

199 

70  —  71 

397 

44 

—  45 

613 

265  —266 

821 

169 

—170 

23 

10 

—11 

233 

66  —  67 

443 

124 

—125 

617 

55  —  56 

823 

379 

—380 

43 

14 

—15 

251 

52  —  53 

461 

88 

—  89 

631 

287  —288 

853 

356 

—357 

47 

6 

—  7 

263 

113  —114 

479 

143 

—144 

643 

222  —223 

859 

65 

—  66 

61 

7 

—  8 

271 

43  —  44 

491 

49 

—  50 

701 

181  —182 

883 

122 

—123 

73 

22 

—23 

283 

99  —100 

499 

203 

— JJ04 

t09 

59  —  60 

929 

351 

—352 

101 

26 

—27 

313 

39  —  40 

503 

240 

—241 

719 

292  —293 

937 

101 

—102 

131 

25 

—26 

347 

18  —  19 

541 

61 

—  62 

727 

159  —160 

947 

338 

—339 

137 

11 

—12 

359 

140  —141 

557 

23 

—  24 

739 

313  —314 

967 

69 

—  70 

139 

56 

—57 

367 

63  —  64 

587 

266 

—267 

757 

276  —277 

997 

31 

—  32 

149 

58 

—59 

/(t}^9  Pri]iifiM^re&  der  Primzahlen  p^  an  sieh  in  det  primSrtn  Form. 

P  /(lo) 

769  23—  5if 

821  n—  bri 
82^  2+13if 
85i       7— I2if 


p 

/ho) 

P 

/M 

P 

/(lü) 

5 

^0 

157 

7-  ^'Jo 

389 

3-  7„^ 

17 

3-  % 

199 

11-  3„^ 

397 

14-  9ij^ 

93 

1-  21,  j 

233 

34-  7i,j 

443p 

11-  ffix 

43 

H-  3^0 

251 

9-  br,^ 

461 

16-  5f,j 

47 

«-  % 

263 

i-  7% 

47» 

84-101,^ 

61 

'^-    % 

271 

7-  er,^ 

491 

14-101,, 

n 

4^  3^1 

283 

U-  3.,; 

499 

17-  hl^ 

101 

8^4if^ 

813 

14-  Sfi^ 

508 

*l-«n. 

181 

1-  ö^i 

347 

1«-  % 

541 

8-91,, 

IST 

U-  1,, 

•''   86'9 

13-  61,, 

557- 

*3— *  % 

139 

«-  f^% 

367 

11-  3% 

587 

84-llt»i 

149 

^^, 

p 

593 
613 
617 
681 
'  643 
7Ü1 
TOf 
Vit 
7^7 
788 
757 


13—  81, 
16-  71, 

1— ili, 

?-\^^ 
2^—  3i, 

ii-  41, 

14-121, 
iSf—  5i,, 

14—  91, 
1*—  7i, 

8— llf, 


85#  1—131, 

888  22—  Ti, 

92^  21—  8^1 

837  19—  9i,' 

94t  3H-14if^ 

96t  14-I4if| 

997  31— 
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X—  19 

VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig,  in  Besiehung  auf  19te  Einheitswuneln  selbst 

oomplexe  Primzahlen: 

2,  3,  13,  29,  41,  53,  59,  67,  71,  79,  89,  97,  109,  127,  167,  173, 

181,  193,  211,  228,  941,  257,  269,  281,  307,  317,  337,  883,  401,  409,  421,  431, 

433,  439,  509,  523,  547,  599,  659,  661,  691,  743,  751,  773,  SU,  827,  839,  857, 

877,  887,  907,  941,  953,  971,  983,  991. 


h    p  wm  23m  +  1. 


X=23 


p 

47 
139 
277 
461 
599 
691 
829 


-1-6—11—19 
-.  39  _  S  +  34 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


20 
64 


-4-  21 
+     6 


+  30     -h  69     +131     +  52     —102 


+196  H-168 

—275  +151 

+  20  —291 

—322  +  59 


+  23  —102  —169 

—194  —139  +  57 

—292  —312  —  21 

+  69  +165  —  74 


—  15 
+  44 

—  13 

+  68 
—101 
+271 
—213 


+     4 

—  48 
—113 

—  41 
+221 
—108 
—221 


—  23     +     3 
+  65    —  33 

—  66     —  41 


—276 


10 


11 


+  18  +14 
+  36  —  14 
—122     —  59 


—199     +181     —  21     +33 


173 


—  87     +333 
—132     +225 


967     +187     +167     +349     +474     —326     —  41     +69     +332     +196 


+254  +233 

—250  —163 

—327  +  11 

—  94  —172 


P  «'* 

47  —  10 

139  —  10 

277  — lOS 

461  +  14 

599  +  18 

€91  +195 

S99  —22« 

967  —253 


—  18 

—  27 
+  34 

—  22 
—168 
—946 
—ISO 
+  72 


,ii 


16 


rl» 


.1« 


+  12—22     +     9     +     7 


^ir         a>*         «>*         a>®  a'i  a" 

—     5  +  17  +     S 

60     —  23     +63     +45  +52  +57 

64+19+16—74  —     4  —120 


+     2 

—  59  —  62  +55 
+  27  —  21  —  76 
—163  —139  —  45     —  61     +30    —113     —  20    +229    +167 
—977  +109  +103     —172     —  21     —215     —176     —119     —220 

—  88  — 87S  —  88     +51     +329     —330     +310     —  19     +311 

—  70  +157  +  15     +144     +  56     +206     —  12     —281     +121 

—  74  —800  —  14     +283     —264     —  51     +183     —271     —898 
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X  =  23 

Congmenzwurzeln  mod.  p* 
in  der  Form  a-^bp-hcp^j  wovon  der  Bestandtheil  a  in  der  vorigen  Tafel  steht. 


P  a 

47  +      p—     2p' 

139  —  ö8p-4-  27p' 

277  -4-  84p-H  70p' 

461  +126p+  58p' 

967  —     öp+200p' 


-4-  13p—  23p' 
—  25p-f-  38p' 
H-104p+100p' 
-4-1 48p—  6p' 
+10()p+S64p' 


-4-  19p—     8p* 
+  llpH-  54p' 

—  67p4-  29p' 

—  54p—  91p' 
— 428p-|-353p' 


—  p-4-  llp* 

—  17p4-  20p' 

—  35p-4-  15p' 
+161p+188p' 
+481p— 415p' 


-4-  18p4-  10p' 
4-  33p4-  22p' 
— 107p4-133p' 
-4-221p+  87p' 
— 328p4-376p' 


P 

47 

189 
277 
461 
967 


.10 


—  9p—  8p' 
H-  6Ip-f-  45p' 
-^  41p4-113p' 
— 178p-+-108p' 
H-185p—  79p' 


-h  23p-h  18p' 
4-     3pH-  58p' 

—  llp—  28p' 

—  14p— 139p' 

—  2(l^H-318p' 


•  2p—  15p' 
.  62p+  54p' 
■  29p4-  2p' 
90p—  54>* 
-204p—  98p' 


—  14p-4-     5p'  +  13p4-     8p' 
H-  67p-4-     8p'  —  21p—  34p' 

—  74p—  17p'  —  17p—  92p' 
4-  74p— 102p'  4-  46p—  89p' 

—  97p— 264p'  +259p—  33p' 


P 

47 

139 
277 
461 
967 


11 


it 


IS 


.1« 


1» 


-f-  4p—  20p^ 
4-  18p4-  67p' 
+  dSp-H  16p' 
—  93p-4-  56p' 
—432p— 106p' 


—  7p-     2p' 

—  39p—  64p' 

—  41p4-132p' 
— 226p+220p' 
+304p+  78p' 


-3lp-      p 
4-  72p—  26p' 
— 114pH-151p' 
-4-  44p-4-271p' 


—  4p-4-  19p' 
H-  7p—  p' 
4-  39p4-  87p' 
4-230p4-  71p' 
4-146p+  76p' 


—  6p—  16p' 

—  48pH-  42p' 
— 125p4-  17p' 
4-  40p— 158p' 
—385p— 322p' 


P 
47 

139 
277 
461 
967 


,i§ 


IT 


II 


Jt 


[tO 


4-  13p—  13p' 
4-  32p—  36p' 

—  8^H-  37p' 

—  52pH-10dp' 
H-  38p— 388p' 


—  2p4-     7p' 

—  8p4-  51p' 

—  llp— 116p' 
—207p—  72p' 
H-404p— 113p' 


4-  lOp—  llp' 
4-  34p4-  37p' 
—  20p—  33p' 
4-121p—  42p' 
—271p— 319p' 


4-  23p4-  21p' 
4-  38p4-  25p' 
4-  48p—  63p' 
— 151p4-  55p* 
—  91p4-  56p' 


4-  5p—  3p' 
4-  26p4-  67p' 
4-  47pH-  38p' 
—  87p— 148p' 
—333p— 257p' 


P 
47 

139 
277 
461 
967 


rlt 


fl 


—  23p—     2p' 
4-  63p—  21p' 

—  6p4-  47p' 
—219p—  85p' 

—  55pH-448p' 


-  22p4-  22p' 

-  54p4-  42p' 
•  39p4-  94p* 
>143p— 115p' 
•279p— 135p' 
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X»23 

y(a),  Primfacioren  der  Primzahlen  p. 

Nar  3  der  obigen  Primzahlen^  iiaben  wirkliche  Primfactoren /(a): 

p  A^)  P  A»)  P  A») 

599     a+a^^^a^^  691     «•-4-«*'-4-«"  829     aV«*-*-«" 

Die  Qbrigen  haben  ideale  FrimÜMtoren,  deren  3te  Potenzen /*  (a)  wirklich  find: 
P  /•(«) 

139     1— a«— «V«*-4-a"+«"+«"+«^V«**4-«"-h«" 

461  «  — «*-H«*— «•  +a"--2«" 

967  «»—«»—«»+«"-♦-«"— 2a"+«"H-«" 


IL    ^  zum  Exponenten  2  gehörig. 
11  zweigliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  — 2  von  23): 

^j  «■  «*  -H  «"*  f         n,  =*  «'  -H  «"*  ,         1»,  =  «"  -h  a""^*  ,         %=*«*-!-  «"*  , 

n,  —  «*  +  «"•  ,         ijj^  =»  a"  -h  «"**  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"  4- 1,"  -.  10,»  —  9,*  -4-  36»j'  4-  28ij*  —  66»j*  —  35ij*  +  36»y*  4-  16ij'  —  6ir  —  l  =  0  ; 

mit  den  ftmdamentalen  Rdationen: 

^J  "«  2  -•-  «Jl  «  Vi  ■=  %  +  ff  »  Vf  *=  ^i  "♦"  ^8  »  '»O''»  •"  ^4  "*"  ^»  »  V«  =*  %  ^ 

%*f|  *■  %  "h  If  >  *?0^e  =  'J,  *+•  'Jf  >  %*Jf  =■  ^^j  "4"  ^10  t  '^0'?^  =  '?!  "I"  ^tj  » 

%^f  *^  ^4  "f"  *J0  •  ''p^^lO  **^  ^'t  "^  ^'lO  * 

Congmenzwarzeln  med.  p. 


a-' 


3t 


X«23 

/(ri^)i  Primfeictoren  der  Primeahlen  p. 


p 

/(lü) 

P 

/ho) 

P       /(«lo) 

137 

— l+i>i— % 

367 

— a-t-»»!— »»^ 

827  +1—,^+,^ 

229 

4-'Ji4-»»,— •?, 

643 

"^'yo''~*Ji'~^f  *?§ 

919  +14-,,-,^ 

.—»? 


10 


Diesen  kann  noch  beigeftgt  werden  N(l'^2vt^) 

jY(tH-3ij,)  =  4093  ftr  n,,  =  +  S68;    i^(3— 2tjJ  «  5197  f&r  »j 

5197  Primzahlen  der  Form  23in  —  l  sind. 


0 


1747  für  »»^  =  —82; 
+  57,  WO  1747,  4093, 


III.    p  zum  Exponenten  11  gehörig. 
2  elfgliedrige  Perioden  (fOr  die  primitive  Wurzel  — 2  von  23): 


IS 


.IS 


.11 


fl^  =  a  ^  a*  4.  a*  4-  a'  +  Ä*  -4-  ä'  4-  «  -h  «     4-  «     4- «     4-  «    , 


Würzein  der  Gleichung: 

f»'4-n4-6  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Delationen: 


—  5  4-  f»j  , 


%^i 


4-6. 


Congmencwuneln  mod.  p. 


p 

»lo 

*li 

P 

lo 

1i 

P 

lo 

ni 

P 

lo 

1i 

P 

lo 

*Ji 

2 

0 

—  1 

173 

45 

—  46 

347 

164 

—165 

547 

238 

—239 

811 

• 

251 

—252 

3 

0 

—  1 

179 

65 

—  66 

349 

158 

—159 

577 

176 

—177 

821 

198 

—199 

13 

4 

—  5 

193 

19 

—  20 

353 

37 

—  38 

587 

184 

—185 

823 

40 

—  41 

29 

10 

—11 

197 

59 

—  60 

397 

84 

—  85 

593 

220 

—221 

858 

71 

—  72 

31 

•  7 

—  8 

211 

35 

—  36 

409 

28 

—  29 

601 

216 

—217 

857 

58 

—  59 

41 

15 

—1« 

223 

36 

—  87 

489 

118 

—119 

607 

104 

*-*105 

S69 

101 

-102 

59 

26 

—27 

233 

103 

—104 

443 

51 

—  M 

.  647 

172 

—173 

863 

387 

—388 

71 

20 

—21 

239 

53 

—  54 

449 

169 

—  170 

653 

304 

—305 

877 

72 

—  73 

td 

29 

-30 

257 

78 

-  79 

463 

74 

—  75 

673 

63 

—  64 

888 

151 

—152 

101 

24 

—25 

269 

120 

—121 

487 

112 

—113 

683 

90 

—  91 

887 

309 

—810 

127 

27 

—28 

271 

46 

—  47 

491 

153 

—  154 

719 

214 

--215 

929 

295 

—296 

131 

48 

-49 

807 

49 

—  50 

499 

81 

—  32 

739 

282 

—288 

947 

61 

—  62 

151 

42 

—48 

811 

70 

—  71 

509 

110 

—111 

761 

165 

—166 

991 

160 

—181 

163 

62 

—63 

317 

75 

—  76 

541 

250 

—251 

809 

98 

—  99 

997 

416 

—417 

167 

77 

—78 

331 

44 

—  45 

Die   dem   ri^   entsprechenden   Congmenzwnrzeln  mod.  p^  sind  für  die 
6  ersten  der  vorstehenden  p: 

Jj»  =  S ,       p  =  3 .  p  =.>3  , ,         >  »  2« ,.  P  -  31 .  i>  =  41 

\nj  =  —  «.    %  =  +  12.    n,  =  -  »19.     1,  =  +  180«0,     »!,  S  +  4936,     »!,  =  --  31M7  U. «.  W. 
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/(if  J,  PrimfiM^ioren  der  Primsablen  p. 

Wirkliche  PrimÜM^toren  /(«lo)  hmben  folgende  Jener  Primiahlen  p. 


p 

Ano) 

/»          /[»lo) 

/»       Au) 

/»          /[»!•) 

p       An.) 

59 

5-81,^ 

M3  *    1—  6»f^ 

449      5-  81,^ 

719       7— lOifj 

677       1— Hifj 

101 

1-41,^ 

«71       5-  61,^ 

463     13—  6i)^ 

809     17—  $^^ 

663     S3—  6if^ 

167 

n-«t». 

807       7—  6»fj 

593     11—  tii^ 

tSl     S5—  4i|^ 

991     S5—  6ifj 

17S 

7-4t»^ 

S17     13—  4i|^ 

607     17—  6ij^ 

$53       1+1S% 

997       7— 19if^ 

Sil 

l-+-6t». 

347     17—  »»fj 

Die  flbrigen  haben 

P  /*(no) 

s  1-      fi^ 

3  1—     Sf)^ 

13  31—  ISi}^ 

S9  1S7—  S6t}^ 

31  169—     6f)^ 

41  161—  64f), 

71  565—  46t}, 

78  569—  46i}, 

1S7  1161— S46t}, 

131  1S65— SS6t}, 

151  17S1— 174i|, 

168  419— 796f), 

179  965— 616t}, 


ideale  Primfactoren  deren  Sie  Potenzen  /'(f)^ 


P  /Hno) 

193  1607—  67St| 

197  9693—  116t) 

933  9441—  679t) 

939  3625—  116t) 

957  653— 1576t: 

969  413+1696t) 

311  1961— 1934t) 

331  6019—       6t} 

349  3955— 1619t}, 

353  377— 9679t} 

397  7043—  996t} 

409  657— 3966t} 

439  1863— 3599t} 


443  6317— 1169t|^ 

487  6933— 1806t|^ 

491  9631— 1414t}^ 

499  6953— 3289t}^ 

509  1735— 4499t}j 

541  9155+5944t}^ 

547  9193— 9946t}^ 

577  9101— 3576t)^ 

587  18634-5914t)^ 

601  29094-6144t}^ 

647  19607— 3394t}^ 

653  6399— 5998t)^ 


P 

678 
663 
739 
761 
611 
823 
657 
659 
663 
887 
929 
947 


wirklich  sind:  ^ 

15797—  1992t}^ 

17173—  101 6tf^ 

19553—  5449t)^ 

17975—  3176tf^ 

3191+  9606t|^ 

4223—  9136t|^ 

9271—  6776t}j 

95105—  136t}^ 

17481^  6902t|^ 

4339+110061)^ 

21853—  5759t|^ 

3669— 11474t}^ 


ly.  p  cum  Exponenten  22  gehörig,  in  Beziehong  anf  23te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

(,        7,       11,       17,       19,      37,       43,       53,       61,       67,       79,  63,  69,  97,  108,  107, 

109,  118,     149,     1(7,     161,     191,     199,    927,     241,     251,     963,  961,  968,  993,  313,  837, 

869,  378,    879,    868,    869,    401,     419,    421,    431,    483,    457,  467,  479,  503,  591,  598, 

557,  568,    569,    571,    613,    617,    619,    681,    641,    659,    661,  677,  701,  709,  797,  788, 

748,  751,     757,     769,     773,     767,     797,     639,     661,     907,     911,  937,  941,  953,  971,  977, 
968. 


*}  Wie  in  I.  bemlift  die  IdenlitiU  auf  der  qnadmtieelien  Form.  Von  den  iwei  eonjugirten 
idenlen  PrimÜMloren  einer  jeden  Primiald  p  gehört  der  eine  der  einen,  der  nndere  der  nnderen  der 
Mden  idenlen  daeien  «n. 
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I.    2>  =a  29m  4- 1. 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  in  der  Form  a-i-b  p. 


69  —  18—  27p 

233  —105—  18p 

349  —121— 109p 

523  +226+129p 

929  —361— 247p 


-H  29—  26p 
-f-  74-f-  99p 
—  17— 104p 
— 178— I70p 
4-261+106p 


-f-  9—  29p  -f-  15—  19p 

—  81-H123p  —116—  3p 

—  37+134p  —  60-f-  47p 
-f-  43-f-255p  —219—  87p 
— 392-f-285p  .4-304— 335p 


4-  25—  9p  -f-  22-f-  10p 

-f-  64— 108p  4-  37—  93p 

—  69— 173p  —  27— 140p 

-f-19l4-108p  —243—  32p 

— 122-f-208p  4-379— 315p 


P 

59 
233 
349 
523 
929 


10 


1 1 


12 


4-  17—  14p 
4-  76—  öp 
4-126—  p 
—  34-  18p 
— 2ö64-446p 


—  114-  24p 

—  584-  65p 
4-110—  46p 

—  1554-  19p 
4-445— 130p 


4-  21—  14p 
4-  32—  45p 
—  484-169p 
4-  11—  78p 
4-  724-  14p 


—  24—  26p  4-  194-     2p 

—  98—  59p  4-  384-  81p 
— 1254-156p  4-1184-  27p 
—1294-  Sjp  4-134—  19p 
4-  204-359p  4-2124-158p 


4-  12—  24p 

—  294- 114p 
4-  31— 116p 

—  50—  25p 
— 3544-138p 


13 


14 


I  5 


16 


17 


18 


59  4-  20—  14p 

233  4-  16—  18p 

349  4-  88— 173p 

523  4-206—  93p 

929  —408— 331p 


—  64-   p 

—  49—  36p 


—  104-  28p 
4-  194-  24p 


4-l714-l42p  —1004-  67p 
4-  9— 108p  —  58— 231p 
— 4234-253p  4-3474-306p 


4-  34-  5p 
4-102—  75p 
—1154-  36p 
—  33—  91p 
4-148— 291p 


4-  54-  5p 
4-  8—  65p 
—  45— 157p 
—136— 256p 
4-454— 309p 


4-  284-  9p 
4-  92—  80p 
—  139— 163p 
4-121— 147p 
— 3904-164p 


P 

59 
233 
349 
523 
929 


19 


,:io 


,V  I 


,2% 


*V3 


*34 


4-  274-  17p 
—107—  5^ 
4-  674-  22p 
4-1504-221p 
— 4184-118p 


—  144-  19p 
4-  51—  4öp 

—  804- 133p 

—  95— 198p 
4-4004-425p 


.  16—  19p  4-     74-  23p  —     8—  15p 

•  44-  56p  4-  464-104p  4-  634-114p 

•  92—  16p  —  364-13()p  4-1684-  72p 
.  27—  37p  4-1744-172p  4-  994-202p 
-4054-308p  4-3524-152p  4-20l4-184p 


4-  264-  16p 

—  91—  84p 

—  864-14()p 
— 115— IIC^ 

—  99—  24p 


P 

59 
233 
349 
523 
929 


r25 


,26 


,8T 


p38 


4-  44-  5p 
4-  24-  14p 
—  644-142p 

4-1604-  3p 


—  13- 
4-  23- 
4-  66- 
4-  73- 


22p 
109p 
-  63p 


56p 
4-437— 289p  4-173—  64p 


—  2—  16p  —  23—  11p 

—  854-  10p  4-  714-  43p 
4-  414-  57p  —  754-137p 
—238—  69p  4-  81-4-148p 
—210— 185p  —368— 175p 
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Primfactoren  der  Primzahlen  p,  d.  h. 
Zweite  Potenzen  /*(«)  dieser  idealen  Factoren. 


69     «'— «"— a" 
233     «'-f-«'4-«"-f-a** 
349     a-f«'4-a'-f-a*+«*4-a'-f-a"4-a"-f-a** 


523     a-ha^+a'— «"+«"4-«"+«*' 
929     1— ««— «»H-«"— rt" 


Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 
Aus  denselben  geht  hervor,  dals,  wenn  eines  jener  fünf  p  ideale  Primfactoren  hat, 
auch  die  aller  übrigen  ideal  sind: 

iViCH-«*— «")  c=  59.     2S9,  i\^(l— «"+«")  =  Ö9.     349, 

iV(H-«'— a*-f-«')  =  59.     523,     i\^(l4.«4.a"-4-a")  r:r  59.     929, 
iV(H-«'4-a*— ft^'— «")  =  233.     349. 

iV(l-f-«*— «")  =  59.    19489  (wo  19489  ein  p  der  Form  29in  4- 1). 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
14  zweigliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 

*y^«=a4-«"*,       tjj  =  «* -f- «-' ,       ,,^  =r  a*  4- «-*  ,         »y^  =  «» -f- «-^         t,^  =  «"  4.  «""  , 
»,j^  ««'-♦-«-'     .»?e  =  «*■*■«"*  '       ty,  =  «"  +  «-",      t,^  =  «*  4- «-* ,         »,j^  =  a^<» -h  «-*\ 

Wurzeln  der  Gleichung: 

V*  H-  »7"  —  13*7"  —  12*y"  -h  66tj*®  -f-  55*»'  —  165tj*  —  120tj'  +  210*?*  H-  126*?*  —  126»j*  —  56*?^ 

H-  28ij*  H-  7ij  —  1  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^I  =  2H->y,,  Vi  =  *»o  +  *»5'  *»o^»  =  ^5 -♦- ^8  '     V«  ="»10  +  ^'is  '  V4  =  *?T  +  ^«» 

•'o^'s  =  ^1  H-  »»,  »         %*»6  —  ^^8  "*"  ^IS  »         ^''f  =  *J4  ■*"  '^ll  '  %^8  "^  ''j  "^  ^6  »  ^(i^S  =  *JiO  '^"^'n  » 

^''lO  ~  *'s'*'%  »  '^O*^!!  ~  '^T  "+■  ^^9  %^12  ~  '^l  "*"  ^6  »  ^''l«  ~  ^^4  "^  ^'ll  * 

CongruenzWurzeln  mod.  p. 

P         *lo  I1  1»  1«  I4  'l*  'Jl  It  ^18  *J9  *llO         *3ll  »JlS  *ll» 

173  «-18  —  24  4-  55  +  82  —  25  —  69  —  85  —  43  —  56  4-  20  4-  52  —  66  H-  29  —  26 

347  —  7  4-  47  4-125  4-  8  4-  62  4-  25  —  71  —166  4-141  4-100  —  65  4-  59  4-  9  4-  79 

463  4-13  4-167  4-107  —128  4-177  —157  4-108  4-  87  4-159  —186  —131  4-  28  —144  —101 

521  —  4  4-  14  4-194  4-122  —227  —  52  4-  97  4-  29  —203  4-  48  4-218  4-111  —185  —163 

811  4-  5  4-  23  —284  4-365  4-219  4-110  —  67  —379  4-  92  4-352  —181  4-319  4-384  —148 
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X=:29 

y(*?o)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 


p 

/ho) 

P 

/(»lo) 

;>        /hc 

173 

1  4- »?,  -f-  »»8 

+  463 

1+  »7j  —  *?ß 

-    811       fl^-Y) 

347 

^-%-'% 

4-  521 

%  ""  *^5  ~*  *'9 

--^2 


III.    j)  zum  Exponenten  4  gehörig. 
7  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 


=  rt  H-  rt 


IS 


a 


-;> 


^-1 


=  «*  +  «•  +  «-•  4-  «"•  , 


''1 


=  a*  4-  a'  4-  «"*  4- «"'  ,        *?,  =  «*  4-  «"  4-  «"*®  H-  «"*  , 

iy5*=«*4-«'4-a"'4-a"', 
==  a'  4-  «*'  4-  "*'  4-  «"*  ; 


a"  -f-  «»  -f-  «-" 


.«     .     ^14     ,     -14     .     ^-6  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»»^  H-  *j®  —  12»7*  —  7i?*  -f-  28ij'  H-  14*?'  —  9»j  +  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?!  =  **  4-  »Jj  4-  2>y^  ,  tj^fjj  =  ^^  +  ^^  4.  1,^  -f.  1,^  ,         1,^,,^  «  t,^  4.  t,^  -j-  tj^  4-  *?j  , 

»»o*?»  =  *»s  -^  2*?»  +  *»»  '         V4  =  ^%  4-  »»,  4-  »7ß  ,         »Jo*»»  =  *?i  4-  *?,  4-  *?,  4-  *?g  , 

»»o*?!  =  *»i  -♦-  *?4  "♦•  *»5  +  *»6  • 


Congruenzwurzeln  i 

med.  p. 

p 

I0 

*3| 

12 

1» 

^* 

I5 

16 

17 

4-     1 

4-     8 

—     3 

—     3 

4-     3 

4-     6 

4-     4 

41 

4-     2 

4-  11 

4-     6 

—     8 

4-  15 

—     6 

4-  20 

157 

4-  26 

—  56 

—  43 

4-  48 

4-  50 

—  61 

4-  35 

191 

4-  32 

4-  94 

—  86 

4-  63 

4-  81 

4-  66 

—  60 

307 

4-     9 

4-1^ 

—  87 

4-  12 

4-122 

—136 

—  61 

331 

4-     6 

4-158 

4-119 

—  51 

—  63 

4-     8 

4-153 

389 

4-  19 

—  94 

—  7J 

—  97 

4-  31 

—  22 

—156 

563 

—  12 

—  34 

—  39 

4-101 

4-  87 

—249 

4-145 

829 

4-  57 

—343 

—295 

—139 

4-136 

4-Ul 

—357 

853 

—107 

4-235 

—199 

—315 

—366 

4-414 

4-337 

887 

—143 

—235 

—154 

—248 

—304 

—253 

—438 

911 

—  141 

—262 

—419 

4-166 

—407 

4-367 

—216 

*)     Das  Zeichen   4-   vor  den  p  zeigt  an,   daCs  Nßfio)   =■=  4-/>,    das  Zeichen  — ,  dafs  Nflyt^) 


=  — p  ist. 
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P  /(lo) 

17  +l-t,^ 

41  4-2-»,^ 

157  H-2-ftj,-»j^ 


X«29 

/(*»o)»  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P  /(lo) 

191  +2H-3»j, 

307  4-*?^H-2»?g 

331  _2-»j^4-*?5 


f>       /(lo) 

389  4-1—41?, 

563  — 24-i?,,4-»?,-t?, 

829  — 3-»j,— 1?^ 


P 

853 
887 
911 


IV.    p  zum  Exponenten  7  gehörig.     • 
4  siebengliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 

*?^  =  «  H-  rt'  4-  «"  4-  «'*  4-  «"  4-  a"  4-  «'* .       »?j  =  «*  4-  «'  4-  «"  4- «"  4-  «"  4- 

>j,  =  «-*  4-  «-^  4- «-"  4-  «-"  4- «-"  4-  «-"  4-  «-"  , 


a 


19 


a 


31 


»7,  =  «"'  4-  «"'  4-  «""  4-  «""  4-  «""  4-  «"" 

Wurzeln  der  Gleichung: 

V  4- »?'  4-  4»?'  4-  20fj  4-  23  —  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


a 


-n  , 


2  4-  »?,  —  «I?,  , 


»»•n 


0  '1 


—  1  4-  *?,  4-  2*7,  ,         vj^vi^  =  6  4-  *?^j  4-  *?,  , 


V,  =  —  1  4-  *?i  4-  2*7, 

• 

Congruenzwurzeln  moc 

1.  p. 

/> 

»lo 

»li 

nt 

ni 

P 

lo 

li 

12 

1« 

7 

4- 

1 

4-  1 

—  1 

—  2 

397 

—  78 

4-168 

—180 

4-  89 

23 

0 

—  10 

—  6 

—  8 

401 

—  10 

—116 

—109 

—167 

53 

— 

3 

—  17 

—  14 

—  20 

431 

—  43 

—126 

4-  89 

4-  79 

83 

4- 

14 

—  16 

—  24 

4-  25 

487 

4-  4 

—159 

4-187 

-  33 

103 

4- 

2 

4-  22 

4-  8 

—  33 

509 

4-  14 

—  73 

4-119 

—  61 

107 

4- 

7 

—  16 

4-  20 

—  12 

547 

—  13 

4-172 

—273 

4-113 

139 

4- 

5 

—  37 

—  32 

4-  63 

571 

4-  18 

—175 

4-  35 

+121 

181 

— 

12 

—  48 

4-  84 

—  25 

687 

—  48 

—208 

—  83 

—249 

197 

4- 

10 

4-  18 

—  42 

4-  18 

661 

—  81 

4-  97 

4-228 

—295 

199 

— 

4 

4-  67 

—  80 

4-  26 

683 

—  14 

4-108 

—  45 

—  50 

223 

4- 

64 

4-111 

—  98 

—  78 

691 

—  76 

4-189 

4-315 

+262 

227 

4- 

3 

4-  20 

—109 

4-  85 

719 

4-133 

—271 

—353 

229 

239 

— 

23 

—  85 

—  69 

—  63 

761 

4-  39 

—277 

—139 

+376 

257 

4- 

6 

—  60 

—  49 

4-102 

857 

—  9 

4-256 

4-  86 

—333 

277 

4-  40 

4-  56 

4-  58 

4-122 

877 

—  53 

—273 

4-212 

+113 

281 

4- 

59 

—129 

—120 

—  92 

919 

4-139 

—187 

4-354 

—307 

313 

4-  45 

—119 

—134 

—106 

963 

4-111 

4-300 

+183 

+358 

373 

— 

49 

—  72 

4-  68 

4-  62 

977 

—  16 

4-106 

4-428 

+457 

37 


29 


P 

7 
23 


53  3H-»?^ 

83  1— >?,-*?, 

103  2-»,^ 

107  24-2f?^,4-*?i 

139  ly^+t,^— f,^ 

181  2-t,j4-2i,, 

197  34-tj^-ij, 


/(»?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p         Ano) 

199  4+*,^ 

223  l4-2f}^ 

227  3-,,^ 

239  2»yj-f-»?, 

257  31,^4-21,^4-1?, 

277  24-»fj-»,, 

281  24-21,^4-1?, 

313  5+3f,, 

373  3-1,,-»,, 


P 
397 

401 
431 
487 
509 
547 
571 
587 
661 


Ano) 
24-i,,4-2i?, 
2-21,^-1,, 

84->?,4-2t,, 
1-2,,, 

1—21,^4-*,, 
44-3i?^4-iJ, 


P 

688 
691 
719 
761 
857 
877 
919 
953 
977 


A^io) 

ö— »,,4-»,, 
2— 2t,j— >,, 

ö4-2>7o+»7, 
1— t,,4-2t,, 

64-i,o-i?,-2>?, 
24-31,, 


V.    jp  zum  Exponenten  14  gehörig. 
2  vierzehngliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  2  von  29): 

ri^  =  a4-a*4-a*4-a*4-a^4-«'4-«"4-a""4-«"'4-a"''-4-a'*4-a"*4-«"*4-a"* 

,,j  =  a'4-«'-f-a'4-a"4-a"4-a"4-a"4-«""4-a"'"4-a""4-a"*®-+-a"®-+-a"'4-a"' ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

1,'  4- 1,  —  7  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?o  ~  ^  "*"  ^'l  »  \^1  ~ 


—  7  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»lo 

*li 

5 

1 

—  2 

13 

4 

—  5 

67 

18 

—19 

71 

30 

—31 

109 

23 

—24 

149 

12 

—18 

151 

61 

—62 

167 

76 

—77 

179 

85 

-36 

P 

»Jo 

*»i 

P 

lo 

^1 

241 

74 

-  75 

557 

62 

—  63 

283 

122 

—123 

593 

24 

—  25 

353 

151 

—152 

613 

146 

—147 

383 

142 

—143 

631 

120 

—121 

419 

172 

—173 

643 

25 

—  26 

439 

55 

—  56 

647 

310 

—311 

457 

126 

—127 

673 

153 

—154 

499 

22 

—  28 

701 

95 

—  96 

P 

lo 

li 

709 

70 

—  71 

787 

215 

—216 

821 

372 

—873 

863 

29 

—  30 

883 

66 

—  67 

937 

68 

—  69 

941 

181 

—182 

991 

319 

—320 

38 
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f(%)y  Primfiactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

Äno) 

P 

X»Io) 

P 

Ario) 

P 

Ano) 

—     5 

1-% 

+241 

16-  3»,^ 

—557 

1-H 

—709 

1+10»,, 

+  13 

4-^0 

—283 

ö-  7»,, 

+593 

24—     »,, 

—787 

^-11% 

H-  67 

5-4»,, 

—353 

24-7»,, 

+613 

25—  4»,j 

—821 

2-11»,, 

+  71 

9-21,^ 

—383 

5-  8t,^ 

+631 

26—  5»,j 

+863 

29-     »,, 

—109 

6-5»,, 

+419 

22-  5»,, 

+643 

2*—     % 

—883 

12— 13»,,! 

+149 

12-  % 

—439 

1-  8% 

+647 

25—  2»,^ 

—937 

15-14r; 

—161 

3-5»,, 

—457 

15-11»,, 

—678 

17— 13»,j 

+941 

31-  5»,, 

H-167 

13-2»,^ 

+499 

22-     % 

+701 

29—  7»,j 

+991 

31-  3»,, 

—179 

IH-Ö»,, 

VI.    p  zum  Exponenten  28  gehörig,  in  Beziehung  auf  29te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,         3,       11,  19,       31,       37,  43,       47,       61,       73,       79,  89,  97,  101,  113,  127, 

131,     137,     163,  193,     211,     229,  251,     263,     269,     271,     293,  311,  317,  337,  359,  367, 

379,     409,     421,  433,    443,    449,  461,    467,    479,     491,     503,  541,  569,  577,  599,  601, 

607,     617,     619,  641,    653,     659,  677,     727,     733,     739,     748,  751,  757,  769,  773,  797, 

809,     823,     827,  839,     859,     881,  907,     947,     967,     971,     983,  997. 
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A=  31 

I.  p  s=  31m  4-  1 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p            a              a'            a'              a*            a*            a*            a'            a*               a*  a*®          a' * 

311     —  51     +113     H-146     4-18     +16     —143     H-140     4-13     —  41  —  86     -f-  32 

373     —  13     4-169     4-  41     —160     —158     —184     H-1Ö4     —137     —  84  —  27     —  22 

683     4-  76     H-312     —193     —325     —112     —316     —111     —240     4-201  +260     —124 

p         a»2          a»«           o»*          a»*           a»«           a>'         a»»          o»»          o»«  o«»          a^» 

811     —  77     —116     4-7—46     —142     +  89     4-126     4-105     —  68  4-47     4-91 

373     —  87     4-12     —156     4-163     4-119     —  55     —  31     H-  30     —  17  —152     H-111 

683     4-138     4-243     4-  27     4-     3     +228     +253     +104     —292     —336  —265     —333. 

p  «83  «84  «84  «86  «81  «8  8  «89  ««0 

311     +24     +20     —  87     +83     +121     +49     —  11     —  61 
373     +  49     +109     +  75     +144     —     7+91—64+86 

683     —  37     —  80     +67     +311     —269     +46+81     +  9 


Neunte  Potenzen  der  idealen  Primfactoren  der  />,  welche  wirklich  sind: 

311         2+«-2a»-«»+a*-3«'-a"+«"-2a"-2a"-a"-«"+a"+a"+a"+a"-3a** 

-2«"-3a?*-2a"-2a"+2«" 
373         1+2«+«*— 2«'- «*- 2a*— 2a*— «'- a'+2a"— 2a"— 3a"— 2a"+a"+2a"— a" 

+2a"+a"-2a'«-3a"+a"+2a**-a"4-4a''^-2a"-a"-3a" 
683         4— a— 4a'+«*+a*— «*+2a^— 3a'+3a'+a^®— a"— a"+a"— a"— 2a"— 3a"+3a" 

4.3«"-.«>0_^^88^3^8«_5^84^^8»_^86^2^8»_^89_2^»0 

Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen.*) 

iV(l+a*— a")  =r  32  .  311 ,         iV(l+a+a")  =  32  .  373 ,         A^(l— a'-«")  =  32  .  683  , 

JV(i4.a»+aiO-l-a")  =  31l' . 


^  Ans  denselben  geht  hervor,  dafs  die  Primfactoren  dieser  Primzahlen  p  in  gleichem  Grad 
ideal  sind,  wie  der  von  2  (vgl.  IV.),  was  theils  von  der  quadratischen  Form,  theils  von  der  Form 
6ten  Grades  herrührt;  auch  sind  mittelst  derselben  die/^(a)  berechnet. 


40 


31 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
15  zweigliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  3  von  3i): 


^0   =  «-f-«'*,        »?i 

SS 

a»  +  «-»  ,      »j,  = 

«» 

+  «-»  ,         t,j    =    «♦  + 

a 

*?5    =    «*+«"*, 

^    ^11  _,   ^-11 

%  =  rt'  +  a"', 

6     .        -6 

M        —    «*0  _•     -.-10  , 

'?i4  =  «    +«      ; 

*?„  =  «•  +  «'* , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tj"  +  »7"  —  14*?"  —  13*y"  +  78*?"  +  66t?"  —  220i?'  —  165t?*  +  330»?'  +  210ij*  —  252i?*  —  126ij* 

+84t?*  +  28t?*  —  at?  —  1  «  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  2  +  t?,  , 

Vi   ' 

=> 

1?,  4-  %  ,         Va  =  ^Jii  +  »»u  '         ^0* 

?,  =  >?, 

+  *?4i 

%\ 

=  *?§"*"  ^11 » 

%^s  = 

=  »»,-+-  ^10  '         Ve  ^  '^s  '*'*' 

't  »         Vt  —  ^« 

+  ^1> 

\% 

=    ^  +  *?,4  » 

M9    = 

=  %  4- »?, ,         *?o*?io  ~  *»4  ■*■  ^'ll  »         Mll  ~ 

»»^-ht?, 

» 

Mw    =*   *»« 

-H*?„, 

Vi«    —    ^'lo"*"^!»»             %*Jl4    ~    *»S 

+  %• 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

p 

»30 

ii         n% 

1» 

*l4                *!»                1«                *1t 

»li 

19 

1|0 

In 

61 

—  5 

+  12     —  16 

—  22 

—  29     —  24     —  27     —  21 

+  13 

+  23 

+  20 

+  10 

433 

—  5 

—110     —  61 

+  94 

—192     +73     —  36     +216 

—161 

+  23 

—  26 

—178 

557 

—  3 

—  18     —208 

+  47 

+  80     —123     —118     —  85 

—  56 

-^     7 

—235 

—184 

619 

—29 

—161     —119 

+116 

+  49     —108     +277     —263 

—105 

+220 

—  79 

—  78 

743 

—22 

—180     +347 

—237 

+246     +193     —  47     +338 

—252 

—261 

—294 

+  41 

929 

+59 

—107     —300 

+427 

+215     +217     —409     +432 

—206 

—237 

+299 

—115 

991 

—  17 

+  93     +377 

-f-lU 

—343     —  49     +427     +242 

p              1|J              1l»            1l4 

61     —     6—15+25 
433     +174     +  57     +131 
567     —  21     +271     +  88 
619     —164     —  77     —  99 
743     —301     +331     +  97 
929     +243     —227     —292 
991     -f-lll     —282     +417 

+462 

+287 

—272 

+414 

/(t?^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

/(lo) 

P              Ano) 

P 

/(lo) 

61 

"f-1— %-♦-»?„ 

619      -1-,,^^+,,^^ 

929 

^^w 

»J.— *?sH->?x 

433 

+  l+*?0— %-*»!, 

743      +l+,,^+>,^+,?^^ 

991 

— n-%— *»,4- 

»^i. 

557 

-Ht7,+r^-t7^^ 

41 


X  =  31 

lU.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
10  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  31): 


>7,  =  «     -t- «     -r «     > 

^      ^16  _,     „«•  _,     „18 


>7j  =  a  •  4-  a"  4- «"  , 
„^  =  «"  +  "  +  «", 


»Jj    =    «       -t-  «       -t-  «       I 
^8    „30  _i_  ^4     _i_  ^T 


Wurzeln  der  Gleichung: 

1?"  +  *?•  +  2*j'  —  16ij'  —  9»?*  — llij*  4-  43»j*  +  6ij'  -f-  63ij'  4-  20»?  4-  25  =  0  , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?0    =    ^4  +  ^^J  »  ^0^1    =    ^J  +  ^S  +  ''8  '  ''O^'S    =    *J,  +  *»,  +  »74  '  ^^O^J    =    »»O  +  *»6  -*■  'Js  ' 

*'o*'4  ==  *?i  +  ''j  +  ^8  »         ^^Js  ==  3  4- 173  4-  17,  ,         yj^ri^  =  »?^  +  »7,  4- 173  , 

%^T    =    ^3  +  ''s  "^  ''7  »  ''O^'S    =    »70  "^  ''s  "^  %  »  V9    =    ''l  +  »'s  "^  ''7  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»Jo 

I1 

13 

1a 

I4 

I5 

»l6 

I7 

18 

»39 

5 

0 

—     2 

—     1 

0 

—     2 

H-     1 

—     1 

4-     1 

+     2 

+     1 

67 

4-  3 

—  27 

4-     7 

—  26 

—  26 

—  16 

4-     4 

—  11 

—  25 

—  18 

149 

—  2 

—  47 

—  40 

—  58 

4-  18 

—     7 

4-  65 

—  52 

+  69 

-t-  53 

191 

—23 

—  48 

4-  30 

—  46 

4-  92 

—  68 

4-  40 

H-  48 

+  79 

+  86 

211 

—12 

—  53 

4-  29 

4-  85 

4-  98 

4-  23 

—  84 

—  65 

+  58 

—  80 

397 

4-14 

—194 

4-  65 

4-126 

—152 

4-174 

4-  72 

—107 

—  74 

+  76 

439 

—42 

—  45 

—  88 

—219 

—122 

4-  66 

+102 

—130 

+120 

—  81 

521 

—16 

—204 

4-138 

4-240 

—  58 

4-157 

4-150 

4-  69 

—150 

+194 

563 

—74 

—109 

—  77 

—238 

4-254 

—204 

4-131 

4-  84 

+130 

+102 

769 

—16 

4-319 

4-  75 

4-  37 

—  56 

4-156 

—336 

4-289 

—229 

—240 

811 

+14 

4-187 

4-130 

—114 

—119 

—248 

4-172 

+254 

—117 

—160 

997 

—18 

4-472 

H-190 

4-  58 

—  94 

4-209 

4-122 

+  43 

+165 

—  151 

Congruenzwurzeb  mod.  p\ 

5     —65     —     7     +  49     +  40     +  13     +     6     —  41     — 


29     +     2     4-  21 


y(Y7  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirkliche  Primfactoren  /(ri^  haben  folgende  Primzahlen  p : 


67     »I,  +  >7,  +  r,j 

149    *?,  —  '?,  — >74 


P  /(lo) 

521  17g  +  tj, 

811     14-»,^-,,^. 


*7.  —  *J, 


G 


42 


31 


Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  dritte  Potenzen  wirklich  sind: 


P 
5 

191 
Sil 
397 
439 
563 
769 
997 


31-f.3»,^H-6*jj-4-19t7,— »yjH-ll»yg-4-10t7,H-23t7^H-»yg 
6-f.lO»,^->7j-2r,H-8tjj^-47j^— 4>j, 

11+10»,^— 25»,j-26tj,—ll>j^H-7»,j—13»7^H-»7,-8>7, 

13-4-9t7^+4»j,— 4t7,+8t7j-7ij,-4t,y4-llij,-t7j^ 


♦(Ion 


l-*?J-%-^ 


IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
6  fOnfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  17): 

vf^  =  «  4-  a"  H-  «•  -f-  «*  +  a'  , 
»,^  =  «»  +  «••  -f-  «"  -f-  «*  +  «"  , 
„^  =  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «', 

Wurzeln  der  Gleichung: 


tj,  =  a'  H-  a"  +  «'*  +  «"  4-  «*  , 
>7,  =  «     -+-«     -+-«     -+-«     H-«     , 


ij*  -I-  ij*  4-  3*7*  4-  ll»j'  H-  44tj'  4-  36i7  4-  32  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%  +  2^5,  +  2*?,  ,  *?o''i   =  %  +  ^1  +  ^''4  +  *?»  »  %^i  =  *?i  -f- »?,  4-  »7^  4-2»yj  , 


^Jo^a 


4  —  »»,  —  *?5  • 


^•»I 


0  '4 


»»O  "^  ''j  •*■  ^^»  •*-  \  »  %''S    =    *?1  +  ^^'j  -<-  »»4  +  ''s  • 


Congnienzworzehi  med.  p. 


P  *»0 

2  0 
47—8 
97—9 
101  4-15 
109  —  5 
157  —  9 
163  —15 
233  —  4 
281  —46 
283  4-42 


*li    1i    *I» 
110 

—  13  4-  19  —  22 

—  29  —  23  —  27 

—  27  4-  31  4-  44 

—  25  4-  40  —  42 
—48—64—16 
4-  52  4-  68  —  46 
4-  18  —  8  —  72 
—137  4-  94  4-  86 

—  95  4-107  —  76 


0  1 
-f-  5  4-  13 
4-12—22 
4-  17  4-  20 
—  50  —  28 
4-66—76 
4-  42  4-  61 
4-108  —  43 
4-70—68 
4-86-66 


P 

349 
419 
467 
593 
653 
659 
839 
853 
907 
977 


•lo 
4-  21 

—  36 
4-  4 

—  31 

—  6 
4-  62 
4-181 
4-  77 

—  88 
4-  6 


I1 
4-  23 
4-  96 

—  99 
—162 

—  85 
4-192 
—249 
—145 
—169 
—168 


—162 
4-161 
4-105 
4-  65 
4-106 
—278 
—241 
—341 
—460 
4-173 


1s 
+  66 
—200 
4-176 
4-  92 
4-284 
4-162 
4-323 
—163 
4-303 
—313 


*I4 

—125 
—207 
+148 
4-209 
4-  57 
—262 
+312 
—383 
—412 
—441 


1s 

—  173 
+195 
+133 
—174 
+296 
+123 
—327 
+101 

—  92 
—245 


*)    Es   ist  iViiKlo)  ==  ^P;  mittelst  dieser  ^iiq)  nnd  des  Factors  ron  5  sind  die /'(v)o)  be- 
rechnet  und  die  IdeaJitit  rührt  hier  lediglich  von  der  quadratischen  Form  her. 


43 
Congroenzwurzeln  mod.  p\ 

P  *J0  ll  *If  »J3  14 

47         —3— 2p— 16p*         -.13— 8p'         -|-19H-7p-hl9p'         — 22— 5p— öp'         +5H-2lp— 16p' 

4-13— 21p— 21p' 

/(\)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Nur  eine  der  obigen  Primzahlen  hat  wirkliche  Primfactoren  in  >?: 

p  =  863        /(fi^)  =  6-2t,^-2i,^-4„,+4,,,  •)  . 

Die  folgenden  5  Primzahlen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  3te  Potenzen 

wirklich  sind: 


p 

/•(lo) 

♦(le)**) 

47 

1— 2i7,H-4t7,-|-2»7^— 2»jg 

283 

9+6t7^,+4»jj— 4>7,— 4»yj 

1— 2>7,— 2t,j 

349 

63-f-28i,^-14i,,-|-10t,,-8t,^-28i,g 

3-2t,j 

653 

10— 33»j^— 17t7^— 25»,,-f-35tj,+9i;^-f-21»?g 

5— 2t7j— 2>7^-4-2>jj 

839 

25— 2»jj-4-6t7,-f-2»j^-4-12*j^ 

5-2t,^+2»j, 

Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  9te  Potenzen  wirklich  sind,  z.  B. 

P                                   /•ho)  'PMi) 

101  2611— 742»j^+386»jj+202t7,— 576ij,-f-206»j^-h4*?j  ,,^+,,^-,j^ 

109  1538— 193i7^,+85»yj— 125»?,- 523t7j-|-409t7^-h37ijj  i— »,^-|-^^4-,,^ 

163  1664-hl095t7^— 77»y^-f-565»j,— 697»j^— 485ij^— 733t7j  ,y^-4-,,^-f.,,^ 

281       217— 718»j^+1618t7j— 1174»y,— 922»jj+650i;^-f-602»yj  i—^^— ,,^-|_,,^ 

593  9751— 2632tj^j+2708»jj— 1260ij,H-944»j,-|-2016»j^— 3728»jj  ^'^%'-^2~^^^ 


*)    Die  nächste  Primzahl  dieser  Kategorie  ist  p  =  1031,  gemäss  der  Norm: 

^(3  4-  2ij,  —  4tj  J  =  853 .  1031. 
Für  grössere  Primzahlen  hat  man  ferner: 
N(l  -+-  2*j)  =  1523  ,     (Nl  —  2ri)  =  4007  ,     N(Z  +  2ri)  =  3767 ,     N(Z  —  4tj)  =  367637  . 

**)    Es  ist  iV;|»(«]o)  »  47p;   mittelst  dieser  f(vio)  und  des  Factors  ron  47  sind  die /*(iio)  berech- 
net und  die  Idealität  rührt  hier  von  der  Form  6ten  Grades  her. 

t)     Es  ist  iV<K«io)  =  2j9,  resp.  =  2\p,  was  bei  j9  =  101  der  Fall  ist.     Bfittelst  dieser  ^vi^^)  und 
des  Factors  von  2  sind  die /*(i]|))  berechnet;  der  Factor  von  2  aber  ist  mittelst  der  Norm 
^(l — ^1 — 19+114)  *=^  2^47  and  des  Factors  ron  47  gefunden;  eine  ähnliche  Norm  ist: 
iV(l— lo+li+ls)  =  25283. 

6» 


44 
Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

iV(l-f.2»j,H-2»jj)  =    97.109,  iV(3-f-2t7,+2tj,)            =167.    97,  i\^(5— 4*yJ           =163.97.47 

i\^(3— 2»,j— 2t,j)  =  233  .  109  ,  N(b—2y}^)                     =  419  .157  ,  i^(3— 2ijj-H2tj  J   =  467  .  163 

iV(5H-2»jj-|-4tj  J  =  659  .  109  ,  N(7'-'2yi^)                     =907.281,  N(S'h4vi^)            =977.109 

iV(l-6»,,-2i,  J  =  101 .  373  ,  ^(l-h2t7^-2iy,H-2»,  J  =  593  .  311  ,  N(l'^ri^'-r}^-'ri^)  =  2.'688  . 

Aus  diesen  und  den  obigen  Normen  geht  hervor,  dass  die  Primfactoren  der  14 
zum  Exponenten  5  gehörigen  p 

2,     97,     101,     109,     157,     163,     233,     281,     419,     467,     593,     659,     907,     977, 

sowie  diejenigen  der  Primzahlen  p  =  3im  +  i  in  gleichem  Grad  ideal  sind.  Dass 
aber  der  Primfactor  von  2  in  keiner  niedrigeren  als  der  9ten  Potenz  wirklich  ist, 
hat  Hr.  Kummer  speciell  bewiesen  (Monatsbericht  der  Akademie  Oct.  1870). 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
5  sechsgliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  3  von  3l): 


>j«  = 


>)*  = 


*?j  =  a-ha     -h«     H-a     -f-a     -t-«     , 
»y^  =  «**  4- «"  -+-  a"  4-  «*'  4-  a'  -+-  «'*  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  -h  »?*  —  12ij'  —  21tj'  4-  1,  4-  5  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  =  6  +  2tj^j  H-  2tjj  4-  t?4  ,         %Vi  =  *»i  +  H  +  ^J»  +  ^^A  »         Vj  ~  ^''i  "^  ^'»s  -*-  *Jt  "*■  *'4 ' 

%*?t  ~  ^^^o  +  *»i  +  *»i  -*-  ^'»i  »         Vi  ■=  %  +  ^^'i  "*■  ^^s  +  2»j^  . 


Congruenzwurzeb  mod.  p. 


37  4-4—18 

181  H-  3  4-  81 

223  4-19  4-  91 

347  4-  5  4-164 

367  H-28  4-  98 

409  H-39  —  82 


4-6—10 


4-  17 

_  52  4.  30  —  63 

—  58  —  76  4-23 
—184  4-45  —  81 

—  79  4-36  —  84 
4-169  —  72  —  56 


P 

491 
677 
719 
739 
863 
967 


I0 


I1 


4-42  4-91 


—  71 


*J4 

—148 
—226 


1« 
4-  85 

4-  44  4-306  4-196  —320 

—  23  4-162  —187  —207  4-264 

4-  44  4-357  4-  76  4-103  4-158 

—137  4-409  4-340  —199  —414 

—226  —250  —477  4-286  —301 


/(^o)'  Primfitctoren  der  Primzahlen  p. 


P 

37 
151 
223 
347 


4-14-t?,4-t?, 
-34-U, 

+2*j^4-3»,,H-t7, 


P 

367 
409 
491 
677 


+3if^4-t?^ 

+  1-21,,+!,, 

-1-21,^4-»?, 


P  /(«lo) 

719  -8-i,^-t,,4-t?, 

789  — 1— ,,^4.2t7jH-2t7, 

S63  4.64-ij,4-ij^ 

967  4-l-»,^-.,,^4-t,j 


45 


31 


VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
3  zehngliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  3  von  3l): 


^1 


«  +  rt"  +  a"  -h  a"  -f-  «'  4-  «'*  +  «*  +  «"  +  «"  +  «"  , 
a*  -4-  a"  -h  a"  4-  «"  4-  «'*  -f- «"  4-  «"  4-  «**  4-  «*  4-  «' , 
a*  + 'ß  4.  a"  4- «"4- «''4-«"  +  «*  4- «"4- «"  +  «"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


t?'  4- 1?*  —  lOi)  —  8  ==  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^J  =  6  —  %  —  2tjj  ,  tj^ij,  =  —  4  —  2tjj  ,  17^  tj,  =  _  4  —  2t7^  . 

Congruenzwurzeln  med.  p 


p 

»Jo 

1i 

1a 

P 

»lo 

li 

12 

P 

»Jo 

»3i 

»Ja 

23 

4-  5 

4-  6 

4-  11 

337 

—  40 

+142 

—103 

643 

4-  39 

H-  94 

—134 

29 

—  5 

4-  11 

—  7 

401 

—  37 

—103 

4-139 

647 

—  44 

—308 

—296 

89 

4-  9 

4-  32 

—  42 

449 

—  35 

4-177 

—143 

709 

—  80 

—309 

—321 

139 

—21 

—  51 

—  68 

457 

—  45 

4-117 

—  73 

773 

4-  58 

4-103 

—162 

151 

—14 

—  50 

4-  63 

461 

—  16 

4-132 

—117 

821 

4-102 

4-221 

324 

263 

—67 

—  93 

—104 

463 

—  20 

4-206 

—187 

829 

—  38 

—  92 

-f-129 

271 

4-29 

4-131 

4-110 

523 

4-  16 

4-116 

—133 

883 

4-117 

—282 

4-164 

277 

—11 

4-  62 

—  52 

587 

4-143 

4-170 

H-273 

953 

—  18 

4-  87 

—  75 

2.' 


^) 


/(%)^  PrimfiEictoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/lo) 

23 

4-l4-2tj, 

29 

H-7H-2*,^ 

89 

-54-21,, 

139 

-3-V, 

151 

4-34-2tj^-2i,, 

263 

-54-^% 

271 

4-94-21»^ 

277 

-f-7-2»j^4-4>7j 

P 

/(lo) 

P 

Ano) 

337 

-  5-21,^4-41,, 

643 

4-  1-41,^4-21,, 

401 

-11-41,^ 

647 

-  74-4i,,-2i,, 

449 

4-  l-6t,j4-2i,. 

709 

4-25-41,^4-81,, 

457 

-114-4t,, 

773 

-  9-21,^4-41,, 

461 

-  7-4t,, 

821 

4-  54-81,^ 

463 

4-11-21,^4-21,, 

829 

-194-6i,,-2i,, 

523 

-  9-41,, 

883 

-  7+21,^4-41,, 

587 

+154-41,^ 

953 

-19+6i,,-6»,, 
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Vn.    p  zum  Exponenten  15  gehörig. 
2  f&n&ehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  3l): 

Wurzeln  der  Gleichung: 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  =  -  8  -  'In  » 


%»?,  =  +  8  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


V 

*:o 

*Ji 

P 

»lo 

»Ii 

7 

2 

—  3 

227 

106 

—107 

19 

5 

—  6 

257 

22 

—  23 

41 

12 

—13 

293 

76 

—  77 

59 

10 

—11 

307 

65 

—  66 

71 

26 

—27 

317 

35 

—  36 

103 

40 

—41 

369 

158 

—159 

107 

20 

—21 

379 

61 

—  62 

113 

33 

—34 

421 

183 

—  184 

131 

60 

—61 

431 

205 

—206 

173 

41 

—42 

443 

66 

—  67 

193 

55 

—56 

479 

87 

—  88 

P 

»lo 

'Ji 

P 

*lo 

»li 

503 

195 

—196 

727 

152 

—153 

541 

73 

—  74 

733 

226 

—227 

547 

247 

—248 

751 

102 

—103 

577 

217 

—218 

857 

109 

—110 

599 

34 

35 

877 

167 

—168 

607 

291 

—292 

887 

59 

—  60 

617 

78 

—  79 

919 

274 

—275 

661 

254 

—255 

937 

114 

—115 

691 

52 

—  53 

971 

98 

—  99 

701 

221 

—222 

/(^o)'  Primfikcioren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Prim&ctoren /(fi^)  haben  folgende  Primzahlen  pi 


p 

/(»Jo) 

P        Ar^o) 

p       /(no) 

P 

A^o) 

P 

Ano) 

131 

9-21,^ 

293  11-  4tj^ 

577   5—  8ij^ 

857 

lö-  8t,^ 

937 

17-  8*j, 

173 
227 

5-4t,^ 
13-2»,^ 

379   7—  6i)^ 
431  19—  2»jj 

607  23—  2ijj 
617   7-  8tj^ 

919 

7-10»,, 

971 

»-io>?^ 

*)    Es  ist  v}o  =  58  (mod.  7>),  iio  =  3349  mod.  (19')  u.  s.  w. 
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X  =  31 


brigen 

haben  ideale  ] 

?rinifactoren,  d 

eren  3te  Potenzen  /'(*?o)  wirklich  sind 

P 

/'(lo) 

♦(%)•) 

/> 

/•(»lo) 

♦(»Jo) 

7 

5-       6»,^ 

2-    \ 

443 

7973— 1282ij, 

19-  7*^0 

19 

73—     10»jj 

5-    % 

479 

7473— 2174ijj 

1+11»,^ 

41 

99—     80»y^ 

2-  31,^ 

503 

11225—  122»,, 

26-  5»,, 

59 

323—     94»jj 

10-    yi. 

541 

12089—  692»,  j 

23-  7»,^ 

71 

441-  118»,^ 

7-31,^ 

547 

685—4474»,, 

7-111,, 

103 

487—  298»;^ 

17-  3,,^ 

599 

8568— 4810»,j 

34-     % 

107 

665—  274i)^ 

2-  5i,j 

661 

18801— 2748»,j 

34-13»,, 

113 

1197—       8»?^ 

11-  8t,^ 

691 

14211—8210»,, 

2-18»,, 

193 

2015—  Ö12»7^ 

1+  7,,^ 

701 

5921—5860»,, 

35--  3»,, 

257 

1511— 1264»yj 

22-     „^ 

727 

13801— 4184»,j 

33-  5»,, 

307 

4589—  764ij^ 

18-  öt,^ 

733 

10983— 5212»,j 

6-13»,, 

317 

5481—  244)}^ 

2+  9.,,    . 

751 

19531— 1378»,j 

30—  7»,, 

359 

883— 2830t;^ 

5-  9i,j 

877 

16199—6236»,, 

37-  5»,, 

421 

4789— 2260«7^ 

18-  71,, 

887 

24795—2026»,, 

«+15*,, 

Vlll.    p  zum  Exponenten  30  gehörig,  in  Beziehung  auf  Site  Einheitswurzehi 

.    selbst  complexe  Primzahlen: 

3,  11,  13,  17,  43,  53,  73,  79,  83,  127,  137,  167,  179,  197,  199,  229, 
239,  241,  251,  269,  313,  331,  358,  383,  389,  487,  499,  509,  569,  571,  601,  618, 
631,     641,     673,     757,     761,     787,     797,     823,     827,     829,     859,     881,     911,     941,     947,     983. 


*)    Es  ist  i\^f(»io)  =  2/7,  mittelst  dieser  Normen  und  iV(iij)  =:  2^  sind  die /^(vjq)  berechnet. 
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p            a  «'  a* 

149-1-17  —     9  —     4 

223     -H  68  —  59  -f-     2 

593     +258  -hl48  +233 


X  =  37 


l.    p  SS  37m  +  1. 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


,s 


-68  +36  +16 
-  87  +105  +  4 
.37     -.58     —139 


«'  a»  a»  a«o 

—  26  +  5—64—45 
+  49—13  +  8+98 
—282     +183     —226     —194 


—  20 

—  26 
—240 


149 
223 
593 


ly 


IS 


14 


1& 


—  42  +31  —  69  +19 
-f.  16  —  27  —  62  +32 
—248     +60     +62     —  15 


«16 

+  25 
—  54 
+281 


IT 


18 


a 

—  22  +78 

—104  +  64 

+152  +  78 


19 


a' 

+  49 
—108 
—  38 


—  61 

+  15 
+277 


+  6 
—  95 
—287 


—  47 

+     7 
+  79 


P 

149 
223 
593 


,33 


,34 


,35 


r36 


—  54  —  24  +39  +67 
+  80  +33  +14  +60 
+220     —168     —  55     +42 


r37 


i38 


—  53  —  7 
+  66  +28 
+162     +286 


r39 


.30 


+  30  +63 
—103  —  91 
+256     +225 


a«!  a'>  a'3 

+  28  +29  +46 

+  56  +17  +41 

—  64  +92  +16 


P 

149 
223 
593 


+  87 
—111 
—  23 


+  33 
+  34 
—  4 


a«6 

—  35 

+  82 
+154 


Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

N(l  -  «"  +  «")  =  223  .  149  ,  N(l  —  a*  +  «")  =  593  .  223  . 

Au8  diesen  geht  hervor,  dass  die  Primfitctoren  der  3  Primzahlen  in    gleichem 
Grrade  ideal  und  daher  bei  allen  in  37ter  Potenz  wirklich  sind. 
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X  =  37 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
18  zweigliedrige  Periodqii  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


''s 


=5    «  -+■  « 


-1 


=    «•-+-« 


-5 


*?,  =  «"  H-  «""  ,     »».  =  «•  +  «-»  ,      tj^  =  a*  H-  «-*  , 


^0  = 


'14 


=  «'+«"', 


^        ^14  j_  „-14 

^15        "     -r «       > 


*?„  =  « 


11 


a 


-11 


1,,  =  « 


1» 


a 


-15 


'16 


9     I         -9 


'IT 


^18  _,     ^-18  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.18 


.17 


.18 


.Ift 


-14 


.13 


.18 


>?"  -f.  ri"  —  17»j"  —  16»?"  4-  120»j"  -f- 1051?"  —  455»j''  —  364*j"  +  lOOltj^®  +  715tj*  —  1287i)* 

—  792tj^  -f-  924»j*  4-  462»j*  —  330»j*  —  120ij*  +  401?'  -|-  9»?  —  1  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Vo  =  2  -h  »?j ,      %yi^  = 

% 

-4-  »Jg »       *'o*'j  ~  ''j 

-4- 

%  »         Ms  ~  ^'m  " 

^'o^'s        *?a  +  *?9  » 

Vs  =  ''ij  ■+■  ^'le  ' 

%^1  ==*  *?4  "*"  'JlT  > 

%%        ^i  +  \i  » 

Vio  —  ''ll  +  ''is  ' 

''o'^ii  ==  ''lO  "*"  ^'ift  » 

''o^'u  —  ''-l  +  *?15  » 

Vl4   =*'»'*■  '^9  ' 

''o'^is  =  ''ii  "^  ''la  ♦ 

'Jn  »  *yo*J4  =  *?f  +  *?i,  > 

Ms  ~  ''l  "*"  ^'j  ' 
Mu  ~  ''6"*"*'lO  » 
Ml6  ~  ''s  ■+■  *'«  » 


Vit  —  ''t  "^  ''iT  ' 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

»Jo 

»Ii 

»Ja 

»Jj 

^4 

»I» 

Is 

It 

»l8 

19 

lio 

*lii 

73 

—  3 

+     7 

—  26 

+  17 

—     5 

+  23 

+  16 

+  35 

—  18 

+  30 

+  22 

—  29 

443 

-4-20 

—  45 

—192 

+  93. 

—213 

+181 

—  23 

+  84 

—  34 

—175 

+  56 

+  33 

739 

+12 

+142 

+209 

+  78 

+170 

+  77 

+  15 

+223 

+214 

—  24 

—165 

—120 

887 

—64 

—341 

+  82 

—374 

—272 

+361 

—  70 

—424 

—287 

—124 

+295 

+  97 

P 

»In 

»li» 

»Jl4 

nii 

lis 

»IlT 

73 

+  36 

—  20 

+  33 

—     8 

—  11 

—  27 

, 

443 

+201 

+  86 

—137 

+161 

—218 

+121 

739 

+357 

+339 

—365 

+203 

—177 

+289 

• 

887 

—350 

+  92 

—408 

—294 

+395 

—  89 

P  /(»Jo) 

+73     l+*?i+*?ij 


/(tjj,  Primfactoren  der  Primzahlen  /?.•) 


P  /(»lo) 

+443     l+ijg+tjji 


P         ./(»lo) 
+739     1— 1?,+»?5 


P  /lo) 

-887     l-n,,-ri,. 


*)    Da6  Zeichen  +  vor  den  Primsahlen  p  seigt  an,  da»  Nßyi^)  ^  +p,  das  Zeichen  — , 
dass  Nßy^o)  =  —  p  ist 
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X=«37 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
12  dreigliedrige  Perioden  (fQr  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


>i,  =  «•  H-  a"  +  «^ , 


»^,  = 


^.  = 


*?T      = 


/»*«  _l_  ^'  _l_  /yl* 


re 


a 


30 


a 


•»lo  = 


>J^  = 


^11  = 


«"  -f.  a*  -f.  «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

^1«  -4-  ^"  -f.  2ij"  —  20ty*  —  13tj'  —  19»?'  +  85»?®  +  51»?*  4-  94^  —  2»?'  —  18»?*  —  77»?  +  47  «  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^l  =  ^i  +2»7g  , 


^^^i  ==  *?a  -+■  ^  ■+■  ''lo  '         ^''s  ==  'J,  +  %  +  \^  ,         V,  =  ^  +  »J* 
%  +  '»T  +  ^11 '         V*  =  ''s  +  ''lo  +  ''n  '         Vs  =  3  H-  »?^  -+-  >?j,, , 
>?,  +  *^j  +  %  ,  'Jo^'s  =  ^3  +  ''t  "+■  ^8  »  %%  =  »»i  +  ^  ■+•  »^i  . 

%^10    =    %  +  ^Jt  +  %  »  Mll    =    *»4  +  *?3  +  *?9  • 


»^. » 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

1i 

1« 

13 

14 

*I» 

»l6 

1; 

18 

19 

lio 

»Jii 

47 

0 

—  10 

+  3 

—  12 

+  6 

4-  7 

+  5 

—  22 

^  13 

+  22 

—  9 

+  22 

137 

+  1 

—  16 

+  47 

—  36 

+  11 

—  5 

—  60 

+  36 

—  42 

+  26 

+  63 

—  26 

211 

—  4 

-f-  96 

+  92 

+  57 

+  13 

+  92 

—  40 

—  80 

+  89 

—  70 

—  67 

+  32 

269 

—  1 

+  71 

—103 

—  8 

+  53 

—108 

—  35 

—118 

+  63 

—129 

—  21 

+  66 

359 

-+-  8 

+  77 

—  47 

+  17 

+  97 

+  20 

+173 

+116 

+  19 

+  96 

—152 

—  66 

433 

-f-31 

—139 

—139 

+  50 

—170 

+  95 

+117 

+204 

—107 

+  36 

—  103 

+124 

491 

-f-21 

+  96 

+115 

—108 

—  93 

+242 

—  73 

—114 

+  38 

+252 

+  30 

+104 

787 

-f-31 

+279 

—345 

—152 

+126 

—286 

+841 

—267 

+170 

—316 

+211 

+197 

877 

+  7 

-+-  64 

+  65 

—295 

—319 

+379 

+431 

—177 

—371 

—17« 

—  175 

—309 

P 

/(lo) 

47 

"^0 

137 

1-% 

211 

'»3-*-'»4 

/(»?^,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  /lo)        1    P 

269  1+»?^ 

I    359  %4-t?,+*?s+»?8 

i    483  »?j+i,^+»?j— »?j^+f?j^ 


491 

787 
877 


1— >7,— »J^-f-»?,— >? 
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X  =  37 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
9  viergliedrige  Perioden  (fftr  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


»Je 


«     -r«     -r«     -T-«     »       *7y  =  «     H-rt-h«     -f-a     , 


". 

= 

«  -h «  4- «  -t-   , 

"» 

= 

„"  +  „»'>  +  „»4.„', 

% 

^ 

„»«  +  „"  +  «»  +  „"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

« 

*?'  -h  tj*  —  X6ij^  —  lltj*  -h  66t7*  4-  32»j*  —  73>?*  —  7ij'  +  7tj  -h  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^0  =  -^ -+- >?i -+■  21,^ 


*'o''i  =  %  ■+■  *»!  +  »»3  +  *78  »  ^'Ja  =  »»i  -+■  »'s  +  ^6  +  %  ' 


^o^'j  =  *Ji  +  *»»  +  ^6  ■+"  ^Jj  '         %''4   ==  ^*»4  +  ^Je  +  ''t  '  ''o^'s  =  ^''o  +  »7,  +  ^,  » 

^^O*?«    =    >?,-+-  »7,  +  'J*  "^  ''t  »  Vt    =    ^3  +  *74  +  »'g  +  ''8  >  \%    =    ♦»!  -+-  »'s  +  »Jj  +  ^8  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»lo 

1i 

n% 

13 

»J4 

Is 

»l6 

»iT 

»Ja 

31 

—  l 

—  4 

—  12 

—  2 

—  7 

—  15 

+  12 

+  9 

—  12 

43 

+  2 

—  21 

—  10 

—  16 

• 

—  13 

—  11 

—  13 

4-  13 

—  18 

179 

—10 

—  86 

—  19 

+  24 

—  84 

—  88 

-h  36 

4-  77 

—  30 

191 

—12 

-h  90 

—  44 

—  41 

+  14 

-h  25 

4-  59 

—  64 

—  28 

401 

-1-14 

-h  52 

—  67 

—184 

—  158 

4-  70 

—  20 

4-129 

H-163 

487 

—47 

4-180 

—161 

—200 

4-178 

—  139 

4-  93 

4-153 

—  58 

709 

4-80 

—313 

—320 

—191 

—  94 

4-164 

—133 

—109 

4-206 

857 

-1-19 

—204 

4-424 

-4-154 

-h  92 

148 

4-  26 

—176 

—188 

919 

—75 

-h447 

-{-487 

—403 

—377 

—170 

4-432 

H-108 

—400 

P 

Ay\o) 

31 

+1+% 

43 

+2-% 

179 

— 1+%— »Jj 

— *? 


y(»jj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p  A^io) 

191     4.l4-,7^-,,^4.,,^ 

401     — 1— t?o'"*'i""*'i 
487     -24->?i->j, 


P 

709 
857 
919 


4-2— tjj4-tj^4-tjy 
4-2— >j,— >),4-r.4-*j, 
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X  =  37 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 


^      ^  _.     ^ST  _,     -,S6  _,        16  _,     -,10  _,     -.11 


*? 
>? 


Q  =  «-t-«     -r«     -r«     -r«     -r«     'fv>r''i^^""^"     "^^     "^"     "^"     "*""     ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij®  +  ij*  —  16»?*  —  2Sv}^  +  15»j*  +  38ij  —  1  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  6  -H  2ij^  -I-  ij^  H-2»j^ ,         ij^tjj  =  —  1  —  >,j  +  t,^  ,        ty^tj^ 

« 

'Jo^'a   =  ^1  •*-  ^^t  +  ^  +  ^''s  '  ^"^4  =  ^^0  +  2*»!  +  *»J  +  ^5  » 


=  »?,  H-  2ij,  +2»j,  H-  ijj , 
^'Js  =  —  1  —  »^0  +  ''s 


Congraenzwurzeln  med.  p. 


11 

101 
233 


»lo 
4-  1 

—  4 
+  2 


307  4-34 


397 
619 
677 
751 


+13 
—  5 
+40 
+  8 


—  4 

+  17 
—101 

—  41 
—187 
+173 
+  69 

—  84 


'Ja  1j 

—  1  —  5 

—  37  +  31 
+107  -h  41 


+141  —123 
—  61  —159 


—121  +  31 
—280  +342 
—244  —  68 


14 
+   4 

—  50 

—  69 
+101 
+162 

—  72 
—288 
-335 


1i 
+  4 
+  42 
+  19 

—  113 
+231 

—  7 
+  126 

—  24 


+  11 
+101 
—233 


/(ij J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  •) 

/(lo)  P  /(lo)  '  P 


1-% 


-307     1+1,^+,,^—,,^ 
-397     3->?,-»,^ 
+619     2->7^+>j^ 


+677 
—751 


1 
3 


/(lo) 
•^j+^tjj+ij^ 

'»n 


*)    Da6  Zeichen 
d«  Wo)  =  — P  i«t- 


+  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,   dass  <A^>io)  =  +jd,   das  Zeichen  —  . 
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VI.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 
4  neungliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  von  37); 


n 


fj     =  et   -f-  tt     -f-  cc     -f-cf     -f"  cc     n-  cc     -f-  a     +a     -t"« 
>jj  =  «+a     -h«     -H«     -ha     -+-«     -f-^^^e     -f.«     , 
ff^  =  cc   -f-  cc     •+'  cc     -f-a     -r«     H-a-f-a-f-a     -r«     ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


t?*  -H 1?'  +  ötj'  -f-  7iy  -f-  49  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


,J  =  -2. 

—  *?i  H-  2»j,  , 

%1i  = 

-  2  -h  21,,  - 

%  >      %^t 

=  +7, 

f       %%  =  —  2  H-  2tj,  —  , 

Congruenzwurzeln  med 

[.  p. 

f 

1o 

*ii 

12 

*Ji 

p 

lo 

*Ii 

»Ja 

»Ja 

7 

0 

^^^ 

2     -f     1 

0 

419 

—  12 

4-122     4-174 

+134 

53 

+     4 

4-16     4-15 

4-17 

571 

4-  93 

-1-189     —135 

—148 

71 

—     5 

4-23     4-27 

4-  25 

599 

—143 

4-218     —240 

—261 

83 

—  14 

4-  26     4-  41 

4-  29 

601 

+  21 

—  29     —200 

+207 

107 

4-     2 

—  42     —  50 

—  18 

641 

4-  25 

4-235     —  51 

—210 

127 

—     3 

—  29     4-40 

—     9 

673 

4-  35 

-f-195     —269 

+  38 

157 

—  22 

4-33     —  36 

4-  24 

773 

—124 

—327     H-268 

+182 

181 

—     6 

—  89     4-29 

4-  65 

811 

4-118 

—254     —213 

+348 

197 

—  36 

4-76     -1-60 

-f-  96 

821 

—  30 

—  44     —356 

—392 

229 

—  15 

4-107     —  31 

—  62 

823 

4-  26 

-4-410     —158 

—279 

271 

—  40 

—133     -f-115 

4-  57 

863 

'\-  14 

—364     —431 

—  83 

293 

—     4 

4-46     —  75 

4-  32 

937 

4-  65 

—  74     -f-274 

—266 

349 

—  20 

—156     4-  52 

4-123 

941 

-1§ 

-f-356     4-261 

+341 

367 

—102 

4-108     —126 

H-119 

971 

—172 

-4-440     4-254 

+448 

379 

+  30 

4-167     —164 

—  34 

/w,  p^ 

rimfactoren 

der  Primzahlen  p^). 

P 

A^o) 

P 

/*lo) 

P 

/lo) 

P 

Ä^o) 

7  l-f-t?,+»?, 
53  2+>,,-t,, 
71  4+t,j-.|,, 
83  3-f  t,^-|-2i7j- 

107  2-tj^ 

127  3+fi^ 

157  2-,,^-»;, 

181  3-f-%+2t,^ 

-^s 

197        1)^—  ij,4-*?, 
229  2+3tj^4-2*y, 
271  3t,^-|-2t,j4->J, 
293  44-»?^ 
849  34-2ij^-|-2»jj 
867  4+2,7,-1,, 
379  3— tjj-ij. 

419  %— tj^+tj, 
571  34-2,,^-i,j 
599  14-1,^+21,,- 
601  64-2>,,— t,, 

641  14-2t,^4-t7, 
673  8-4-t,^-t,, 
773  5H-i,^4-2t,j 

-^. 

811  3->,^-2t,, 
821  74-i?,4-2t,, 
823  34-2t?j 
863  1— 2>,, 
937  9-J-2t,j4-3>,3 

941  34-t,o+'7i"-^3 
971  84-3,,^-4-2>jjj 

^    Manche  dieser  Primfactoren /(iiq)  sind  aus  Nonnen  =  7p  berechnet,  z.  B.  iV(6 — >}  0^**11) 
7  .  367  ,  iV(l— 3ij,)  =  7  .  601  u.  s.  w. 
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>w  =  37 


VII.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
3  zwölfgliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  ' 


\ 


>7,   = 


von  37): 

«*  4.  «"  4- a"  +  a" +  «''  +  «"  +  «"  +  «* +  «'4-«'*  +  «'  +  «"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ij*  H-  ij'  —  12ij  -f- 11  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*1 

0  =  8 

—  ^%  +  V^  » 

Vi 

=  —3 

+  ^\  +  \  » 

%*»!    = 

-3-4- 

%  +  »»^i 

1* 

Congnienzwurzeln  med.  p. 

/' 

I0 

ni 

nt 

P 

•lo 

I1           *Jo 

P 

no 

»:i 

»I» 

23 

—   1 

—     9 

+  9 

347 

-4-  43 

—  155     -4-111 

569 

—  19 

—254 

-4-272 

29 

—  3 

—     5 

+  7 

421 

-f-  42 

-4-156     —199 

643 

—  55 

—308 

—281 

97 

—  6 

+  16 

—11 

467 

-+-  62 

-4-224     -4-180 

769 

—  10 

-4-  72 

—  63 

103 

—  14 

—  46 

-44 

541 

+  18 

—189     +170 

859 

—  57 

—309 

-4-365 

193 

—37 

—  64 

—93 

547 

H-110 

—269     -4-158 

911 

—142 

—170 

-f-311 

199 

—  7 

+  27 

—21 

563 

—  24 

—  43     -4-66 

991 

-4-  10 

-4-112 

—  123 

251 

—38 

H-105 

—68 

y(i2  J,  PrimÜEU^ren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^o) 

P 

/(lo) 

P 

Ano) 

23 

+1+% 

347 

-14-3,,, 

569 

-4-4-3,7,+2f|j 

29 

4.3-4-17, 

421 

+4-4-17,-417, 

643 

~3i,jH-i?, 

97 
103 
193 

-H7-2t,,         . 

467 
541 
547 

-3i7,+5ijj 

-5+2t7^-4-3i7, 
+9-2t7j 

769 
859 
911 

— 10— tj 
-8-4-417^-4-317, 
-6-f-2ij,— 2>,, 

199 
251 

-317,-4-17, 
-3-4-ij^-2i7, 

563 

-.5-2>7,H-i,j 

991 

H-io-r, 

55 


X==37 

VIII.    p  zum  Exponenten  18  gehörig. 
2  achtzehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  37): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»j*  +  tj  —  9  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Congraenzwurzeln  mod.  p. 


P       *Io 

»Ji 

P 

no 

ni 

P 

1o 

1i 

P 

1o 

1i 

3   0 

—  1 

263 

16 

—  17 

613 

113 

—114 

761 

158 

—159 

41   11 

—12 

317 

53 

—  54 

617 

275 

—276 

839 

247 

—248 

67  14 

—16 

337 

105 

—106 

659 

147 

—  148 

881 

51 

—  62 

139  35 

—36 

373 

169 

—170 

691 

120 

—  121 

929 

343 

—344 

151  21 

—22 

509 

224 

—225 

733 

321 

—322 

953 

141 

—142 

173  13 

—14 

521 

240 

—241 

743 

330 

—331 

983 

31 

—  32 

y(»jj,  Primfactoren  der  Primzahlen  /?.*) 


p 

/lo) 

—  3 

2-^1 

4-  41 

14-6t,^ 

-f-  67 

17-6>,, 

—139 

1--*% 

-hl51 

19-61?^ 

H-173 

13-  V. 

P  Ana) 

+263  16—     tj^ 

-317  1-  Sn^ 

-1-337  19—  3ijj 

-f-373  29—  9iy^ 

—609  11—  9i)j 

+521  35— 11*?„ 


P         /lo) 

—613  17— ll»y^ 
—617  7—  9ij^ 
—659       5—  9ij^ 

+691  29—  6t7j, 

+733  34—  9ijj 
-743       2+  9t7, 


P  y(io) 

+761  29— .5tj^ 

+839  37— lOtjj 

+881  49— 16i7j 

+929  35—  Sri^ 

+953  34—  7»^^ 

+983  31—     fi^ 


IX.    p  zum  lixponenten  86  gehörig,  in  Beziehmig  auf  37te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

2,  5,  13,  17,  19,  69,  61,  79,  89,  109,  113,  131,  137,  163,  167,  227, 

239,  241,  257,  977,  281,  283,  311,  313,  331,  853,  383,  389,  409,  431,  439,  449, 

457,  461,  463,  479,  499,  503,  523,  557,  577,  587,  607,  631,  647^  653,  661,  683, 

701,  757,  797,  809,  82T,  829,  853,  883,  907,  947,  967,  977,  997. 


*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzftblen  p  zeigt  an,  dass  Nßyi^)  =s  +/?,  das  Zeichen  — 
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41 


I.     ^  =  41»»+  1. 


Congroenzwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

a" 

a» 

a* 

a» 

a« 

a» 

«« 

a» 

«1« 

a»> 

83 

+   10 

4-   17 

4-     4 

4-  40 

—  15 

4-  16 

—     6 

+  23 

—  19 

—  24 

+     9 

739 

4-133 

—  47 

—339 

—     8 

—325 

—363 

—244 

+  64 

—356 

—  52 

—266 

821 

—  37 

—273 

4-249 

—182 

4-166 

—395 

—163 

+284 

+165 

—358 

+110 

P 

a«» 

a>> 

«14 

«14 

o»« 

all 

«18 

«19 

«80 

a>« 

«8« 

83 

+     7 

—  13 

4-  36 

4-  28 

-+-  31 

—  22 

4-  29 

+  41 

—     6 

+  33 

—     2 

739 

-1-227 

—108 

—323 

—  97 

—338 

4-125 

4-367 

+  37 

—252 

—261 

+  20 

821 

4-  35 

4-347 

4-297 

—316 

+198 

4-  63 

4-132 

+  42 

+  88 

+  28 

—215 

P 

«»» 

o»* 

a>» 

«16 

o>T 

«9  8 

«>9 

«80 

a»i 

««> 

a" 

83 

—  20 

—  34 

—     8 

4-     3 

4-  80 

—  32 

4-  12 

+  37 

+  38 

—  36 

—   18 

739 

—296 

—201 

—129 

—160 

4-151 

4-130 

4-293 

—198 

+270 

—301 

—  127 

821 

—255 

4-404 

—170 

—278 

—387 

4-362 

—258 

—306 

—172 

—204 

+159 

P 

a>* 

a>s 

«»6 

a>T 

«8  8 

«8  9 

«4  0 

83 

—  14 

4-  26 

-f-    11 

4-  27 

4-  21 

—  39 

+  25 

739 

4-106 

4-  57 

4-191 

4-277 

—109 

+283 

—  50 

821 

—186 

4-106 

4-183 

—203 

+122 

—409 

+855 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  llter  Potenz  wirklich. 
Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 


N(l  +  «'  +  «")  =  83  .  1231 , 
iV(l  +  «'  —  «")  =  789  .  1723 , 

isr(i-«'-«"- 


N(l  +  «'  +  «") 
N(l  _  a»  4.  «•) 

a")  r=r  789 .  22648237  . 


83 . 3527 , 
821 .  1559 , 
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U.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
20  zweigliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 


% 

=s 

ct-i-a'^. 

*?i 

— 

*y. 

— 

«'  +  «-' . 

>?, 

= 

^ 

=s 

«"  +  «-", 

*?5 

= 

% 

=s 

«'  +  «-' , 

^T 

SS 

^8 

SS 

«"  +  «-", 

*?9 

= 

/»19  -1-  /y-19 

'»lO 

=: 

^9  -l_  ^-9 

^1 

SS 

\i 

: 

«*  +  «-*  , 

^. 

=s 

*»14 

=s 

*»15 

^ 

«'  4-  «"' , 

»»IS 

= 

«"+«-", 

*»1T 

= 

^18 

= 

a'  +  «"*  , 

»»IS 

= 

«^  +  «-^ 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tj'o^,,"— 19,,"— 18»,"4-153»y"-+-136»y"— 680»?"— 560ij"-|-1820»j"-+-1365»?"— 3003ti" 
— 2002»j'h-3003»j'-+-1716ij^— 1716»?*— 792»j*+495ijVl65»7'— 55>j*— 10»y-|-l  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


.s 


*?o  ^^  2  4-»?^,            *?^*?j  =*  *?2  4-  *?i3  >          170*?,  =  *?i  4-  »?i,  »         *?Q*?j  =  *?7  4-  *?g  , 

*^0^8    =    *»J  +  *?10  »              M»    ~    *^14  "*"  ''le  »          ^''lO    ~  ^^8  ■*"  ''18  »            Vll    ~    ''s  "*■  *^T  » 

%*^li    ^    *^i"^^14»            ''o^^ll    ~    ''i'*"''!*'             %''l4    '^  %"*"*'l4'            %^14    ~    ^9'^^li' 

^^'iS    ~    ^'s  "*"  ''11  >           Vir    ~    ^'4  +  *?5  »                %*?18    =  ^10  "*"  \9  »          ''o^'lS    ~    ^'l  ■*"  ^18  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

P              I0                  I1                  1j                   ^l                 I4                    1$  Is                  *Jt                     18                 I9 

163       4-4       —  69       4-72       4-81       4-33       —     7  4-14      4-32       —  34       4-39 

409       —11       4-131       4-151       4-160       —102       —111  4-119       —  19       —105       —169 

491       4-12       —159       4-163       4-177       4-36       4-78  4-142       4-288       —161       —162 

983       —22       4-277       4-285       +327       —467       +854  +482       +  53       —366       —220 

*Jl5  I1«                  *Jl7                I18                *I|9 

+  52  —  80   —  75   —  19   —  22 

—  71  —166   —  55   +203   +  44 

+219  +124   —236   —  28   —  97 

+231  —341   —397   +475   —481 


p 

I10 

In 

*Jl2 

*Iii 

1l4 

163 

—  54 

+  47 

+  31 

+  44 

+  13 

409 

+177 

+  49 

—156 

—  50 

—  20 

491 

—179 

+190 

+  31 

+177 

—104 

983 

—139 

+473 

+334 

—142 

+266 

y(»jj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  •) 


p        Ano) 
+163    1— ti74-»?„ 


p         Ano) 
-409    i-*?,+»ii. 


p         Xlo) 
-491     l-»?,+i?, 


p         Ano) 

+983     l-\-V^^ 


*)   Das  Zeichen  +  vor  den  Frimxahlen  p  leigt  an,    dass  NAno)  '^  '^py   ^^  Zeichen  — , 
<i«M  Wno)  ^  ^P  ^^ 

6 
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m.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
lO'viergliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 


r^  =  «  -+.  a"  4-  a*^  +  «'  , 


.11     •     _S4     ,     „10     ,     „IT 


0 


Wurzeln  der  Gleichung: 


«"4-««  +  «"^.«", 
«"  4.  a"  4-  «"  4-  «' ; 


>?,  =  a"  4-  «*  4-  «*  +  «"  , 
vj^  s=  a     4-a4-a     4-«     , 
%  =  a"  4-  «"  4-  a"  +  «*  , 


>j*®  4-  >?•  —  18»j'  —  13»j^  4-  9l>?*  4-  47»y*  —  143»j*  —  7»y'  4-  72t|*  —  28»?  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%^3 


''o'^e 


=  4  4-  >?g  4-  2*?3 

=  ^  +  'Je  +  *?7 
=  ^0  +  ^3  "*■  ^ 


%*»!  =  *»2  +  *^4  "*"  ^T  "*"  ^9  ' 

%*?4  =  *?,  -t-  *?4  4-  *?y  4-  »?g  , 

^^O*»!  =  ^1  +  *?1  +  *?4  +  ^4  ' 
^0%  =  *Jl  +  *»4  -*-  *»6  -*-  »'s  • 

Congruenzwurzeln  med. 


=s  >y^  4-  2t|^  4-  *?j  , 

=  ^1  +  *?,  4-  »?4  4-  *7y 
=  2%  -+- 1|,  4-  >?9  , 


JP- 


p 

lo 

1i 

1a 

»I» 

14 

15 

16 

»Jt 

18 

19 

73 

—  3 

—  16 

—  14 

—  32 

—  22 

4-  12 

26 

-♦-  19 

—  21 

4-  28 

173 

+  6 

4-  79 

—  16 

—  24 

-♦-  18 

4-  30 

-♦-  71 

-♦-  46 

4-  67 

4-  68 

337 

+  9 

4-  50 

4-  14 

+114 

4-147 

4-  48 

4-  66 

—  35 

—163 

4-  86 

401 

4-  23 

—  59 

—  37 

4-147 

4-  34 

-♦-  84 

—  108 

4-131 

4-116 

4-  69 

419 

—  22 

—136 

—  38 

—  91 

—  64 

—209 

4-  26 

4-137 

—192 

4-169 

647 

+  6 

4-106 

4-197 

4-127 

—168 

—162 

-♦-  71 

4-110 

—  26 

—262 

811 

—  6 

4-301 

4-309 

4-328 

—163 

—  31 

—368 

—  87 

—211 

—  74 

829 

4-163 

—185 

—386 

4-191 

4-379 

4-214 

4-316 

4-319 

4-275 

4-371 

911 

4-  94 

4-178 

4-221 

—196 

4-233 

4-112 

—  99 

4-207 

4-366 

—206 

X^)?  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.*) 

p  A^o)  I  P  Ano) 

4-  73     1— »,^— 1|^— »jy         I         —401     1— ,,^— ,,^4.,,^ 
4-173     >?^4-t?,4-1^  4-419     l-fl^-rij 

4-337     14-i?j->?,-t|,  -647     l-,,^-,,^4-,,^ 


p 

Ano) 

—811 

^~K-% 

—829 

l-4-»?i-h*?,4-r3-4-*?4 

—911 

l-l.-le 

*)    Das  Zeichen  4-  vor  den  Primxahlen  p  idgt  an,   dies  Nßyio)  ob  4»^,  dife  Zeichen  — , 
dass  AX»Jo)  =  —  p  ist.  • 
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IV.    p  zum  Exponentei)  5  gohOrig% 
8  ftln%liedrige  Perioden  (ftür  die  primitiw  WuneJ  6  von  41); 


1! 


?,  —  «•  4-  «*•  4-  «*•  4-  «**  4-  »t*'  ^ 

,  «^  «^*  4-  «*•  4-  «•*  4-  «*•  4-  w** » 
1,^  «.  «•»  4.  «»♦  4-  «•»  4.  rt««  4,  «**  , 

^,  ••  «••  4-  «•  4-  «••  4-  «**  4-  n^  \ 


fl^  =.  «**  4-  «*  4-  «*•  4-  «•*  4- «" . 

ijg  =  «"  4-  «"  4-  «*  4-  «•  4-  «•  . 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»j'*  4-  »l^  4-  3iy*  4-  lltj*  4-  44V  —  Ä3ij'  4-  lÄ3*j'  —  lÖOtj  4-  ÄO  «^  0  j 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%  -  2>,^ 

4- 1,,  4-  2»?, 

> 

^O*»!  -  % 

4-t»,4-2 

»?4  4-  »>|  1 

%^ 

—  -  l^ 

%-^x 

^'o^^s  =  ^a  +  *?5  +  ^6  "^  ^''t  » 

\'^A  "■*•+-  *Jj  4-  »>, 

4-t>j4-»? 

i  •        %*»» 

-  %  4-  •», 

1^%  "^ 

V6  = 

:  —  1  — 

*?,-*>,- 

%» 

Mf  •*  ^'i 

-f  2*»4  4- 1 

%  4-  »t, . 

CongrucnKwurseln  mod. 

P- 

P 

1o 

*ll 

ii 

»li 

»)4 

»)» 

I« 

»)f 

37 

4-     7 

—  17 

4-  12 

4-  17 

4-  13 

-     7 

-  13 

-   13 

59 

0 

4-    3 

4-    9 

4-  22 

4-  14 

—   IM 

4-     l 

4-  27 

139 

—  13 

—  62 

—  66 

—  34 

4-  49 

—  21 

4-  63 

-  6« 

223 

—     6 

4-  97 

-  68 

4*  69 

4-  46 

—  16 

-  81 

-  47 

283 

4-     3 

—  23 

-  16 

4-  36 

—  21 

4-  19 

-U8 

4-  ß" 

379 

4-    9 

—  44 

—  88 

—  86 

—  88 

4-  04 

^  öl 

--176 

461 

—     1 

—  25 

-167 

4-104 

4-187 

4-UI 

-161 

-  00 

467 

4-  38 

—241 

—200 

4-129 

4-222 

4-146 

-147 

4-  62 

631 

4-  41 

4-296 

4-265 

-214 

4-121 

-146 

4-134 

4-143 

797 

—  72 

4-301 

4-206 

—203 

-233 

—380 

-•  03 

=-324 

857 

—116 

—269 

4-298 

4-306 

—264 

-336 

-101 

--287 

877 

4-  28 

-112 

4-427 

—148 

—220 

—224 

-U7 

4-366 

953 

4-  46 

4-  97 

—418 

4-217 

4-249 

-179 

-440 

4-427 

\ 


37  14-i,^4-ij,4-iJ,*) 

59  ij,  (oder  1— tj  J 

139  24-t?,4-ij^4^^ 

283  14-*?,4-^,4-*?^ 


/[t;  J,  PrimfiK^ren  der  PrimzAblen  p* 

i        i?        /[%)  I 

879  2— ij^4-t,^ 

461  l4-tj^ 

467  14^^4-tj^ 

631  ij,— 2ij,— t?,         I 


I 


707  ♦j^4rtj^4rfj^ 

867  fi^^ft^4.fi^4.fj^ 

877  2— 2*»,4^,— U^ 

»63  r'-^^4'r^4-*J^ 


K 


•  ^&!«— >9t)  —  «7'4l ,  M14^*J, 4-^,4^^,4^44-^^)  ^  ^a-#0  -  41 
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41 


V.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
5  achtgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4l): 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  4-  »y*  —  16»?'  +  5»j*  +  21»?  —  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

lyj  =  8  -H  3ijj  +  2>jj  -+-  2»j,  ,         ly^ty^  =  Stj^  -+-  2»»,  4-  »?,  4-  2»j^  ,         ri^rf^  =  —  2  —  »y,  —  »y^  , 

%»>,  =  —  2  —  >jj  —  >jj  ,         fi^fi^  =  2»jj  4- 1?,  4-  2*?j  4-  3»j^ . 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

1i 

1i 

»Ii 

*J4 

P 

»lo 

1i 

*J2 

»Ja 

»J4 

3 

0 

4-     1 

0 

—     1 

—        1 

571 

—  86 

—154 

—181 

4-109 

—260 

79 

4-  8 

4-  38 

4-  29 

4-  21 

—  18 

677 

4-  79 

4-106 

—163 

4-227 

—269 

109 

—  7 

—  34 

—  22 

4-  39 

4-  23 

601 

4-187 

—277 

4-216 

4-261 

4-223 

137 

4-  4 

—  66 

—  21 

—  13 

—  42 

653 

— 27 

—  99 

—262 

4-108 

4-269 

167 

—11 

4-  62 

—  59 

—  46 

4-  63 

659 

—122 

—260 

4-271 

4-308 

—198 

191 

4-30 

4-  93 

-  «8 

—  83 

4-  47 

683 

—  43 

—213 

—227 

4-101 

—302 

331 

—  6 

—102 

—  79 

—  85 

—  60 

823 

—  12 

—367 

—224 

—392 

4-171 

383 

4-26 

—102 

—  95 

—184 

—  29 

929 

4-  44 

4-262 

—425 

4-  67 

4-  61 

547 

4-20 

—  34 

4-  28 

4-219 

—234 

/(%). 

Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 

P 

Ano) 

p            A^o) 

P 

Ano) 

3 

4-1-*?^ 

331     — 64-*?,4-4i?^ 

653 

4-2— ij^— 2»?,- 2»?^ 

79 

-l4-2»7^-2ijj4-*>, 

383     -3-ij^— ij^ 

669 

— 64-2>j^— 2ijj— »7, 

109 

4-1— >?,--i?^ 

647     4-64-»?i4-*?, 

683 

4-2-3*?, 

137 

— 1— '7o4-i7,— 2i,, 

671     — ö-»j^4-3»?,— »j. 

823 

■+■4— %--2»jj— 4»?, 

167 

4-8-6i,^4-i?i-2i,^ 

677     — 64-*?o— ^j— '»i 

929 

— 7-6f?^— 2»j,+6»j^ 

191 

4-6— 2ij^— 3i|,4-i?, 

601     -6-fy^4-2ij34-4i|, 

*)    Die  meisten  dieser  Primfactoren  y(i)o)  sind  ans  Normen  =  3p,   resp.  =s  9/>  berechnet, 
z.  B   iV(5  —  2»io  — 1|,)  =  9 .  677. 
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X  =  41 

VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
4  zehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  6  von  4i): 


»?n     = 


V,   = 


»J,  = 


*?.  = 


«-+-«     -+■<*     -f-a-f-a     -r"<*     -t-a     -t-«     •t-«     "t-ä     > 
a   -t- a     -+- «     -T- <*     -+- a     "4-«     -t- a     -r «     -r «     "4- ft     > 

/y**  -i-  /»"  -i_  /y"  -i_  /y'l  -1_  ^>'  -1_  /**  _L  ^»  _t_  ^*  -1_  ««<>  -1_  «« 

CC      -f-a      "T"^      "T"^      'T"tt      -f-flt-t-ct-t-'f'T-rt      -f-a, 
CC     -f- CC      -r  CC     -h «   -r «     "4-«     "!- <*     -r «     "4- <*     4- ä   , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


I?*  +  >j'  —  15ij'  4-  18»?  —  4  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


10  4-  4>j^  4-  3ij,  +  2ij,  ,  fi^ri^  =  —  2  +  2»j^  , 

Vi  ===  --2-f-2»?j. 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


\V^  =  —  2  -H  tj^  4-  >,j  , 


p 

»Jo 

1i 

1f 

nt 

P 

1o 

li 

»J» 

Is 

23 

—  2 

+  3 

4-  9 

—  11 

373 

4-106 

—181 

—134 

—165 

31 

—  4 

—  13 

—  5 

—  10 

433 

4-  77 

—  88 

4-189 

—179 

107 

—  6 

-h  38 

4-  47 

4-  27 

523 

—  42 

—247 

4-  74 

4-214 

113 

-t-  11 

—  29 

—  33 

4-  50 

599 

—144 

4-210 

4-253 

4-279 

127 

+  11 

+  48 

4-  39 

4-  28 

619 

—  8 

4-157 

—282 

4-124 

269 

+  6 

—  88 

—  63 

+134 

701 

4-  44 

4-225 

4-164 

4-267 

271 

-h  9 

4-  62 

—  33 

—  39 

761 

—  13 

—232 

—162 

—355 

277 

-h  21 

—130 

—  86 

—  73 

769 

4-  13 

4-  61 

4-  65 

—140 

353 

—  14 

4-103 

—  46 

—  44 

947 

4-  16 

—235 

—405 

—316 

359 

-H  55 

—109 

4-114 

—  61 

/(*?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


p 

Ano) 

P 

Ano) 

P 

A^o) 

4-  23 

3->,, 

4-277 

1— *?i— 2>,, 

—599 

24-»?,— »?,— 2*?, 

4-  31 

64-*?, 

—353 

24->?,— >?, 

—619 

1-5*,, 

4-107 

3--*'?o-''i 

4-359 

6+*?o+^, 

4-701 

34-*,,4-2*,, 

—113 

4— »?j4->?. 

4-373 

l+2»,^4-3t,j— 2i,, 

—761 

74-2ij,4-3*?, 

—127 

l-2>,^-2>?,-^, 

4-433 

3-2>,^4-t,, 

—769 

*4-t,j— 1?3 

—269 

14-2*,, 

4-523 

8— 3»j,4-»?, 

—947 

l4-3>,3 

4-271 

6-*?,4-i7, 

*)    Das  Zeichen  4-  Tor  den  Primzahlen  p  zeigt  an ,   dass  N/(jhq)  =  4-  p ,   das  Zeichen 
dass  Nßr\Q)  =  —  p  ist 
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Vn.    p  zum  Exponenten  20  gehörig. 
2  zwand^liedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Warzel  6  von  4i): 


Wurzeln  der  Gleichung: 


n^  +  n—W  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Vi  =  -  »0 


f 

•lo 

1i 

3 

0 

1 

5 

0 

—  1 

43 

13 

—  14 

61 

11 

—  1» 

103 

45 

—  46 

131 

16 

—  17 

197 

44 

—  45 

241 

69 

—  70 

Congmenzwurzeln  mod.  p. 


p 

*»• 

1i 

351 

107 

—108 

307 

55 

—  56 

349 

37 

—  33 

367 

135 

—136 

389 

139 

—140 

431 

163 

—164 

443 

210 

—211 

449 

42 

—  43 

'     P 

*!• 

•Ji 

487 

62 

—  63 

541 

164 

—165 

569 

75 

—  76 

607 

228 

—229 

613 

287 

—238 

617 

168 

—169 

'    677 

176 

—177 

733 

301 

—302 

P 

»:• 

»li 

743 

357 

—358 

787 

125 

—126 

S53 

58 

—  59 

859 

414 

—415 

S81 

265 

—266 

907 

190 

—191 

941 

43 

—  44 

p 

4-     2 

—  5 

—  43 
-h  61 
+103 
-M31 
-f-197 
—241 


13-  4i,j 

11-  «n» 

29-lOir^ 

n-  41,, 

23— lOij, 


/(ijj,  Prim£Eu;toren 

P  Ano) 

—251  29— 12r^, 

-+-307  23—  6if^ 

—349  21— lOij^ 

—367  13—  8tj, 

4-389  57— 20i»^ 

—431  11—  81,^ 

+443  21—  2ijj 

—449  19— IO1J, 


der  Primzahlen  p.*) 
P        Ano) 


\ 


—487  9—  8ij^^ 

—541  17— lOi»^ 

4-569  31—  8ij^ 

—607  3—  8ij^ 

-K613  79— 28i?, 

—617  43— 1817, 

+677  27—  4fj^ 

+733  41— 12iy, 


P        Ano) 

+743  27—  2»;^ 

+787  31—  6iij 

—853  27— 14»yj 

+859  29—  2t,j 
—881       7— lOi»^ 

+907  47— Uijj 

+941  61— 201)^ 


^    Du  Zeichen  +  Tor  den  PrümaUen  p  teigt  an,  dies  N/bn^)  am  +p,  das  Zeichen  —  , 
das»  Nßn^)  =  —  p  ist. 
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X«41 


Vm.    p  zum  Exponenten  40  gehörig,  in  Beziehung  auf  41te  Einheitswurzeln 

selbst  compleze  Primzahlen: 


7,       11,       13,       17,       19,       29,       47,       63,       67,       71, 


179,  181,  193, 

347,  397,  421, 

643,  673,  691, 

967,  971,  977, 


199,  211,  227,  229,  233,  239,  257, 

439,  457,  463,  479,  499,  503,  509, 

709,  719,  727,  751,  757,  773,  809, 

991,  997. 


89,  97,  101,  149,  151,  157, 

263,  281,  293,  311,  313,  317, 

521,  557,  563,  587,  598,  641, 

827,  839,  883,  887,  919,  937, 


I.  /)  =  43f»  -h  1 


A=43 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

a» 

a» 

tt* 

a« 

a« 

af 

a« 

a» 

«10 

a>» 

173 

+  10 

—  73 

—  38 

—  34 

4-  6 

4-  60 

4-  81 

—  56 

—  31 

4-  36 

4-  14 

431 

+  64 

—214 

4-  96 

4-110 

4-144 

4-165 

—215 

4-  32 

—107 

4-  48 

4-  55 

947 

—  7 

+  49 

—343 

—440 

4-239 

4-221 

4-347 

4-412 

-r  43 

4 

4-301 

—213 

P 

ai» 

a>» 

a>* 

tt>» 

ai« 

«»» 

«18 

o»» 

«10 

tt»» 

a33 

173 

—  33 

4-  16 

—  13 

4-  43 

4-  84 

—  25 

—  77 

—  78 

4-  86 

—  16 

4-  23 

431 

4-  72 

—133 

4-108 

4-  16 

4-162 

4-24 

—188 

-f-  36 

4-149 

4-  64 

4-  8 

947 

—403 

—  20 

4-140 

—  33 

4-231 

4-277 

—  45 

4-316 

—311 

4-283 

—  87 

P 

o" 

a>* 

a>* 

«16 

tt»' 

«18 

«19 

«10 

tt«^ 

«11 

«11 

173 

+  57 

+  61 

—  9 

4-  83 

—  35 

—  4 

—  40 

—  64 

—  21 

—  37 

—  24 

431 

+  81 

4-  12 

—  94 

4-  18 

—141 

4-  27 

4-  4 

—176 

4-  6 

—  47 

4-  9 

947 

-338 

4-472 

463 

4-400 

• 

4-  41 

—287 

4-116 

4-142 

—  47 

4-329 

—409 

P 

tt»4 

«»» 

«16 

«11 

«11 

a»» 

«4  0 

a*> 

«41 

173 

—  67 

4-  22 

4-  47 

—  49 

4-  29 

—  56 

—  41 

—  64 

4-  52 

431 

+145 

—202 

4-  2 

4-128 

4-  3 

-f-192 

—211 

—143 

—101 

947 

4-  22 

—154 

4-131 

4-  30  • 

—210 

—424 

4-127 

4-  68 

—406 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  211  ter  Potenz  wirklich. 
Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

iV(l  —  a"  —  «!*)  =  173  .  2287  . 
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II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
21  zweigliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


% 

\ 


a  •+•  a"^  , 


1,^  =  «•  -h  «-»  ,       t,^  =  a'  -h  «-'  ,      Yi^  =  «»«  -I-  «-"  ,     t,^  =  «»  4-  «-*  , 


11 


»?ii  =  «"  -h  a 


.-IS 


IS 


=  a*  +  «-*  , 


14 


=  «^  +  «-' ,  tjjj  =  a"  +  «-" 


^     „so  _,    „-so 


'16 


>?!,  =  «     -r «       » 


'18 


«•  4-  «"* , 


'19 


%o  =  «"  4- « 


-1*. 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"+,,'»-.20»?"— 19ij"+171i7"  4-168»?"— 816»?"— 680ij"-+-2380t|"-+-1820ij"— 4368»?"— 3003»j^° 

4-5005»?'4-3003»?'— 3432»?^— 1716»?*  4-1287»?*4-495ij*—220ij'—55»?*4-llt?4-l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»Jo  =  2  4-  >?. , 

%*?1  —  ''fi  +  \t » 

V»  ~  ''lO  "^  ''is  ' 

Vi  '=*'*"*"  ''iT  ♦ 

%\  =  'Jr  "*"  ''is  ' 

Vs  =  ^Jj  4-  '?,ß  > 

*?0*'6           *?©  "*"  ^1  » 

Vt  *=  *?4  "*"  ^'m  ' 

•Jo^^S   ~  ^^17  "*"  ^19  » 

V9  ^  ^'lO  "♦"*'lS  ' 

^'o^'lO  ™  *'s'*"^9  ' 

Vii  *=  ^'is  "♦•  ^'so  ' 

%*Jl2  =  *?,  4- 1?^  , 

Vll  ~  *^9  "*"  *^il  ' 

Wa  =  *»t  "*"  ^'is  ' 

Vl5  ^  *»!»  "+"  *^16  » 

''o^'u  ==  *^i»  +  ^'m  » 

%»?i7  =  *?,  4-  *?g  , 

Vis  =  *»t  "+■  ''l*  ' 

Vl9  =  ^i  +  *Jl6  » 

Vso 

=  *?5  "*"  ^'ll  • 

p 

257 
601 
773 
859 


—  17 
4-  24 
—105 

4-    4 


Congmenzwurzeln  mod.  p. 

1i  I2  I1  *l4  *I»  Is  1t  Is  I9  'iio 

4-21      —  64      —  18      —124      —  83      4-30  —  76  4-87  4-65  —  46 

—  71      —103      4-200      4-  90      —283      —  27  4-231  —211  —269  4-285 

—129      4-319      4-213      —316      —221      4-201  —367  —277  —240  4-279 

4-  52      —424      —387      —135      4-^06      4-  14  +126  4-243  +301  +184 


P 

267 
601 
773 
859 


In 
—  52 
+164 
+140 
+343 


1l9 

+127 
+126 
+203 
+194 


In 
—  31 
—180 
+186 
+161 


»Il4 

+114 
+  46 
+200 
—224 


1l5 
+111 

+239 
—377 
4-404 


1i« 
+  68 
+  88 
—234 
+353 


IlT 

—126 
+276 
+273 
—  36 


»I18 
—  64 
+248 
+238 
—162 


*Jl9 

—  69 
+  70 
+211 
+149 


ISü 

—113 
+220 
—198 
+352 


y(»?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p  /llo) 

267     +l+t?^+t?jj 


601     +1+,?^+,,^^ 


773    -1+»,^-»,^^ 


p  Ano) 

869     +1+,?^,+,,^^ 
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X==43 

III.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
14  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


Vq  =  rt  -f-  «'*  -f-  a*  , 


=  a"  -h  «'*  4-  «'*  , 


>?i  =  «'  +  «"  4-  «"  , 
>?^  =  a     -r  a     -r «     » 

Ä     » 


<« 


19 


n^^  =  «"  +  «"  +  a"  , 


»ij  =s  «'  -4-  «'•  -4-  «^* 

t,^  =  a"  -4-  a" 

^  „85  _,     „40  _,        ai 

^  „JO     I     >.5     ,     ^8 


11 


>Jjj    ==    «   •  4-  «     4-  « 


*i9  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 

„1*  4.  tj"  4-  2»j"  —  24»?"  —  17»y"  —  27t?'  4-  143»?*  4-  81»?^  4-  83»?*  —  209»?*  4-  163»?*  4-  88»?' 

4-  235»?'  —  168»?  4-  79  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*'o    ~    ^^7  "^  '^ll  '  ^''l    '^    ^t  ■*"  ^5  ■*"  ^^12  ' 

Vi    ==    »'s  +  ''s  +  %  '  V4    =    »Jo  +  ^5  +  *»6  ' 

*?o''6  =  ^r  4-  i?9  4-  »?„  ,        Vr  =  3  4-  *?^  4-  ijji , 
»'o^g  "^  ^j  +  »^i  "*"  »'g  > 


^^'lo  ""  *7i  "*-*?,  +  *?io  » 


Vs  =  ''s  -♦-  »79  +  ^a  ' 


Ml9    =    ^8  +  *» 

10  "*■  ''ll  » 

Vis 

=  yi,-h% 

+  ^1- 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

p 

1( 

» 

»Jl                       »J9 

18 

»34 

»Js 

»ie 

»Jt 

»:* 

79 

0 

4-3         4-29 

4-  26 

4-     9 

4-  29 

—  29 

4-  34 

—  35 

251 

4- 

6 

—  81         4-64 

—  42 

—117 

4-  86 

—  41 

—  67 

—111 

307 

— 

5 

—  78         —  61 

4-133 

—  88 

—  88 

—  81 

—  38 

4-128 

337 

— 

4 

—  36         —  43 

4-122 

—161 

—  36 

4-.  10 

—  26 

—  24 

479 

— 

51 

—  62         —161 

—135 

4-  40 

4-139 

—212 

—201 

—208 

509 

4- 

6 

4-  10         4-102 

—220 

—203 

—189 

—  17 

4-153 

4-  47 

823 

4- 

3 

—267         4-357 

—  54 

—385 

4-228 

4-260 

4-  33 

4-254 

853 

4-102 

—112         4-372 

—373 

—274 

—296 

4-395 

—398 

4-260 

P                    »19 

lio 

In 

lia 

'ilS 

79         4-  24 

—  32 

—  12 

4-  21 

4-  11 

251         —  45 

4-  97 

—  37 

4-117 

—  81 

307         —  96 

—  28 

—  32 

—  75 

4-101 

337         4-100 

—119 

—  75 

—114 

4-  68 

479         4-175 

4-  87 

+149 

—  179 

4-129 

509         4-107 

4-226 

4-100 

4-147 

4-239 

823         —336 

4-  45 

—342 

4-260 

—  57 

853         4-155 

—141 

—234 

—411 

4-111 

f(%)9  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 

P 

Ä^o) 

P              A^o) 

• 

P 

A^o) 

P 

A^o) 

79 

% 

307     l+,,^+»?^4-»?^ 

LO""*?» 

479     »?^ 

4-»?54-»?„ 

823     »? 

,4-*?,4-*?54-»?„4-t?„ 

251 

V^-hr} 

19 

337     n-,?^4.,,^4-,?^ 

LO 

509     »73 

-^4-^6 

853     »? 

e4-*?34-*?„ 

4-i7„ 

*)    Zorn  Theil  darch  Normen  =  79p  berechnet. 
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IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig, 
sechsgliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  3 


a  -H« 


Sf 


«»«4.«"  +  «« 


a 


ai 


a 


!• 


1» 


(f 


IS 


r^  =  a"+«" 


.1« 


"l  = 

"■t  = 

a     +«     +«     +«     -r «     -T- «     t 

%  = 

a     -t- «   +«     -H «     +«     '+' «     9 

«»  + 

Wurzeln  der  Gleichung: 


r'  4-  r*  —  ISr*  —  35f*  -h  3«»J*  +  IM*'  +  7r  —  49  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


-;-«+«% 

-H^r^  +  r,, 

Vi 

=  — 1  — 

%-%  + 

^'         ' 

V,  =  - 

*-%-'t-^'i- 

•^i  *  'i + *^ 

+  *^  +  ^ 

•       V* 

=  2r,+ 

r,  +  r,  +  i 

^\9        1 

V»  =  - 

*-%-*-'i-'s' 

V« 

=.  — 1  - 

r.'hr,-' 

%• 

Congnienzwiurzeln  med.  p. 

p 

•:^> 

ii 

>:» 

"Ji 

«:• 

"Js 

•:* 

7 

0 

4-     1 

4-     1 

4-     9 

—    1 

0 

4-     3 

37 

-h    s 

—  15 

—     8 

4-  16 

—  16 

—     6 

—  11 

179 

—  «1 

+  83 

—  56 

4-  96 

—  59 

—  39 

4-  58 

467 

—   77 

—161 

4-SlO 

—158 

—  98 

4-  81 

4-909 

5« 

—     4 

—173 

— »59 

+951 

-H  65 

4-931 

—119 

SU 

+  61 

—316 

4-251 

4-915 

4-  84 

4-334 

4-181 

963 

—  58 

—«1 

4-345 

4-991 

4-198 

4-938 

4-919 

9«3 

4-  99 

+tos 

—965 

4-141 

4-188 

4-937 

4-374 

XO'  PrimfiuTtoren  der  Primzahlen  p^) 


h 

/-.. 

P 

/».) 

1 

• 

p 

A») 

i 

-^1-*-.. 

467 

+»+',-', 

i 

963 

-*+'.-»',+',-^'. 

ST 

+',+', 

5t3 

-»-*-%+♦', 

• 

■ 

1 

9S3 

-■+'.-',+'-3', 

IT? 

^»+',+% 

Sil 

_8+.,_4,-*,_8-. 

1 

'•Jt 


itikh  dj«  Mciteo 


=  ip 
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Xr=:43 

V.    p  zum  Exponenten  7  gehörig. 
6  siebengliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3 

>j^  =  «  +  «"  +  «*  +  «"  +  «"  4- «"  +  «", 
„^  =  «»  +  «"  +  a"  4-  «»'  4-  «*  4-  «"  +  a", 
,j,  =  a»  4- «"  +  «"4- «"  +  «'*  4- «"  +  «", 
»jj  =  «"  4-  «"  4-  «"  4-  a"  4-  a'  4-  «"  4-  «* , 
r,^  =  «"4-a"4-«"4-«*'4-«*4-«"4-«**, 
»,^  =  «"  +  «"  +  «"  -h  «"  -f-«"  4-«'  4-«"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

t,*  4.  >,*  -f-  4>,*  —  23ij'  4-  671?'  —  50»?  4-  44  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


0  •» 


%'74   = 


2*?j  4-  21:,  4-  3tj,  , 

—  1  4- >?,  —  >?,  4- t?j 

—  1  4-  t?,,  —  *J,  4-  *?, 


Vi  =  -  1  4-  i?o  -  *»j  +  ''4  ' 
Vi  =  7  -♦-  2*Ii  +  'Jj  +  2»j^  4- 1?5  , 
\^i  =  —  1  —  *?,  4-  tj,  4- »?, . 


Congruenzwurzehi  mod.  ;>. 


p 

U 

I1 

*I» 

*:i 

'J4 

^'i 

11 

0 

4-  4 

4-  5 

4-  5 

—  5 

4-  1 

41 

—  5 

4-  11 

4-  18 

—  11 

—  19 

4-  5 

47 

—  1 

—  9 

4-  23 

—  9 

4-  2 

—  7 

59 

—  7 

4-  24 

—  9 

4-  26 

—  16 

—  19 

97 

4-  13 

—  41 

—  15 

4-  29 

—  31 

4-  44 

107 

—  6 

4-  13 

4-  47 

—  28 

4-  8 

—  35 

127 

4-  4 

4-  18 

—  29 

4-  16 

—  62 

4-  57 

193 

—  21 

—  23 

—  51 

—  61 

4-  58 

—  96 

269 

4-  33 

4-  82 

4-  45 

4-  99 

4-  83 

—  74 

293 

4-  3 

4-  16 

—  44 

—  76 

—  30 

4-130 

317 

—  65 

—  80 

—  71 

—  76 

4-118 

—144 

379 

—  8 

4-135 

—  39 

—169 

—103 

4-183 

557 

—  3 

4-100 

—189 

4-248 

—  48 

—109 

563 

—  38 

4-230 

—174 

—119 

4-188 

—  88 

613 

—  26 

—207 

—214 

—107 

—215 

4-155 

643 

4-  49 

—111 

—143 

—102 

4-198 

4-108 

661 

—  62 

—216 

4-103 

—125 

—  77 

—295 

709 

4-  8 

4-350 

—  66 

4-304 

4-261 

—150 

809 

4-  7 

4-253 

—314 

4-  57 

4-204 

—208 

821 

—  28 

—201 

4-330 

—372 

4-359 

—  89 

881 

4-  87 

4-373 

—311 

4-426 

4-194 

4-111 

907 

4-  41 

—133 

4-163 

4-238 

4-187 

4-410 

919 

—159 

—445 

4-331 

4-232 

4-384 

—344 

967 

4-  49 

4-418 

—190 

4-326 

4-453 

—  90 

9* 


68 


p 

y^io) 

11 

*?,4-  >?,-+-2i?, 

41 

%  +  -'^l~    ^^4+    ^5 

47 

Ö4-  t?o—  *?»—  ^-H 

59 

1+  ri4-2i;,—  *?,—  >?j 

97 

2—  '?o— 3»i,4-  »7, 

107 

2-  ro-  \ 

127 

1+  r^-f-  r,4-  rs 

193 

2-  r^+  »?, 

269 

1-6*7^-  r,-3>7^-3tj. 

293 

4—  »,^— 2tjj4-  >7j 

317 

!-♦-  *?o-+"  *Ji"~  ''s 

379 

2— 2>j,—  r^—  *?4 

667 

4-Mr^-3»7,4-3tj^-|-2i;^ 

663 

1—  %— 3»},—  >7j 

613 

•*—  >?,— 4*7^4-  >7j 

643 

4—3»7,-f-2»j,+  >?44-2»7^ 

661 

2—  *?,—  »?4+  *7j 

709 

^—  %+  *?i— 2t?,+  *}, 

809 

*'l+3'?J+2*'4"*-**»5 

821 

1— 2»j^—  »?,— 3*j,-|-  y\^ 

881 

8-  %-&*:,+  ^-2u^ 

907 

1+  r,—  r,—  ^,— 2ij^ 

919 

*'o"+-^''i"*"  *»* 

967 

5— 2r„-ö»jj—  ^5—3*74 

X»43 

/(ly^,),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Zu  Grande  liegende  Normen. 

-^W  ==  11  •  -*  oder  iV(r?,— r,)  =  11 .  43 

-^(%+^)  =  41 .  11 

2V(i+>, J  =  47.4  oder  -A^(*?,— »?,)  =  47 .  43 

-A^(2-f  %+»?j+*?5)  =  59  .  11 


^(2->,^—3r,—tj,)  =  269.11   oder  i^O+ty^ 
iV(3-i7o)  =  293  .  4 

-^(3+2>y^-2»j5)  =  379.11 
iSr(2*7,-r,-»?  J  =  557  .  43 
iV(34-2>7j4-*7^-h*jj)  =  563  .  16 

iV(l-*?,+0  =  613.4 
iSr(2-.2»7^-2»,,-*,j)  =  643  .  4 

A^(4+*7,+2*7^4-ty,)  =  661 .  11 

-^(l+%+2*»i)  =  709  .  4 
-A^(4+»7^4-»7j)  =  809.11 
^0-%+*?3-O  =  821.11 
iV(2+2>y,+»;,4-tyJ  =  881 .  11 
^C^-^+'Ji-^j+rj)  =  907  .  16 
iVr(3-2i,^-+.f,,-i,,-2>,,)  =  919 .  IC 

^b—^i^^-^O  =  967  .  11 


-\) 


269.4 


*)  Wegen  der  Complicadon  mit  den  kleinen  Primzahlen  p,  namentlich  mit  11  und  den  ge- 
raden Potenzen  von  2  liegen  die  Primfactoren  /(vio)  ^hr  versteckt,  so  dass  meistens  die  durch  die 
Congraenzwurzeln  an  die  Hand  gegebenen  einfachsten  complexen  Zahlen  als  zusammengesetzt  sich 
herausstellen;  deshalb  sind  die  der  Berechnung  zu  Grunde  liegenden  Normen  beigefligt  und  es  ist: 

iV(3-H,-hi?5)  =  4  ,  iV(l-2i,^4-2»?j4-2*,,+4*,3)  =  iV(l-«)  »  43  . 
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VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig. 
3  vierzehngliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


^1  = 


a*  4-  «"  4-  «"  +  «'"  +  «"  +  «"  4-  «"  -f-  «***  4-  «*  -f  «'  +  «"  4-  «"  4-«-'  4-  «-* , 


«9  4-  "  4-  «"  4.  ««0  ^  ^.6  ^  ^,6  ^  ^14  ^  ^34  ^  ^15 


«"  4-  rt"  4- «'  4- «"  4-  «"' ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»?'  4-  *j'  —  141?  4-  8  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


'I 


r;  =  11  4-  3»7j  4-  ri^  ,  %Vj  =  -  4  4-  217 


0  • 


%»7,  =  — '*4-2r,. 


Congmenzwurzeln  med.  p 


V 

»Jo 

»Ji 

1a 

P 

»Jo 

»Ji 

»Ja 

2 

0 

0 

1 

641 

+149 

+273 

+218 

113 

4-  17 

4-  35 

—  53 

647 

+105 

—263 

+157 

131 

—  11 

4-  50 

—  40 

653 

+  11 

+  61 

—  73 

137 

4-  13 

—  51 

+  37 

677 

+  22 

+248 

—271 

151 

4-  7 

4-  23 

—  31 

727 

—  71 

+299 

—229 

199 

—  17 

—  68 

+  84 

733 

—  15 

+100 

—  86 

311 

—  27 

—  76 

+102 

739 

+  18 

+166 

—185 

223 

4-  33 

4-110 

+  79 

839 

—  67 

—311 

+377 

383 

4-  97 

+152 

+133 

887 

+  66 

+432 

+388 

389 

—  19 

4-166 

—148 

911 

+  27 

+373 

—401 

409 

—  54 

4-199 

—146 

991 

+144 

—466 

+321 

419 

—  55 

—196 

—169 

997 

+137 

+475 

+384 

457 

—  20 

+185 

—166 

70 


Xa43 

/(*'o)9  PrimfSiu^ren  der  Primzahlen  p.*) 

Za  Grande  liegende  Nonnen 
N(  H->7,-2r,)  =  131 .    2 


p 

An.) 

2 

-+.3-r. 

113 

-H  7-2r, 

131 

-  9-+.2»,^— 2»., 

137 

-ii+4r. 

151 

-13-2t:^-|.  41,, 

199 

^  3-+.2>,^-  2f,, 

211 

-  7-2t,, 

223 

-  3-2»?^ 

383 

-  5+4i?p 

389 

-+.19-81,^4-  6iy, 

409 

4-ll-H2rj 

419 

-4-154-21,^-  Sr, 

457 

4-  7-4r,+  21,, 

641 

-hl5-4*,j-h  2»,, 

647 

H-19-h4ij, 

653 

+23— 8»i,4-  4ijj 

677 

-  3-6>?^-f-  2,, 

727 

+134-21?^-  2ijj 

733 

-ll-Mi,,-  4t,, 

739 

-  l-4„. 

839 

-13-4r^4-  6^, 

887 

— 19-H8*?,—  2i,, 

911 

4-  l-+-4r^—  2*,, 

991 

+  54-2%-  4»j, 

997 

-27-6ij^4-10i,, 

-^(  2+  3*?o— 3ii,)  =  389  .    4 
iV(23—  4if^— 61,,)  :-  419. 11 


iV(l3-  31,,) 


s=  641 .    2 


Ä^(ll—     O  =653.    2 


iSr(l7-l(h,J 


iV(29-.  81,,) 


=  727.11 


839.11 


iV(— 9+4*,^-4i,,)  =  997  .  11 


*)     Ans  ihnlichen  Grfinden  wie  in  V.,   betreffend  die  Complication  mit  2  nnd  11,  sind  bei 
einigen  Primzahlen  p  die  den  Primfactoren  ßjno)  xn  Grande  liegenden  Normen  beigefügt  worden. 
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Vn.    p  zum  Exponenten  21  gehörig. 
2  einundzwanziggliedrige  Perioden  (fQr  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 

1,^  =r  «'  -f.  «"  4-  «"  -4-  «»'  -f. «»»  4-  a^^  4-  rt"  4- «"  4- «"  4-  «"  +  «**  4-  «**  4-  «*  4-  «'  +  « 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ij''4-*?4-ll=0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?i  =  — 11  — »1«. 


p 

1« 

*Ii 

13 

1 

—  2 

17 

2 

—  3 

23 

3 

—  4 

31 

4 

—  5 

53 

6 

—  7 

67 

7 

—  8 

83 

8 

—  9 

101 

9 

—10 

103 

33 

—34 

109 

37 

—38 

139 

48 

—49 

167 

12 

—13 

181 

44 

—45 

P 

^0 

*»i 

197 

50 

—  51 

229 

72 

—  73 

239 

112 

—113 

271 

54 

—  55 

281 

55 

—  56 

283 

16 

—  17 

311 

63 

—  64 

353 

18 

—  19 

359 

145 

—146 

367 

174 

—175 

397 

95 

—  96 

401 

82 

—  83 

♦»0*» 

,  «4-11. 

irzeln  med.  p. 

P 

no 

1i 

439 

152 

—153 

443 

211 

—212 

461 

119 

—120 

487 

79 

—  80 

541 

111 

—112 

547 

77 

—  78 

569 

163 

—164 

599 

255 

—256 

617 

89 

—  90 

619 

297 

—298 

659 

92 

—  93 

683 

294 

—295 

P 

1o 

^1 

701 

169 

—  170 

719 

346 

—347 

769 

289 

—290 

787 

134 

—135 

797 

205 

—206 

827 

399 

—400 

857 

105 

—106 

877 

389 

—390 

883 

98 

—  99 

941 

30 

—  31 

971 

199 

—200 

977 

368 

—369 

f^v^)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/lo) 

P 

Alo) 

P 

/(lo) 

P 

Ano) 

/' 

Alo) 

13 

1-% 

139 

5-31,^ 

353 

18-% 

547 

1-7», 

787 

17_6r„ 

17 

2-ro 

167 

12-% 

359 

7-5% 

569 

8-7»)» 

797 

23-4,. 

23 

3-% 

181 

l-4f,, 

367 

17-2^^ 

599 

6-7.,, 

827 

27—2.,, 

31 

*-% 

197 

3-4% 

397 

13-4,,^ 

617 

6-7»?. 

867 

9-8.,, 

53 

6-% 

229 

10-3»,^ 

401 

9-5„^ 

619 

28-2.,, 

877 

2+9r, 

67 

7-% 

239 

13-2,7^ 

439 

17-3% 

659 

8-7r, 

883 

l+ä»!. 

83 

8-% 

271 

l+ö% 

443 

1 9-2*71 

683 

9-7lo 

941 

30-»!. 

101 

9-^70 

281 

1-5% 

461 

15-4% 

701 

81-4.!, 

971 

24-5r. 

103 

l-3»7^ 

283 

16-% 

487 

7-6t7j 

719 

26-2.,, 

977 

13-8.,. 

109 

2-3t,, 

311 

4-5% 

541 

14-5% 

769 

6-8.,. 

*^ 
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IV.    p  zum  Exponenten  6  gehOi*ig. 
7  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


»»-  =  «-+• 


a  -f. «»»  -f-  rt"  -f-  «"  4- ««  4-  «» , 

9 


«»  +  a"  -f  «"  -f  «"  +  «"  + 


«»«  +  «"  +  «"  +  «"  +  «", 


.16 


„"  4.  rt»«  4. «"  4-  «'  4- «"  -4-  «' , 


a     4"  tt   4"  Ä     4"  tt     4"  Ä     4" 


«     4- « 

19 


SS 


a 


s«. 


6 


Wurzeln  der  Gleichung: 

t|'  4-  *?*  —  18»?*  —  35*)*  4-  38*)*  4-  104*?''  4-  7*?  —  49  «=  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  —  6  4-  2*?^  4-  2*?^  4-  >?.  ,        %»?,  «  —  1  —  *?o  •"  *»i  "*-  *»4  »         »»o*»« 

♦^o^^e  ^^  —  ^  —  ^'s  "*"  ''^  —  %* 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


—  1  —  *1o  —  ^^s  +  »^s  » 

-  1  -  %  +  »?1  —  *?5  » 


p 

»Jo 

ni 

»J» 

»Js 

1« 

I5 

16 

7 

0 

+     1 

+     1 

-t-     2 

—     1 

0 

+     3 

37 

+     2 

—  15 

—     8 

4-  16 

-  16 

—     6 

—  11 

179 

—  21 

4-  83 

-  56 

4-  26 

—  59 

—  32 

4-  58 

467 

—  77 

—161 

4-210 

—158 

—  98 

-t-  81 

4-202 

523 

—     4 

—173 

—259 

4-251 

-t-  65 

4-231 

—112 

811 

+  61 

—316 

4-251 

4-215 

4-  84 

+334 

4-181 

953 

—  58 

—281 

4-345 

4-291 

-M98 

4-238 

+219 

983 

4-  99 

4-208 

—265 

4-141 

4-188 

4-237 

+374 

yj[*?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

p       Au) 

7     +1+1», 
37     +*?,+*?, 
179     4-1 +,,^4.»?^ 

P                     Xlo) 
467     +3+*,^-*?, 
523     -l+*,^+2*,, 
811     — 8+*?^— 4*?j— 3*?,— 8*?^ 

P 

953 
983 

Au) 

-6+*?^-2*?,+*i^-2r, 
-7+*?^— *7,+*7^-3r. 


*)    Blanche  der/Tiio),  namentlich  die  letzten  complidrteren,  sind  ans  Nonnen  »  7p  berechnet. 
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V.    p  zum  Exponenten  7  gehörig. 
6  siebengliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  3  von  43) 

41    .      4    .      a&    .      ifi    .      11    .      äi 


»j^  =  «  -f-  «"  -f-  a*  -f-  «**  -f-  a"  +  «"  -4-  «"  , 
,,^  =  «»  +  «"  4- «"  -f-  «"  4-  «*  4-  «"  -4-  a•^ 
1,^  =  «»  -f.  «"  4-  «»«  -H  c«"  -f-  «"  4-  «"  +  «"  , 
,7^  =:  a"  4-  «*«  4-  a"  4.  «*'  4-  «'  -4-  «*'  -+-  «' , 


^^»8 


.10 


.91 


40 


.Sl 


.94 


vi^  =  «•'  4-  «*"  4-  «"  -H  «'"  4-  «•  4-  «"  4-  « 
V}  ^  ^  et     4"Ä     4*Ä     4"*^     4*^     4"'*-+"'*     9 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  4-  *7*  4-  W  —  23»?*  4-  67r'  —  5O1J  4-  44  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


<  =  2r, 

^  4-  2r,  4-  3»;,  , 

♦fo*»!" 

-l  +  *?o 

—  *»8  "*•  ^ 

''o*?»  =  - 

14-*?,-!?, 

,4-1?,, 

Vl^ 

7  4-  2>,j  4-  »?,  4-  2*j^ 

*?0*?4   =*  - 

^  +  »»o  -  *»] 

.4-*?,. 

Vs  = 

-1-r, 

4- »?,  4- »? 

Congruenzwurzeln  med. 

P- 

P 

»:o 

»Ji 

I9 

rl 

*i4 

*:5 

11 

0 

4-    4 

4-     5 

4-     5 

—     6 

4-    1 

41 

—    5 

4-  11 

4-  18 

—  11 

—  19 

4-     5 

47 

—     1 

—     9 

4-  23 

—     9 

4-     2 

—     7 

59 

—     7 

4-  24 

—     9 

4-  26 

—  16 

—  19 

97 

4-  13 

—  41 

—  15 

4-  29 

—  31 

4-  44 

107 

—     6 

4-  13 

4-  47 

—  28 

4-     8 

—  35 

127 

4-     4 

4-  13 

—  29 

4-  16 

—  62 

4-  57 

193 

—  21 

—  23 

—  51 

—  61 

4-  58 

—  96 

269 

4-  33 

4-  82 

4-  45 

4-  99 

4-  83 

—  74 

293 

4-     3 

4-  16 

—  44 

—  76 

—  30 

4-130 

317 

—  66 

—  80 

—  71 

—  76 

4-118 

—144 

379 

—     8 

+135 

—  39 

—169 

—103 

4-183 

557 

—     3 

4-100 

—189 

4-248 

—  48 

—109 

563 

—  38 

4-230 

—174 

—119 

4-188 

—  88 

613 

—  26 

—207 

—214 

—107 

—215 

4-155 

643 

4-  49 

—111 

—143 

—102 

4-198 

4-108 

661 

—  52 

—216 

4-103 

—125 

—  77 

—295 

709 

4-     8 

4-350 

—  65 

4-304 

4-261 

—150 

809 

4-     7 

4-253 

—314 

4-  57 

4-204 

—208 

821 

—  28 

—201 

4-330 

—372 

4-359 

—  89 

881 

4-  87 

4-373 

—311 

4-426 

4-194 

4-111 

907 

4-  41 

—133 

4-163 

4-238 

4-187 

4-410 

919 

—159 

—445 

4-331 

4-232 

4-384 

—344 

967 

4-  49 

4-418 

—190 

4-326 

4-453 

—  90 

9* 
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p 

Ano) 

11 

»?a+  »Ji+^t?, 

41 

*?o+2rj-  r,+  V, 

47 

^■+"  %—  *?»""  ^"■3'7j 

59 

1+  r,+2r,—  *?3-  *?j 

97 

2—  *?o— 3»?i+  >?, 

107 

2-  ro-  »?, 

127 

1-+-  r^H-  r,+  >?, 

193 

2-  ^0+  ri^ 

2C9 

l-6r^-  t;^-3tj^-3>;. 

293 

4—  ♦?i-2i,,-f-  »?3 

317 

1+  *?o+  ""'l"    *^5 

379 

2— 2t7,—  r,—  »?j 

557 

4+4ro— 3»?,4-3ij^4-2»j^ 

563 

1—  »^o—H""  *»» 

613 

4—  *7i— 4t|^+  *?5 

643 

4— 3*?,4-2>i,-|-  >?^+2»?, 

661 

2-  »?,-  1?,+  »Ij 

709 

5—  »?o"^  *?i— ^'J»-*-  % 

809 

^i-+-3r3+2»?^+4»,j 

821 

1— 2»j^—  >?j— 3»;,+  Yf^ 

881 

8-  %-5r,+  *7,-2ij^ 

907 

1+  >?i—  r,—  r,— 2*?^ 

919 

ro4-3*jj+  ijj 

967 

5— 2r^— 5t;j—  r,— 3»j^ 

X«e43 

y(*?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Zu  Grande  liegende  Normen. 
N(r,^)  =  11 .4  oder  iV(»?,-r,)  =  ll  .43 
^(%+^)  =  41 .  11 

2V(i-f-», J  =  47.4  oder  iV(»?,— »?,)  =  47  .  43 

iV(2+»7o4-t,j4-»7^)  =  59.11 
iV(2+t7^-»->?3)  =  97.11 


iV(2-»jj—2rj—t;,)  =  269.11  oder  ^(i+»7, 

iV(3— r  J  =  293  .  4 

iV(3+2t7^j— 2>7j)  =  379.  11 
iN^(2»7i-*?,-»?J  =  557.43 
iV(3+2»jj4-*j^-f-t7j)  ==  563  .  16 
iV(l-t;,-l-*7  J  =  613  .  4 
iV(2-2»?3-2tj,~,,  J  =  643  . 4 

iV(44-f,^-f-2ij^4-t)j)  =  661  .  11 
iV(l+%+2rJ  =  709  .  4 
iV(44-*y^4-»7s)  =  809.11 

iV(2-f-2ij,4-t;,4-t)J  =  881  .  11 

-^(3--2*,^-|.i?,-.»,-2»j,)  =  919 .  16 
iV(2-tij+»?,-»jJ  =  967  .  11 


-O 


269.4 


*)  Wegen  der  ComplicAtion  mit  den  kleinen  Primzahlen  p,  namentlich  mit  11  und  den  ge- 
raden Potenzen  von  2  liegen  die  Primfactoren  /(i)o)  Mhr  versteckt,  so  dass  meistens  die  durch  die 
Congmenzwarzeln  an  die  Hand  gegebenen  einfachsten  complezen  Zahlen  als  znsammengesetzt  sich 
herausstellen;  deshalb  sind  die  der  Bereohnnng  zu  Grunde  liegenden  Nonnen  beigefügt  und  es  ist: 

iV(3+»j,+t,  J  -  4 ,  iSr(l-2ij^+2»,j+2*7,4-4t,,)  =  N(l^a)  »  43  . 
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VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig. 
3  vierzehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


»j^  =  a-f-a     -T-rt     -T-rt     -t-a-f-«     +rt     -T-«     -f-Ä     -t"«-t-<*     "+-«     -T-«     -T"'*? 

11-=a-t-rt        -T-«        -T-Ä       -T"«        "T"rt        -i-fC        -T-Ä        -f-a-f-«-t-rt        -T-rt        -T--'*        -T"'*        > 
„     y»9  _i_  38  _.     «35  _,     «JO  _,     «36  _,     «36  _,     «14  _,     «34  _,     «15  _,     „18  _,     «13  _i     «1     i_  «17     f     „'9  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»?*  4-  *?*  —  14*?+  8  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


'i 


=  114-  3*7,  4-  tjj  ,  %Vj  =  -  4  4-  2yj 


0' 


>?o'73  =  -44-2r,. 


Congruenzwurzeln  mod.  j:? 


/' 

lo 

»Ji 

13 

P 

»lo 

»ii 

*l-j 

2 

0 

0 

1 

641 

4-149 

4-273 

4-218 

113 

4-  17 

4-  35 

—  53 

647 

4-105 

—263 

4-157 

131 

—  11 

4-  50 

—  40 

653 

4-  11 

4-  61 

—  73 

137 

4-  13 

—  51 

4-  37 

677 

4-  22 

4-248 

271 

151 

4-  7 

4-  23 

—  31 

727 

—  71 

4-299 

-229 

199 

—  17 

—  68 

4-  84 

733 

—  15 

4-100 

—  86 

211 

—  27 

—  76 

4-102 

739 

4-  18 

4-166 

—185 

223 

4-  33 

4-110 

4-  79 

839 

—  67 

—311 

4-377 

383 

4-  97 

4-152 

4-133 

887 

4-  66 

4-432 

4-388 

389 

—  19 

4-166 

—148 

911 

4-  27 

4-373 

—401 

409 

—  54 

4-199 

—146 

991 

4-144 

-466 

4-321 

419 

—  55 

—196 

—169 

997 

4-137 

4-475 

4-384 

457 

—  20 

4-185 

—  166 

70 
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/(*?),  PrimfiEU^ren  der  PrUnzablen  p.^) 


Zu  Grand«  liegende  Normen 


p 

An.) 

2 

+  3—  r, 

113 

+  7-2r, 

131 

—  9+2*7^—2».^ 

137 

-ii-Mr, 

151 

-l3-2r^-f.  41,, 

199 

-H  3+2ij^-  2yi^ 

211 

-  7-2tj, 

223 

-  3-.2ti, 

383 

-  5-»-4>7o 

389 

+19— 8ij^4-  6fjj 

409 

+ll+2r, 

419 

+15+2*7^-  8ij, 

457 

-+-  7-4r^+  2f,j 

641 

-t-15-4*7j+  2t,, 

647 

+19-»-4»,, 

653 

+23-8t,,-h  41,, 

677 

-  3-5r^4-  2»», 

727 

-*-13+2r^—  2»jj 

733 

-lH-4>,j—  4*,, 

739 

-  1-4»?, 

839 

-13-4t,,+  61;, 

887 

— 19+8*ij—  2i,, 

911 

-».  l-+-4ra—  2i,, 

991 

+  5+2.,^—  4»,, 

997 

-27-6f,^-|.10t;, 

N(  l+»?,-2ti,)  =  131  .    2 


iV(  2-t-  3»,^— 3t,,)  =  389  .  4 
^(23—  41,^—6»,,)  «  419  .  11 
iV(l3—  31,,)  =  641  .  2 
iNr(ll—  i,J  =653.  2 
iV(l7— l(hjj     =  727  .  11 


iV(29—  8*,,)     =839.11 


iV(-9+4»,^-4t,,)  »  997  .  11 


*)     Aus  ähnlichen  GrAnden  wie  in  V.,   betreffend  die  Complication  mit  2  und  11,  sind  bei 
einigen  Primzahlen  p  die  den  Primfactoren  A^o)  '°  Grunde  liegenden  Normen  beigefügt  worden. 
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X=>43 


2  einu 


Vn.    p  zum  Exponenten  21  gehörig, 
inundzwanziggliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  3  von  43): 


,,^  =«'  +  «"  +  „"  +  «"  +  «»' 4- «'^4- «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «*'  +  «'* +  «*  +  «'  + 


it> 


4-a*'-4-«"4-a^4-«'^4-«'4-rt''  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»7'4-i94-ll  =0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^i 

;  =  -ll-%. 

%Vj  «4-11. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p 

1o 

*Ii 

P 

»lo         *Ii 

P        »!o 

1i 

P 

1o 

»Ji 

13 

1 

—  2 

197 

50     —  61 

439     152 

—153 

701 

169 

—  170 

17 

2 

—  3 

229 

72     —  73 

443     211 

—212 

719 

346 

—347 

23 

3 

—  4 

239 

112     —113 

461     119 

—120 

769 

289 

—290 

31 

4 

—  5 

271 

64     —  55 

487       79 

—  80 

787 

134 

—135 

53 

6 

—  7 

281 

55     —  56 

541     111 

—112 

797 

205 

—206 

67 

7 

—  8 

283 

16     —  17 

647       77 

—  78 

827 

399 

—400 

83 

8 

—  9 

311 

63     —  64 

669     163 

—164 

857 

105 

—106 

101 

9 

—10 

353 

18     —  19 

599     255 

—256 

877 

389 

—390 

103 

33 

—34 

359 

145     —146 

617       89 

—  90 

883 

98 

—  99 

109 

37 

—38 

367 

174     —175 

619     297 

—298 

941 

30 

—  31 

139 

48 

—49 

397 

95     —  96 

659       92 

—  93 

971 

199 

—200 

167 

12 

—13 

401 

82     —  83 

683     294 

—295 

977 

368 

—369 

181 

44 

—45 

/{%),  Primfactoren  der  PrimzahleD  p. 


p 

A^o) 

P 

A»io) 

P 

A^o) 

P 

A^o) 

P 

/i:»!o) 

13 

1-  % 

139 

5-3>,, 

353 

18-  % 

547 

1-7,7, 

787 

17-6% 

17 

2-ro 

167 

12-  n. 

359 

7-5*7o 

569 

3-7*7^ 

797 

23-4,7^ 

23 

3->?o 

181 

l-4f,, 

367 

17-2,7, 

599 

6-7,7, 

827 

27-2,7, 

31 

^-''o 

197 

3-^ 

397 

13-4,7, 

617 

6-7,7, 

857 

9-8,7, 

53 

6-^0 

229 

10-3,7^ 

401 

9-5,7o 

619 

23-2,7, 

877 

24-9r, 

67 

7-% 

239 

13-2,7^ 

439 

17-3,7o 

659 

8-7,7, 

883 

1+9% 

83 

9-\ 

271 

l+5„. 

443 

19-2,7, 

683 

9-7% 

941 

30-% 

101 

9-% 

281 

1-517, 

461 

15-4,7, 

701 

21-4*7, 

971 

24-5% 

103 

l-3»7j 

283 

16-  ro 

487 

7-6,7, 

719 

25-2,7, 

977 

13-8% 

109 

2-317, 

311 

*-5% 

541 

14-5,7, 

769 

5-8,7o 

*^ 
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X  «  43 

VIU.    p  zum  Exponenten  42  gehörig,  in  Beziehung  auf  43te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

:;,  5,  19,  29,  61,  71,  73,  89,  149,  157,  163,  191,  227,  233,  241,  263. 
277,  313,  331,  347,  349,  373,  421,  433,  449,  463,  491,  499,  503,  521,  571,  577. 
587,     593,     607,     631,     673.     691,     743,     751,     757,     761,     803,     829,     929,     937. 


A  =  47 


1. 

p  a  47m +1. 

Congruenzwurzeln  mod. 

P- 

/' 

a 

a-* 

a* 

a* 

a^ 

a« 

a^ 

a^ 

a9 

a»<' 

283 

—  122 

—115 

—  120 

—  76 

—  67 

—  33 

+  64 

+116 

—  2 

—  39 

659 

-i-185 

—  43 

—  47 

—128 

+  44 

+232 

+  85 

—  91 

+299 

—  41 

941 

+248 

+339 

+323 

+119 

+341 

—122 

—144 

+  46 

+116 

—403 

V 

««» 

a>» 

all 

a>* 

a>» 

ftlS 

a>T 

«IH 

a»9 

«30 

283 

—  53 

—  43 

—131 

+134 

+  66 

—  128 

+  51 

+  4 

+  78 

+106 

659 

+323 

—214 

—  50 

—  24 

+173 

—286 

—190 

—223 

+262 

—296 

941 

—198 

—  172 

—311 

+  34 

—  37 

+231 

—310 

+282 

+302 

—384 

P 

«»» 

a" 

a" 

a«4 

«»* 

a'« 

a»» 

«5«« 

a»9 

«au 

283 

+  86 

—  21 

+  15 

—132 

—  27 

—  102 

—  8 

+127 

+  71 

+  111 

659 

—  63 

+207 

+  73 

+325 

+156 

—  136 

—  118 

—  83 

—198 

+274 

941 

—191 

—318 

+180 

+413 

—145 

—202 

—223 

+215 

—317 

+428 

P 

a*» 

a" 

o" 

a«* 

a»* 

a»6 

a»T 

a»«* 

a»9 

^40 

283 

+  42 

—  30 

—  19 

+  54 

—  79 

+  16 

+  29 

+141 

+  61 

—  84 

659 

—  53 

+  80 

+302 

—145 

+194 

+304 

+225 

+108 

+210 

—  31 

941 

—189 

+178 

—  83 

+118 

+  93 

—461 

—467 

—  73 

—225 

—281 

P 

a*» 

Ä*» 

a«a 

a** 

«4  4 

««e 

283 

+  60 

+  38 

—108 

—125 

—  32 

—  58 

659 

+196 

+  15 

+189 

+  14 

—  46 

+  67 

941 

—  64 

—218 

—427 

+437 

+161 

+406 
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II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
23  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  lO  von  47): 


% 

=  «  +  «-*, 

»?1  =  «    -f-IJ      , 

»?a  =  «*  +  «"*  , 

""'i 

*?J  =  "«  +  «-" , 

\  =  «"  +  «-"  , 

»?,  =  «'^  +  «"'  , 

"8 

^        ;^»l     .     ^-81 

^88  _,     ^-8» 

»Jl» 

-,1»   1.^-1» 

*?„  =  «•  +  «-•  . 

*?,4  ==«*-!-  «"* , 

*?15  —  «'  +  «■', 

*Jl6 

:s  a     -4-  ce       , 

*J„  =  «*  +  «"*  , 

*?„  =«*-!-  «"' , 

>,^^  =  «"+«-", 

*l80  =  " 

+ 

^-18                     ^       

«'  +  «-• ,       >?„  =  «" 

+  «-", 

Wui-zeln  der  Gleichung: 

^"  4.  ,,"  —  22*?"  —  21»j"  +  21(h?"  4-  190ij"  —  1140*)"  —  969*?"  +  38761?"  -4-  3060*»" 
—  8568>7"  —  6188»j"  +  12376*?"  -H  8008*?***  —  11440*?'  —  6436*?'  +  6435*?^  4-  3003*?*  —  2002*?* 

—  716*?*  +  286*?*  4-  66*?*  —  12*?  —  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*Io  =  2  4-  *?y ,  %*?!  =  *?4  4-  *5j,  ,  %*?,  =  *?jj  4-  ijj,  ,  %r}^  ==  »^9  4-  *?„  , 

*Jo*^4  ~  *?!  +  *?9  »  V$  ~  *'l8  "*"  ^'if  »  W  =*  ''s  ■*"  ^^80  »  Vt  =  ''o  "*"  *?18  ' 

*'o*'fl  =  ^^e  "*"  ^Jio  »  V9  =  'Ja  "*"  *?4  »  Vio  =  ''s  "*"  ^'ii '  V"  ~  ^'lo  "*"  ^is  » 

%^18  =*'*■*•  ^^88  '  V18  ="?1  +  ^21  »  Vi«  ==  ^IT  ■+"  ^\t  '  Vll  =  ''8  ■+"  *'81  » 

''o'^lS  —  ''ll  +  *?16»  Vif  =  '^8  "^  ^1«  »  V18  ==  ^^T  ■*• ''li  '  Vl9  —  ''s  "*• ''aO  » 

VSO  —  ^Js  "*"  ''19  '  V81  *=  ''11  "^  *'lS  »  V88  =  ''s  +  ''18  ' 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

P        lo           "Ji           *J8           ^z  I4            "Js  "le  It  Is  "Js  I10          •Sil 

281     —10  4-124  4-110  —108  —  42  4-104  4-107  4-98  —  81  4-  lö  —140  4-  76 

663-7  —156  4-  90  4-266  —  89  4-80  —128  4-  47  4-125  4-216  —184  4-  37 

751     4-16  4-243  4-233  —  62  —253  4-366  —  93  4-254  —282  4-215  4-  87  4-172 


P  ^li  "JlS  "Jm  1l»  lie  IlT  I18  1l9      180     *;81      182 

281  4-136  —  74  4-48  4-96  —  68  —  72  —127  —  52  4-136  4-54  —  59 

563  4-205  4-  65  —46  —141  —  76  4-74  4-241  —202  4-208  —229  4-174 

751  4-276  —365  —72  —  84  —339  4-  67  4-293  4-323  4-296  —  75  4-295 


f(%)j  Prim£ftctoren  der  Primzahlen  p. 


p         A^o) 

281     ^l^ri^^fj^ 


P  A^o) 

563     4-14-*?,e-4-';,, 


P  Ano) 

751     -14-r,,-*;,, 

10 


74 


X»=47 

III.    p  zum  Exponenten  23  gehörig. 
2  dreiundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  47): 

-I-  rt*  -4-  rt"  -t-  «''*  -f-  «»  -f-  rt»  4-  «*»  -4-  rt"  4-  «■ , 


*?o 


»;«=«      +<f      +<t      -T-«      +Ä      -T-Ä      -T-«      -r"rt      -t-a4-«      -T-«      -T"Ä      -T-rt      -T-rt 


4.  «"  4.  «>o  +  „"  4.  er"  4-  «"  +  «"  +  «**  -h  «"  +  «"  : 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j* +  »7  4-12  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»J?  =  —  13  -  t?«  , 


Vi  =  +  12  . 


Congruenzwurzeln  mod.  j9. 


p 

»io 

ii 

P 

«Io 

ni 

P 

»lo 

I1 

P 

»Jo 

I1 

2 

0 

1 

191 

89 

—  90 

439 

72 

—  73 

719 

227 

—228 

3 

0 

—  1 

197 

48 

—  49 

457 

138 

—139 

733 

76 

—  77 

7 

1 

—  2 

239 

65 

—  66 

479 

53 

—  54 

789 

66 

—  67 

17 

7 

■—  8 

241 

107 

—108 

487 

82 

—  83 

761 

95 

—  96 

37 

14 

—15 

251 

31 

-  32 

491 

108 

—109 

769 

274 

—275 

53 

17 

—18 

263 

94 

—  95 

521 

230 

—231 

773 

55 

—  56 

59 

18 

—19 

269 

69 

—  70 

523 

85 

—  86 

811 

106 

—  107 

61 

10 

—  11 

271 

61 

—  62 

541 

80 

—  81 

823 

140 

—141 

71 

16 

—17 

277 

124 

—125 

571 

67 

—  68 

827 

370 

—371 

79 

21 

—22 

307 

118 

—114 

601 

34 

—  85 

853 

303 

—304 

83 

38 

—39 

331 

25 

—  26 

613 

171 

—172 

863 

203 

—204 

89 

32 

—33 

337 

68 

—  64 

617 

182 

—183 

883 

873 

—374 

97 

13 

—14 

847 

45 

—  46 

619 

105 

—106 

907 

147 

—148 

101 

42 

-43 

353 

109 

—110 

643 

263 

—264 

911 

104 

—  105 

103 

28 

—29 

379 

160 

—161 

647 

285 

—286 

929 

197 

—198 

131 

39 

—40 

383 

103 

—104 

653 

62 

—  63 

947 

458 

—459 

149 

64 

—65 

397 

U9 

—120 

661 

308 

—309 

967 

201 

—202 

157 

90 

—31. 

401 

183 

—184 

683 

239 

—240 

977 

364 

—365 

173 

52 

—53 

4ai 

134 

—135 

1 

709 

37 

—  38 

991 

288 

—289 

|>«=2, 


Congruenzwurzeln  mod.  p^. 


%  =  4; 


P==3, 


%  =  ^«  • 
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/(tig),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Folgende  Primzahlen  p  haben  wirkliche  Primfactoren  y(«?  J : 


p 

Ano) 

P 

Ano) 

P 

Au) 

1»        Ano) 

P        Ana) 

83 

5-8»», 

269 

^-^^ 

523 

7-6t,^ 

823     17— 6t;^ 

947     29—2»? 

191 

11-2,,, 

439 

l-6tjj 

619 

ll-ör. 

907     19— 6rj 

977     11— 8tj 

197 

l-4>?, 

487 

5-617^ 

761 

H-8*?o 

Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren  /(ri^) ,  deren   5te  Potenzen 

wirkUcfa  sind,  in  zwei  Gruppen: 


1)  Primzahlen  p  mit  der  quadratischen  Form  Sy^-h^yz-hi^z^,  wofür  iV4)(*jJ  =  3p.  •) 

104tj^ 

1321,^ 

3398»?^^ 


P 
3 
17 
37 
71 
79 
101 
103 
149 
239 
241 
251 
271 
277 
307 
347 
383 
397 
401 
457 
571 
617 
653 
661 
733 
769 
773 
811 
853 
863 
929 


1-  2fi^ 

7-  2yi^ 

3-  41,^ 

15-  2fi^ 

^-^\ 

19—  2»j^ 

21-  4>?, 


25—  2r 


•1 


34-  S\ 

28—  4t?j 
27-  2t,^ 

9-  8>jj 
13-  8„„ 

29-  4,,^ 
1+lOt,^ 

33—  2ij^ 

9-10^^ 

27—  8>jj 

21—10»?^ 

23— 10»?| 

43-  2r}^ 

27— 10>j^ 

5+14i?j 

34-14f7^ 

37-  8,,^ 

9-14*;^ 

47-  4>jj 

15-14,7^ 


13— 

1085— 
8249— 
39149— 
10103—     153301?, 
71659—     18388ij^ 
7777—     30678,?, 
62479—     73564rj 
882853—         430r^ 
508669—  194760r, 
129031—  280390r^ 
404299—  312498no 
7696H-  371196,?^ 
1577669—     89682,?^ 
127681-H  651782>?j 
257407+  836174^7^ 
2468795—  466764,?^ 
78929+  932ö60*?j 
4390759—  113736*?^ 
3712171— 1828710»?j 
1968955— 2589136i7^j 
6159085—2350852*7^ 
10160359— 1022988*Jj 
196763-4190652»?^ 
8216983— 3768720»?^ 
1764167-H4842724*?j 
13265597— 3304362»?j 
18173255— 2511372»?j 
10930523— 5034722,?^ 
25635137—  941984,?^ 


*)     d.  h.   es   gibt   für    diese  Gruppe  stets  complexe  Zahlen  (^(i}^) ,    deren  Norm 
übrigens  ancb  «  ^,  x.  B.  iSr(l+i],}  »4.8. 

10* 


3/}   ist 
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X  =  47 


2)  Primzahlen  p  mit  der  quadratischen  Form  7y^-f-6yz+82',  wofllr  N4>{yif)  *»  2j>.*) 


p 

^Klo) 

/*ho) 

2 

4— 

\ 

7 

1— 

% 

125— 

H 

53 

14- 

3^ 

5377— 

5476*,^ 

59 

2— 

^\ 

17521— 

Ö146u^ 

61 

10— 

% 

14059— 

6780i,„ 

89 

7— 

3% 

14563— 

20560f)j 

97 

13— 

*^o 

16639— 

2563297^ 

131 

11— 

3r, 

90689— 

46658t7, 

157 

2— 

5^, 

272579— 

32076t|^ 

173 

14— 

3r, 

212075— 

87308»»^ 

263 

19— 

»% 

1076326— 

67027f)j 

331 

25— 

\ 

214863— 

663178f}^ 

337 

17— 

5r, 

645371— 

546024«7j 

353 

23— 

3*^1 

1885717— 

32960897^ 

379 

10— 

7"! 

206263+ 

8136901}^ 

431 

26— 

3r, 

1105847— 

1021442«}^ 

479 

«+  9f}' 

4007821— 

722206*?^ 

p 

491 

521 

541 

601 

613 

643  . 

647 

683 

709 

719 

739 

827 

883 

911 

967 

991 


1-  9*?i 

5-  9i,j 

34-  % 

«9-  5*,, 

14-  9*,^ 

34-  31,, 

37-  % 

35—  3f,j 

«8-  9f,, 

31-  7t,^ 

25-  91,, 

38-  5*,, 
34-  7*,„ 


465389—  1516970r, 
4023097—  1202872r, 
5958565—  1985292^^ 
8547247—  400872r, 
9278303—   47724r. 


10482647— 


27l8r 


703339—  3037882r, 

7623067—  2447158r^ 

4244777—  3491844r^ 

4252567—  3635554r, 

14683673—  267906r^ 

15728519—  28]6006r, 

18017197—  3520626r 


'0 


3087797—  7305778t?j 

2209145—  8278326r^ 

14412539—  7317858r. 


VI.    p  zum  Exponenten  46  gehörig,  in  Beziehung  auf  47  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

5,       11,       13,       19,      23,       31,  41,       43,       67,       73,     107,  109,  113,  127,  137,  139, 

151,     163,     167,     179,     181,     193,  199,     211,     223,     227,     229,  233,  257,  293,  311,  313, 

317,     349,     359,     367,     373,     889,  409,     419,     421,     433,     443,  449,  461,  463,  467,  499, 

503,     509,     547,     557,     569,     577,  587,     593,     599,     607,     631,  641,  673,  677,  691,  701, 

727,     743,     757,     787,     797,     809,  821,     829,     889,     857,     869,  877,  887,  919,  987,  053, 
971,     983,     997. 


*)    d.  b.  es  gibt  fSr  diese  Grnppe  stets  eine  compleze  Zabl  ^>)o)>  deren  Norm  as  2p  ist. 
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X=  53 


I.      j?  a  63171+  1- 


p  a  a^ 

107       +10       —     7 
743       —117       +315 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


+  37       +49       —  45       —  22       —     6 
+295       —337       +50       +94       +147 


1  0 


+  47       +42       —     8 
—110       +239       +271 


,1 1 


107       +  27 
743       +242 


IS 


IS 


14 


1  & 


16 


IT 


51       4.  25       +36       +39       —  38       +  48 
80       —299       +  62       +176       +212       —285 


I  8 


19 


,'iO 


-f.  52       —  15       —  43 
—  90       +128       —116 


>si 


107       —     2 
743       +198 


.99 


rSS 


p3« 


*9S 


,9G 


»97 


»98 


+  44       +12       + 


•20       +14       +33       +9       —  17       +44       +  la 
133       —  42       —287       +144       +241       +  37       +129 


»9  9 


,30 


13       +  23 
—233       —230 


p3l 


'  a 


3» 


>3S 


Ji 


i*i 


,*6 


i87 


18 


,39 


,40 


107       +16       +53       —     5       —  50       +35       +29       —  31       +11       +3       +30 
743       +162       +364       —237       +238       +388       —  73       +368       +  38       +12       +82 


p 

a*» 

a*» 

a*' 

107 

—  21 

+     4 

+  40 

743 

+  65 

—175 

—329 

«44  a**  a*«  a«» 

—  28       +41       —  18       +34 
—143       —358       +278       +166 


a*^  a*^  a^^ 

+  19       —  24       —  26 
—104       +280       —  68 


p  a*' 

107       —  46 
743       —217 


iSX 


—  32 
+127 


78 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
26  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 

y„=««-+-«"\         *;,=«' -h  «"*  ,       >;,  =  «*  4-«"*,        r,  =  «'+«"'»      f?^  =5  «"-!-«-", 
y.=r  rt-** -!-«■-*,     tj^  =  «**  4- «-"  ,     ij^  =  «"4.rt-",      >j^  =  fc* -f- «-»  ,     ti^  e=  «" -I- «-"  , 

rj^,  =  «      4-  «  »  »?jj  =  «      4-  «         ,  »j^j  r=  a      4-  a  ,  y;^^  sss  »      4.  ^         , 

r,,  =  «'  -+-  «-' ,  *?jj  =  «"  +  rt-^*  ,         r,g  =  «"  4-  «-"  ,         >?i,  =  «'  +  «"*  . 

r^^  =  «*•  4-  «-«  ,  r„  =  «"  4-  «-" ,         »?„  ==  «"  +  «-'*  ,         ty^,  =  «*  4-  «"*  , 

r^j  =  «    +  «      >       r,,  =  «    4-  rt      ,       r24  =  «    4- «      »       »;,j  =  «    4- «      ; 
Wui-zeln  der  Gleichung: 

y»64-»j»*—25ij**—24»j"4-276r"4-2ö3f)"— 1771»;*®— 1540ti"4-7316t7"4-6985t)"— 20349*)" 
—15504r"4-38760»;"4-27132»?"— 50388*7"— 31824»y"4-43758ij"4-24310t7'—24310t7'— 11440»)' 

4-8008»)*4-3003*j*— 1365»?*— 864»?' 4-91ij'+13»?—l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

r«  =  2  4-  rj »      r^*?!  ="  %  4-  »?j| »     %*?,  =  v^  ■+•  *?„  >      ^'j,  =  >?g  4-  »jj^ ,      r^^y^  =*  »ij©  4-  •)„ » 

^'»s  =  ^'a  ■+"  ^ii  » 
Via  —  'J«  ■*"  •'is  ' 
V16  ~  ^'ao  ■*"  *?»$ ' 

Congruenzwurzeln  med.  p, 

P  »Jo  *Ji     "Jj  1a   ^i          ^%  'ifi  'Jt     'Ja     I9  *lio   "Jn    'Jn 

211  —4  4-14  —  17  4-76  4-77  4-19  —  63  —  42  4-74  —  12  —  69  —  94  —  28 

317  4.5  4-23  —107  4-  35  —45  4-121  4-57  4-77  —  96  4-21  4-122  —  17  —  30 

953  —3  4-7  4-47  4-301  4-64  4-282  4-423  —237  —  60  —214  4-  50  —361  —242 

/'  lia  'Jm  'In    lii  'liT  *!ia   *'i9  "Jao  'Jai  "iai    *38a   la«    las 

211  —  62  4-  44  4-  35  —  43  —  52  —  41  —  9  4-79  —  91  4-  50  —  34  4-  99  4-93 

317  —  53  —  46  —105  —  72  4-110  4-  52  —151  —25  —  11  4-119  —106  4-139  —  18 

953  4-429  4-110  —291  —138  —  18  4-322  —195  —97  —123  —121  4-344  4-162  —442 


%*^5  =  '^T  ■+"  *^aa  » 

Vs  "=  *?i9  ■*"  *^as  » 

Vt  ~  *^i  "*"  •'la  ' 

V9  "^  '^lo  ■*"  ^11 » 

Vio  '^  ''4  "^  ''g  » 

Vii  "=  *?9  +  ^'aa  » 

Vu  =*=  *'t  ■*■  ''ao  » 

Vi4  ==  ''a  "*"  ^'iH  ' 

%^ij  =  *Jia  "*"  ''a4  » 

Vit  ^  *5i  4-  »?,  , 

Vis  ~  ''14  ■*"  '^ai » 

Vi9  =*  ^€  ■*"  *'a4  ' 

Vai  ="  *?!  4-  *?i^  , 

%*Iaf  ~  ^'i  ■*■  ''a  » 

Vaa  ■"  •'s  ■*•  *'ii » 

/C*))))'  Prünfactoren  der  Primzahlen  />.  *) 


Au) 


+211    r,-»!„-r„ 


/'  /(lo)  i  P  /(lo) 

+317     !+.!„+..„  '         +953     ro-'Jj+r,, 


*)    FOr  «ämmtliche  PriBzahlen  p  iat  Kf(y\^)  ^=  -\-p. 
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>.  =  53 

ni.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
13  viergliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 


,,  =  «»  +  «"  +  «"  +  «». 


'6 


»?-=«     +«     -r«     -r«     » 


tjj  =  rt'  +  «^  +  «"  4-  «*^  , 

17     I        S3     I        36     ,         80 


'10 


,5^  =  «*  4- «" -i- «" -4- «'*\ 

1?^  =  «**-+-«"  +  «'  +  «\ 

^34  _,     ^13  _,        19  _,     ^40 


,,^,=«»  4- «''-+- «'«  +  «"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


,,"  4-  I,"  —  24»j"  —  19r"  4-  190f)'  4-  llGij*  —  601»j'  —  246tj*  4-  738f)*  4-  215t»*  —  291*»^  —  6dr=* 

4-  10»j  4- 1  «  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


4  4-*?,  4-2»?,  , 

17,  4-  tj,  4-  *?8  4-  »J„  , 

^%  4-  %  4-  *7„  , 

'»6  +  *'9  +  ^0  +  ^ll» 


%*'l  =  *'0  +  *?S  +  *?4"^*'5' 
V4  =  ^1  +  »Ja  +  ^0  +  *?!»  ' 
^Jo*?!  =  ^^0  +  *?3  -^  *?4  ' 

'»o^'io  =  %  +  ♦?»  +  %  +  r^i , 
%^u  =  *?»  ■*■  ^'s  ^"  ''4  "*"  ^'is  • 

Congruenzwurzeln  mod.  jk 


%v. 

SS 

»il 

+  >!. 

+  '?!, 

,    +    »?„   7 

%% 

^ 

•»I 

+  1t 

+% 

+  ^0' 

%\ 

SS 

''s 

+  ", 

+"5 

+  1,  > 

Wi 

^ 

'j 

+  \ 

+", 

+  ^0' 

/*       lo 


ll 


»Jf 


I1  "J*  I5  'le 

234.14.     74-     84-     2—10—     9—     1 
83  4-10    4-41    —  37    4-  16    —  21    —  10    —  33 

401 

613  4-35    —153    4-202    —224    4-  59    4-292    4-159 

659  4-48    4-186    —  71    4-227    —243    4-329    —298 

719 

977 


•Jio        'In 


1t  Is  'J9 

.54-74-64-5—5 
.  14    4-  27    —  31    4-  12    4-  16 


—     7 
4-  23 


-  74    4-261    4-283    4-230    4-60    —  53 
-261    —132    —231    4-183    —297    —100 


p       Am) 

23     4-l-i7o 


/(»?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


p        X10) 
83   -%-yi. 


p  A^o) 

613    —  1— ,,j— ,,^4-1,^^ 


P 
659 


4-1— 


/(lo) 


*)    Ffir  grössere  Primzahlen  ist: 
JV(2  4-  *|)  «  1061 ,    JV(3  —  *i)  =  62259 ,     N(Z  4-  »i)  -=  68371 ,    A\l  —  2»])  ==  152533 , 
N(l  4-  3i;)  =r  719633 ;  ferner  i\r(4  —  11)  «  68 .  200869  n.  s.  w. 
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53 


IV.    p  zum  Exponenten  13  gehörig. 
4  dreizehngliedrige  Perioden  (fittr  die  primitive  Wurzel  2  von  53): 


.16     ,     _44     ,     _l»     ,     _»«     ,     _34     ,     _1I     ,     _49     ,     _4a     ,     ..36     ,        46     ,     _4T     ,     _10 


O 


*^I 


r,.   = 


et     , 


«+«*'-+-  «"  4-  «"  4-  «'"  4-  «"  -h  «     4-  «"  4-  «"  4-  «  "  -H  «"  -H  «•  •  4- « 
«-f-rt      T-Ä     4"^*      -T-Ä-1-Ä     4"W      4"^     4"^     4"^     4"'*     4"W 

«*  +  a"  4- «"4- «"4- «"4- «"4- «"4- «"4- «"4- «"4-«*' 4-«*  4-«"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


4-  »?'  4-  7tj'  —  43ij  4-  47  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^0 


—  2 


4-  »J,  4-  4ij,  , 


^'Jj  =  —  4  — 2»jj  —  tjj  . 

Congruenzwurzeln  mod«  p. 


%»?,  =  9-2*^^  — 2r,,, 


p 

»lo 

1 

h 

*:» 

»Ij 

13 

4-  1 

—     2 

—     2 

4-     2 

47 

0 

—  16 

—  19 

—  13 

89 

4-  3 

—  27 

—  35 

—  31 

97 

—  1 

—  41 

-f-  11 

4-  30 

227 

4-85 

—  87 

—101 

4-102 

281 

4-21 

4-  70 

4-  23 

—115 

293 

—  3 

4-  71 

—  15 

—  54 

307 

4-  4 

—  85 

—  51 

4-131 

311 

4-57 

—  68 

4-130 

—120 

331 

—23 

—  89 

4-155 

—  44 

367 

—49 

—  71 

4-  68 

4-  51 

439 

—60 

—219 

4-187 

4-  91 

487 

—72 

—204 

4-130 

4-145 

521 

—99 

—211 

4-159 

4-150 

523 

—  4 

4-  52 

4-253 

4-221 

577 

4-54 

—166 

4-194 

—  83 

rimfactoi 

P 

Ar,o) 

P            Ar\c) 

13 

^-% 

311      3— tjj 

-2»?, 

47 

% 

331     24-»?o 

-2u, 

89 

3-% 

367     2-»?^ 

-  »»i 

97 

1+% 

439     1— 2v 

'i 

227 

l-»J,-i?, 

487     1— 2i! 

'o-^i 

281 

2+%-^i 

521           1,, 

4-2*j, 

293 

34-tJo 

523    44-»?o 

307 

*-% 

677           ri^ 

-2,, 

p 

593 
599 
607 
619 
683 
733 
757 
811 
823 
839 
863 
911 
929 
937 
947 
967 


4-  13 

—  13 
4-  89 

—  60 
4-118 
4-  21 
4-  5 
4-  70 

—  23 
4-  17 
—251 
4-126 

—  46 

—  5 

—  70 
4-105 


4-136 
—143 
—134 
4-  89 
—159 
—348 
4-352 
—182 
4-  32 
—  57 
4-338 
—427 
—322 
—260 
—437 
—452 


1i 
4-157 

—221 
—262 
—205 
4-277 
—352 
4-108 
—351 
—  81 
4-  87 
4-348 
—251 
—319 
4-306 
4-151 
—273 


4-286 
—223 
—301 
4-175 
—237 

—  55 
4-291 
—349 
4-  71 

—  48 
4-427 
—360 
—243 

—  42 
4-356 
—348 


P  /(lo) 

593  2ijj4-4r,4-»?, 

599  2— tj,4-»?, 

607  5— 2tj, 

619  3— 2r,4-»?, 

683  14.2ij^4-»?, 

733  4-ij,4-»?, 

757  5-ij, 

811  24-*?,—»», 


P  yilo) 

823  2— 3tj^— »j, 

839  3-3»j^— *;, 

863  1+,;^— ti^— 2tj, 

911  1-2*,^-!,, 

929  34-tjj— *?, 

937  54-r.jj 

947  3-t,^-2t,j 

967  1-1,^-,; j-H  n^ 
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V.    p  zum  Exponenten  26  gehörig. 
2  sechsundzwanziggliedrige  Perioden  (fQr  die  primitive  Wurzel  2  von  53) 

«  +  ««4.  „»  +  „"+«"  +  „"  +  „"  +  „'  +  „'•  +  „•  +  „"  +  „"  +  „" +  „»  +  <»" 

+  „"+  „"  +  «» +  » 
„»  +  „»  +  „"  4.  „"  +  „»  +  „"  +  „"  4. «"  +  «'  +  «"  +  rt"  +  «»  +  «"  4. «" 

4.  a"  4.  „«>  4.  „"  4.  „>•  4-  „"  4.  „"  4.  „»»  4.  „»0  ^  „41  4.  „»  4.  „>«  +  „"  . 


»?.  =» 


„»  4.  „"  4.  „»  4.  a"  4.  „"  4.  „»»  4.  „" 


•ii 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*)'  4-  »I  —  13  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


,J  =  13  -  r„  .  .      Vi  =  -  13  • 

Congruenzwurzeln  mod.  ;>. 


/'   »Jo 

»:i 

V        »Jo 

li 

P        »Jo    »Ji 

P        I0 

*Ii 

7   2 

—  3 

197   14 

—  15 

449   21  —  22 

727   89 

—  90 

11   1 

—  2 

199   37 

—  38 

461   77  —  78 

751  240 

—241 

17   5 

—  6 

'  223   80 

—  81 

467  131  —132 

857   29 

—  30 

29   6 

—  7 

229   62 

—  63 

541  159  —160 

859  350 

—351 

37  16 

—17 

241   94 

—  96 

547   96  —  97 

877  227 

—228 

43   7 

—  8 

269  112 

—113 

587   24  —  25 

907  206 

—207 

59   8 

—  9 

271  126 

—127 

643   91  —  92 

941  419 

—420 

113  38 

—39 

347  163 

—164 

647  277  —278 

971  469 

—470 

131  30 

—31 

409  177 

—178 

053  292  —293 

983  219 

—220 

149  32 

—33 

431  204 

—205 

661  138  —139 

991  430 

—431 

163  42 

—43 

433  136 

—137 

673  247  —248 

997  216 

—217 

/(*?^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p*). 

P 

/(10) 

V 

/(I0)           P          /(»Jo) 

P         Ay\o) 

—  7 

2-% 

4-197 

14-  *,,    i    +449  21-  ,1, 

—727   7- 

-8*1, 

—  11 

1-% 

—199 

9-5tj^    1    -461   1-61,^ 

+751  28- 

-3*5, 

+  17 

5-% 

+223 

17-3*,, 

—467  10— 7tj^ 

+857  29- 

+  29 

6-*»o 

+229 

19-4*,, 

+541  31-7*,, 

+859  32- 

'0 

—  37 

3-2*j^ 

—241 

7-5tj, 

+547  29— 6tj, 

+877  31- 

+  43 

7-^ 

+269 

22-5tj, 

+587  24—  >,, 

+907  40- 

-»i. 

4-  59 

8-  % 

+271 

17-2tjj 

—643   l+7tj^ 

—941   7- 

-9^ 

—113 

1-3»,, 

+347 

19-2*,^ 

—647   2+7*,, 

+971  31- 

-2". 

—131 

7-4r?j 

—409 

12-7t,, 

—653  16—9*,, 

—983   5- 

-^''o 

+149 

17-4r, 

+431 

21-2*7^ 

+661  29—5*1, 

+991  37- 

—163 

5-4^0 

+433 

22— 3»?j 

+673  35— 8*?j 

+997  41- 

-9^, 

^    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  daaa  AX^io)  =^  +/>>  daa  Zeichen  —  , 
dass  Aj^ijo)  =  — p  ist. 

11 
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VI.    p  zum  Exponenten  52  gehörig,  in  Beziehung  auf  53te  Einheitswurzcin  selbst 

complexe  Primzahlen: 

79,  101,  103,  109,  127,  137, 

239,  251,  257,  263,  277,  283, 

421,  443,  457,  463,  479,  487, 

C31,  G41,  647,  691,  701,  709, 

853,  881,  883,  887,  919. 


•> 

••1 

3, 

5, 

19, 

31, 

41, 

61, 

67, 

71, 

73, 

139, 

151, 

157, 

167, 

173, 

179, 

181, 

191, 

193, 

233, 

313, 

337, 

353, 

359, 

373, 

379, 

383, 

389, 

397, 

419, 

491, 

499, 

503, 

509, 

557, 

563, 

569, 

571, 

601, 

617, 

739, 

761, 

769, 

773, 

787, 

797, 

809, 

821, 

827, 

829, 

709 
827 


I.  p  =  59m  -4-  1 


A 


59 


a 

—324 
—387 


+  44 

82 


Congnienzwurzeln  med.  p. 


a*  u*  o*  a*  a'  o' 

—  76       —191       +201       4-104       +336       +322 
—308       +108       +381       —241       —184       +  86 


—105   —  12 
—202   —391 


1 1 


.13 


13 


.14 


1  S 


.IC 


IT 


.18 


.19 


><0 


p  a*  •     a**     o"»     a*'     a'*     a"     a*  •      a*"     a"     a' 

709   +343   +181   +203   +165   —285   +170   +222   —319   —158   +144 
827   —  24   +191   —314   —  51   —111   —  47   —  5   +281   +417   —114 


p 

a'» 

709 

+138 

827 

+287 

r 

«*» 

709 

—238 

827 

+255 

P 

a*« 

709 

+  20 

827 

+362 

P 

709 

827 

i3S 


33 


r4a 


II 


.83 


r34 


rSS 


36 


p3T 


33 


pl4 


IS 


,16 


p3T 


i«3 


p«« 


53 


>4» 


—  99   +171   —102   —275 
—331   —  88   +149   +227 


rS4 


—240   —230   +  75   —194 
—125   +409   —326   —369 


i«e 


IS 


p«T 


r38 


—  45   —309   +147   —125   +  87   +172   +283 
—251   +378   +  93   +397   +183   +301   +120 


rS8 


a"  a**  a*'  a'"  a*'  a**  a* 

—169       +163       —346       +  82       —335       +  63       +149 
—272       +235       +  25       +249       +396       —257       +219 


l4  8 


f39 


39 


p«9 


S6 


pS7 


.38 


«••  o"  a*'  w 

—245       —  28       —145       +186 
—268       +341       +353       —156 


.30 


—231       —310 
—128       —  84 


r40 


—  64       +175 
—399       —236 


so 


—234       —  47       +339       +59       +27 
—187       —407       +379       —294       —348 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  und  zwar,  da  827  die  quadratische  Norm- 
form hat,  709  nicht,  bei  dieser  im  Kubus  von  derjenigen  Potenz  wirklich,  in 
welcher  sie  bei  jener  wirklich  sind. 
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II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
29  zweigliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wm-zel  2  von  59): 


€t 


-1 


a 


16 


€t 


-16 


^4 


«'4-rt 


-i 


»?,  =  a*  4- «  *  , 


>s 


-95 


^1,  =  a"  +  « 
„II   1.^-1» 


a 


-X6 


'94 


a 


94 


a 


-9« 


»?j    =    «       +  «  » 

IJj   =  «      -t-  a         , 

^96  _,     ^-36 


a 


«-', 


»? 


„91  _,     ^-91 


*Jl4    =    « 


18 


«  » 


»?„  =  a*  4-  « 


-1 


'91 


^    ^" 


*7„   =  «"  +  «-", 


^18  =  «'4-a~^, 

6     ,         -6 
»?„    =    «+«        , 

♦7 


'96 


^99  _i     ^-99 


a 


a 


-» 


=    rt 


13 


«-". 


=  «"  +  «-" , 


.99 


'98 


^    CC      -f-  et  ^ 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"4.,,"— 28r?"— 27»j**-4-351ij'*4-325»j'*— 2600*j"— 2300*j"4-12650*j"4-10626t?*®— 42504>j" 

— 33649r?"+100947tj"+74613*»"— 170544tj"— 116280»j"4-20349(hj"4-125970ij"— 167960t7" 
— 92378»j"4-92378»;'4-43768*j'— 31824*j'— 12376*j*4-6188*j*4-1820»;*— 560tj'— 105t?*-M5tj-f-l=0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^'0 

= 

2  4-*?!, 

%^i 

=■ 

%  4-  »?,i , 

V9 

= 

\  +  *^91  ' 

''o^« 

^= 

^'u  +  *»«  ' 

^'^A 

=- 

^'ll  "^  "'s!  » 

*^0^6 

= 

^1T"*'*'30» 

»Jo^Je 



*?j  4-*?„ , 

%^T 

r= 

*'l3  +  *'9S' 

%% 

« 

*?9  +  *»10' 

%^9 

= 

%+^14' 

Vio 

s= 

^%  +  *'96  » 

•^o^^ii 

= 

^  +  »»U  ' 

Vl9 

= 

^'iT  +  ^^94  » 

'?o'?ii 

— 

»?,  4-  tjy  , 

Vl4 

= 

*?,  4-  »?„ , 

W% 



*^94  ^"  ''•ifi  » 

%''l« 

» 

''w  ■♦"  ''91 ' 

Vit 

SS 

*y,  4-  *?„ , 

^''u 

= 

*?,  4-  t?jj, , 

%'^\9 

^ 

^'u  +  ^il  » 

V90 

=» 

»?j  4-  *?,g , 

V91 

= 

*?i  4-  *7,  , 

V,, 

= 

*?6  +  *'l8' 

"^0%^ 

= 

^'ifi  ■*"  '»96  ' 

''0%4 

= 

^11  +  ''is » 

V9» 

= 

^7  +  ^1 ' 

%*?2f 

: 

^'lo  "+■  ''is » 

%*?9T 

= 

*?4  4-  t7„  , 

p 

353 


lo 


ni 


—     34-7 


*?ii'?9«  —  *7oA  4-  *?-.  . 


0^38 


30 


98 


Congruenzwurzeln  mod.  p, 

*J9        *I3       I4        *I5        16 

+  47   4-89   4-153   4-109   —123 


1T 

—  52 


1«        *I9 

122   4-  56 


P  llO       *IlI       'Jl8        ^11       1l4 

353   —  43   4-82   4-15   —130   —  46 


IlS       1l6        1l7       1l8       ^19 

-4   4-14   —159   —137   4-  58 


P  130       191       I99      In       I94      I95      196      I9T      *l98 

353   —168   —  18   —  31   —100   4-114   —  67   —102   4-165   4-  42 


/(*Jo)>  Prioifactoren  der  Primzahlen  jp. 

p  =  363,  ;(„  J  =  -  1  -  tj^^  -  ,y^^  . 


ir 


84 


X«59 

in.    p  zum  Exponenten  29  gehörig. 
2  neunundzwanziggliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  2  von  59): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»?'  4- »?  4- 15  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


y«:  =  —  15  —  y« 


0» 


Congruenzwurzeln 


Z' 

1o 

1i 

3 

0 

—  1 

5 

0 

—  1 

7 

2 

—  3 

17 

1 

—  2 

19 

6 

—  7 

29 

8 

—  9 

41 

16 

—  17 

53 

21 

—22 

71 

7 

—  8 

79 

19 

—20 

107 

17 

—18 

127 

51 

—52 

137 

53 

—54 

139 

45 

—46 

163 

52 

—53 

167 

64 

—65 

181 

79 

—80 

193 

41 

—42 

197 

13 

—  14 

199 

54 

55 

P 

lo 

1i 

223 

77 

—  78 

239 

26 

—  27 

241 

34 

—  35 

251 

72 

—  73 

257 

27 

—  28 

263 

48 

—  49 

271 

117 

—118 

277 

106 

—107 

281 

126 

—127 

293 

85 

—  86 

307 

127 

—  128 

311 

46 

—  47 

317 

81 

—  82 

331 

40 

—  41 

359 

82 

—  83 

373 

129 

—130 

379 

33 

—  34 

383 

182 

—183 

389 

156 

—157 

433 

80 

—  81 

\v, 

=  4-15. 

med.  |>.*) 

P 

no 

*Ii 

439 

140 

—141 

449 

36 

—  37 

461 

111 

—112 

479 

189 

—190 

487 

130 

—131 

491 

58 

—  59 

499 

38 

—  39 

521 

22 

—  23 

523 

68 

—  69 

547 

90 

—  91 

657 

168 

—169 

677 

171 

—172 

593 

249 

—250 

599 

217 

—218 

607 

42 

—  43 

617 

254 

—255 

619 

55 

—  56 

631 

103 

—104 

641 

131 

—132 

643 

136 

—137 

p 

647 
653 
661 
677 
727 
733 
743 
757 
761 
787 
829 
853 
877 
883 
907 
911 
947 
953 
971 
997 


lo 
116 

67 

99 
174 
123 
252 
105 

47 
320 
128 
228 
401 
266 
408 
372 
281 
427 
119 
222 

70 


/(>yj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Die  folgenden  (23)  Primzahlen  p  haben  wirkliche  Primfactoren  ßno)' 


p 

yiio) 

P 

A^o) 

P 

A^o) 

P 

Ano) 

17 

1-% 

317 

7— *>,^ 

479 

8-ö>,^ 

727 

ll-6r. 

71 

7-% 

373 

14-3„^ 

521 

22->?o 

733 

23-3»,, 

139 

i-3rj 

383 

17-2»,^ 

547 

1-6»,^ 

743 

l-7>,j 

163 

4-3>,^ 

389 

2-5t,^ 

631 

7-6>jj 

787 

13-6>,^ 

197 

13-  >?o 

439 

16-31?^ 

641 

14-5t,, 

953 

1+8% 

223 

8-3t,^ 

461 

13-4r,^ 

677 

19-4*,, 

11 

—117 

—  68 
—100 
—175 
—124 
—253 
—106 

—  48 
—321 

—  129 
—229 
—402 
—267 
—409 
—373 
—282 
—428 
—120 
—223 

—  71 


•)     mod.  />'  iat,  fflr  p  =  3  ,       ri^  —  ^^      *],  -^  —  4 . 
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Die  übrigen  (53)  Primzahlen  haben 
wirklich  sind: 


X— 59 

ideale  Primfactoren  /C*?^),  deren  3te  Potenzen 


p 

/•(lo) 

+(lo)*) 

3 

3-         \ 

5 

10-        V, 

% 

7 

13-       3„^ 

2-^ 

19 

52-     15>,^ 

6-% 

29 

62—     35»jj 

«-% 

41 

262-         „^ 

7-2„^ 

53 

118—     9lvi^ 

9-2>,^ 

79 

344—  147^^ 

1+4,,^ 

107 

43-f-  287tj^ 

17-% 

127 

232—  357»j^ 

1-H 

137 

29—  4131?^ 

4-5,?^ 

167 

1159—  433ij^ 

9-5,,^ 

181 

2342—  lllij^ 

21-21,^ 

193 

643—  651*»^ 

12-5„^ 

199 

2608—  195tjj 

17-H 

239 

659—  9l7>y^ 

26-  % 

241 

2594—  615*j^ 

^+^% 

251 

388— 1009»7j 

2-7>?o 

257 

3553—  433»7j 

27-  Vo 

263 

64— 1099i7j 

18— 5iyj 

271 

4127—  321»jj 

6— 7t?^ 

277 

4502—  147>y^ 

19— 5tjj 

281 

4691—     35>y^ 

27— 2>yj 

293 

3881—  702tjj 

9—^\ 

307 

2489— 1317»jj 

21— 5ij^ 

311 

2761— 1135>y^ 

11— 7»j^ 

331 

5956—  105ri 

3— 8ij^ 

359 

4976— 1043ijj 

27— 4tjj 

379 

6061—  903iyj 

33—  Y}^ 

p 

433 
449 
487 
491 
499 
523 
557 
577 
593 
599 
607 
617 
619 
643 
647 
653 
661 
757 
761 
829 
853 
877 
883 
907 
911 
947 
971 
997 


6626— 1371*j^ 

7657— 1225»jj 

9304— 1113>7^ 

9029— I295*j^ 

3443— 2625*jjj 

1579— 3009r?^ 

11999— 1043r?^ 

3091— 3387*jj 

13598—  881»?^^ 

6488-3185»?^ 

11623— 2073ty^ 

11962-2107*?^ 

14956—  573i?^ 

11183-3459*7^ 

16274-4283*7^ 

8343—3241*7^ 

15082—1581*7^ 

7547—4767*7^ 

9782— 4481*7^ 

11533—5025*7^ 

3811— 6431»7j 

24529—1533*7^ 

26228—  21*7jj 

7148— 6573*7j 

26543— 1169*7j 

6217—7147*7^ 

6289— 7435*7^ 

30166— 1527*7j 


28-  5*7^ 

33-  4>,^ 
19-  8>7^ 

38-  % 
21-  8>,^ 

9-10>,^ 

11-10*,^ 

29-  7*7^ 

2+11*7, 

36-  5*7^ 
3-11*7, 

37-  5*7, 
7-11*7, 

17-10*7, 
32-   7*7, 

36-  7*7, 

21-11*7« 
49-  2*7^ 
29-10*7, 

6-13*7, 
46-  5*7, 

9-13*7, 
27— 11*7, 
14— 13*7j 

3-14*7, 


IV.    p  znm  Exponenten  58  gehörig,  in  Beziehung  anf  59te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,       11,       13,       23,       31,       37,       43,       47,       61,       67,       73,       83,       89,       97, 


109,  113,  131,  149,  151, 

337,  347,  349,  367,  397, 

541,  563,  569,  571,  587, 

778,  797,  809,  811,  821, 

967,  977,  983,  991. 


157,  173,  179,  191,  211,  227,  229,  233,  269, 

401,  409,  419,  421,  431,  443,  457,  463,  467, 

601,  613,  659,  673,  683,  691,  701,  719,  739, 

823,  839,  857,  859,  863,  881,  887,  919,  929, 


101,  103, 

283,  313, 

503,  509, 

751,  769, 

937,  941. 


*}     ^(lo)  ^^^  ^^^^  zusammengesetzte  complexe  Zahl,   deren  Norm  =  3/>  ist.    Die  quadrati- 
sche Form  dieser  Primzahlen  p,  Ursache  der  Idealität,  ist  3^'  +ysr+  5c>  . 
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X  =  61 


1. 

p  =  6lm+  l. 

( 

Congraenzwurzeln  med. 

P' 

/' 

a 

a' 

a» 

o* 

a» 

a« 

tt» 

a» 

o' 

«10 

367 

—  75 

+120 

+175 

+  87 

+  81 

+164 

+178 

—138 

4-  74 

—  45 

733 

+100 

—262 

+188 

—258 

—145 

+160 

—126 

—139 

4-  27 

—232 

977 

—353 

—447 

—483 

—476 

—  16 

—214 

+313 

—  88 

—200 

+256 

P 

a»« 

o'» 

tt»« 

a>* 

als 

a»« 

aiT 

ai8 

a»» 

«ao 

367 

-4-  72 

+105 

—168 

+122 

+  25 

—  40 

-h  64 

—  29 

—  27 

—177 

733 

+256 

—  55 

+364 

—250 

—  78 

+263 

—  88 

—     4 

+333 

+316 

977 

—484 

—123 

+431 

+269 

—188 

—  72 

4-  14 

—  67 

—396 

+  77 

/' 

a-»' 

tt" 

a«» 

a«* 

a>5 

a«« 

a'» 

ai8 

a'i» 

a»o 

367 

+  63 

+  46 

—147 

4-  15 

—  24 

—  36 

+  56 

—163 

+114 

—109 

733 

—  19 

+299 

—153 

+  93 

—229 

—177 

—108 

+195 

—291 

+220 

977 

+175 

—224 

—  65 

+474 

—255 

+131 

—324 

+  63 

+232 

+172 

/' 

a»> 

a«« 

«»» 

o»* 

a»» 

«3  6 

a»T 

a" 

«»» 

a*o 

367 

+101 

+132 

+     9 

+  59 

—  21 

+107 

-h  49 

—     6 

4-     8 

+134 

733 

+  10 

+267 

+312 

—319 

+352 

+  16 

+134 

+206 

+  76 

+270 

977 

—142 

+299 

—  31 

+196 

+179 

+318 

+101 

—481 

—205 

+  67 

P 

a*i 

a*« 

a*» 

a** 

a*» 

a*« 

a*» 

«4  8 

a«» 

«»0 

367 

—141 

—  68 

—  38 

—  86 

—156 

—  44 

—     3 

—142 

4-     7 

—158 

733 

—  121 

+361 

+183 

—  25 

—301 

—  47 

—302 

—147 

—  40 

—335 

977 

—203 

+338 

—120 

+349 

—  95 

+317 

4-454 

—  34 

+278 

—434 

P 

a*i 

a»> 

a»» 

«»* 

a»» 

a»« 

a»T 

tt»8 

aS9 

«60 

367 

+106 

+124 

—125 

—167 

-h  47 

+145 

+135 

+151 

+  52 

+137 

733 

+218 

—190 

+  58 

—  64 

+197 

—  91 

—304 

—347 

—249 

+  22 

977 

—187 

—425 

—433 

+437 

+105 

4-  61 

—  39 

+  89 

—153 

+274 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wbklich  in  1861  ter,  resp.  in  41 .  1861  ter  Potenz. 

Nonnen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen. 

2^(1  +  a  +  «')  =  367  .  239243  . 
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X  =»  61 

n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
30  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6i): 

>y^«=«4-a"\  ijj  =  «'4-«"',       ij^  «=  a* -f- «"*  >    ty,  =  «' -f- «"*  ,       »y^  r=  «"  4- «"^*' 


^     ^-^9    ,     -,-«9           „     

«'  4-  «     '  ,            ^y   =  «* 

4- 

i?g  =  «"  4-  « 

-IS 

f 

.),  =  rt"  +  «-" 

«j..  -  «" + «-" . 

^^^   =  «"  +  «-"  , 

»»»^ 

«'  4-  «-' , 

"w 

=  «"+«-", 

,„  =  «» + «-» , 

^^^  =  «"  4-  «-"  , 

^6  = 

«"  4- «-" , 

"iT 

=  «"+«-", 

,„-«"+«-", 

>?i9  =  a'  +  a"^, 

^0  = 

«4-«       » 

ffl 

=  «"  4-  «-"  , 

*?„  =  «*  +  «"*  1 

^     ^10  _,   ^-10 

^4- 

a     4- «       , 

1« 

„»1     .     „-31 

*?,g  =  «       -t-  «          » 

^88   ■■" 

«     4-rt       , 

".. 

„10  _,   „-10 

Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"4.,,"--29ij"—28»j"4-878ij"V351»j"--2925ij"—260()ij''4-1496()ij"4-12650tj"— 53130*?^** 

—42504iy"4-134596t?"4-100947ij"— 245167*?"— 170544tj"4-319770t»"4-203490»j"— 29393O1J*- 
—167960»j"4-1847ö6V®4-92378ij'—75582ij®—31824ijVl8564»j*'4-6l88»j*— 2380*7*— Ö60tj' 4-120»?*'* 

4-15»j— 1  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


< 

=  2  4-1?!, 

Vi  = 

V^-^^y 

Vj       \  +  *?«  » 

%'»i  = 

*'u"*'*'l9' 

%\ 

-'^IT 

+  *^«' 

%''.= 

'■  ^1  +  ''«9 

»             ''0*'«  ==*?!  +  ^2  » 

Vt  = 

*'l9  "*"*?«' 

%*?8 

-*^io 

+  '»15» 

V9  = 

''li  "^"*'jT  ' 

VlO  ~  ''8"^*'j0  » 

Vii  = 

*'u"^*'l8' 

Vu 

^8  +  »yM  > 

Vii  ~ 

''iT  "*"  •'jS  ' 

'           Vl4  —  %"^"*'ll» 

Vi  5 

%  +  *?33  ' 

Vif 

=  ^>5 

-f-t?„, 

Vit  =" 

\  +  ^IJ  > 

V18  ==  '?ll  +  *'»l» 

Vl9  = 

>7a-h*?,, 

V10 

=  ''10 

+  "«' 

^'Jji 

^»5  +  »»IS  » 

%*'»a       ^j  +  ''r » 

Vsi 

^12"*''?15» 

V>4 

"*'«» 

+  '»8«' 

V« 

Vj8  *= 

•»16  "*"  *?>4  ' 

V>«  ==  ''ii  "^  ^'j*  » 

V29  ■ "  ^i  "^  ^99 

''O^T  = 

*?9  +  »»l.  ^ 

Congruenzwurzeln  med,  p. 

/> 

*Io 

I1 

I1 

^1 

^i                   *l5                    16 

I7 

18                      I9 

487 

4-  28 

—192 

—150 

4-  96 

—  39       4.  58       —  47 

—228 

—127       4-  56 

853 

—     5 

4-  23 

—326 

—331 

4-367       —  87       —110 

4-156 

—403       4-337 

P 

»Jio 

*Iii 

In 

In 

^lA              »Jis              I16 

IlT 

^19                1l9 

487 

4-212 

4-138 

4-  49 

—  36 

—167       4-128       —176 

—194 

4-135       4-204 

853 

4-118 

4-274 

4-  10 

4-  98 

4-219       4-191       —200 

—  93 

4-117       4-  39 

P 

*I»o 

*l9  1 

^jj 

1»! 

1f4                  1>S               *!«« 

I1T 

*Ij8                 1S9 

487 

4-219 

4-233 

4-230 

—185 

4-133       4-155       4-160 

—213 

4-76       —  70 

853 

—187 

—     6 

4-  34 

4-301 

4-181       4-345      —397 

—198 

—  36       —412 

Ä%)^ 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

Ano) 

P             /(»Jo) 

487 

l-.„3- 

^» 

8Ö3     l-»?,o+'?: 

18 
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III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
20  di*eigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 


% 

= 

«  -r  «     -r  «     » 

»»l 

= 

»J. 

=s 

^*  _J_  ^*  _l_  «*» 

*7, 

= 

^t     ,         10     ,         41 

»»4 

s 

*?! 

= 

r« 

s 

^f 

= 

rt    -f- «     -t- «     , 

*»• 

s= 

% 

= 

a     +  «    -t-  a   , 

»»lO 

» 

a     -h«     -t-  a     , 

»»ll 

s 

«     4- «     4- «     1 

^l« 

s 

«   -t- «     4- «     , 

»»IS 

=» 

"^li 

= 

„3«  _,         4»     ,     ^41 

a     -ha     4-  a     , 

^u 

« 

€C      -r  cc      -T-  ft 

9 

^« 

=== 

»»IT 

SS 

«**  4.  rt"  4.  rt*»  . 

+ 

4- 

«" 

4- 

«1. 

9 

Wui'zeln  der  Gleichung: 

»j"-4-,j»»4.2t,"— 36ij"— 29ij"— 51»j"4-413iy"4-267tj"4-4lV— 1778ij"— 745»j"— 691i7'4-3278f|' 

4-541»j'— 1330»j*— 1820»j*--261iy*4-439»?'4-2983»j'4-522»j4-611  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*Jo    ■"    ^'l  "^  **JlO  »  Vi    ~    %  +  *^8  "^  *'l8  »  ''o^l    ^    *?,  +  *»T  "*"  ^'iJ  » 

%r,  =  »?i,  4-  *?jj  4-  *?i,  >  %*?4  =  *?i  4-  *?,  4-  *?,j  I  Vf/I^  =  »?,  4-  »?i,  4-  >?j^ , 

%\  =  1,  4-  »?4  4-  *?j  ,  %*?,  =  r,  4-  *?3  4-  »Ji,  ,  V»  «=  %  +  »»4  +  *»ii » 

V»    —    *Js  +  '»4  "+■  •'iS  '  VlO    =^  3  +  %  +  '»18  »  Wl    =    »»lo  +  \a  +  ''ift  » 

'^0*^1»    —    ''l  ■♦"  ^11  ■*"  *^15  '  Vi  J    =  ^1  +  *»«  +  ^y«  »  Vl4    =    *»!«  "*"  *?18  ■♦"  '^l»  » 

%^I5    ~    %+%"*"  ^H  »  Vis    ==  ''3  +  "Jn  "+"  ''iT  »  Vit    *=   %  +  *»!»  +  ^14  » 

V18    ~    %  +  ''5+*?ii»  Vi»    *"    Ij  +  *»7  +  *?iT  • 

Congruenzwurzeln  mod.  j>. 

i'  I0     'Ji     *ls      I3     'Ji     'Ji      'J«      »Jr     Is     'J» 

13  04-64-6—1—3—34-34-54-3—5 

47  0   4-6   —  11   -4-10   —  18   —  18   4-3   —  1   4-10   —  16 

257  4-5   —  61   —  10   —  45   4-82   4-31   4-  72   —112   —107   4-  67 

379  __  22   —  42   4-157   4-64   —  62   —  75   4-132   —171   —  57   —  68 

7'       *IlO       'Jll       *il3       'Jll       *Il4       *Il5       *ln       I1T       *Il8       1l9 

13  4-4  4-3  —  1  4-2  4-6  4-3  4-2  —  2   —  6  4-4 

47  4-21  4-8  —  15  4-12  —  17  —  4  4-5  4-19—13  4-8 

257  4-  38  —108  —  56  4-72  —123  4-69  4-78  4-29   4-37  4-41 

379  —116  —144  —  25  —  68  4-63  —  96  —109  —132   —  47  4-49 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  41  ter  Potenz  wirklich.     Normen: 

iV»,^  =  13.47,       iSr(i,,  -  »,^  J  =»  61 .  13  .  257  ,     iV(»j,  4- 1?^,)  =  13  .  379  ; 
N(l  4-  *?,)  =  13'.  47  ,    N(l  —  *?,  4-  i7„)  =  13'.  257  ,  A^(l  —  *?)  =  2731 . 

Aus  den  3  ersten  folgt,  dass,  wenn  eine  der  4  Primzahlen  ideale  Primfactoren 
hat,  die  übrigen  in  demselben  Falle  sind  (denn  der  Primfactor  von  61  ist  wirk- 
lich, ==  %  —  *7io) '  ^^^  letzte  Norm  gibt  eine  zum  Exponenten  3  gehörige  Primzahl, 
deren  Primfactor  wirklich  ist. 
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IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
15  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6i): 


»!„  = 


8 


=  «'  -4-  «"  -I-  «*'  4-  a 


39 


==«''4- 
=  «'  + 


et       -p  «       "P  ^       » 

a     -r  et     -r  cc     -f  ^     > 
rt     -p  ^     "P  ^     } 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.15 


.14 


.IS 


.IS 


*?4  = 

''10  = 

^1  = 


.11 


1«     I     „»*     I     -.45  _.         7 


«*  4-  «*  +  «"  +  a" 
«"4.  „"  +  «"+«*% 


si 


'?14  = 


17 


14 


a*  4-  «**  4-  «"  4-  « 
rt  4" «  4" «  4- « 
«  -f-  u  -f-  oc  4"  'f  > 
rt  4- «  4-  a  4-  a  , 
et     4"^     4"^     4"^     5 


.10 


,,"  4- ,,"  —  28»j"  —  23»j"  4-  276»j"  4-  182»j*"  —  1193*j'  —  592*j'  4-  2307*j'  4-  956*j*  —  1721tj* 

—  908tj*  4-  316ij'  4-  262»j"  4-  42»?  4- 1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%  — 

^0*^9  = 


11 

233 
499 
599 
743 


4  4-  *7i  4-  2*,g  , 

^i  4- 1?,  4- »?,  4-  *?j , 
"   •  -   ■  "  4-*? 


•'lo  +  ''ii  "•■  ^'u 

»?i  +  *?,  4-  *?8  4-  *?9 , 


14 


^0^1 
^0^4 

^^'lO 
^^'iJ 


=  %  +  »?,  4-  *?io  +  *»12 


»Jo 

4-  1 
—12 

—40 
—  6 
—10 


3 

4-109 
—  47 
4-181 
—130 


»»,  +  1?,  4-  *?y  4-  fi,^  , 
*?,  +  ^4  4-  2>jy , 
=  ^1  4-  >?5  4-  *?g  4-  i7j  , 
»?,  -4-  »?4  4-  >?j  -f-  >?ii , 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


^^'ll 


*?4  4-  »?,  -f-  *?j  4-  *?i,  , 


.  4-  >?5  4-  *?i,4-*?,, 
'Jj  4-  »jj  -t-  i7ii  4-  *?2^  • 


—  4 

4-  74 
—150 

—  74 
—238 


1i 
4-  2 
4-  13 
4-128 
—116 
73 


»14 
—       1 

4-118 
—108 
—119 
4-353 


—  5 
—102 
—212 
4-258 
—129 


16 

—  4 
4-  31 
—230 
4-258 
4-191 


4-  5 
—  47 
4-220 
4-  99 
4-300 


»Je 
—  3 
—101 
4-  73 
4-225 
4-113 


19 

—  1 

—  40 

—  70 

—  57 
—349 


P 

11 
233 
499 
599 
743 


»Jio 
4-  5 
4-  50 
4-206 
—201 
—322 


—  6 

—  93 
—239 

—  103 
4-257 


In 
4-     1 
4-  21 

—  52 

-h  61 

—  45 


—  4 

—  58 
4-130 
4-206 
4-  50 


1l4 

—  2 

4-  36 
—109 

—  14 
—115 


X>)o)5  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

11  —    %— .*?9 

233  +  3—  »j,4-  %+  17,4-  v^+  'Jii4-2»?j, 

499  4-214-5*j^4-9>7j—  1,^4-9»?,— 6*j^  4-3*j5  4-18*?^  4-lOtj^— lOtj,- 9tj^^4-2*j,j- 

599  4-  *?i4-  *?,4-  »?j4-  V^-h  %  4-  »?„4-  2*?^^ 

743  —  54-3*?^4-2t),—  tj,4-4*?,— 4*?^  —     »j^-  2yi^  4-     »J9— 3*?io4-  ^n— '**?i,- 


15i,„4-16t,^^ 


'14 


^0+'?4—''8)  =  "•»»» 


Zu  Grunde  liegende  Normen. 
iSr(— 14-»?^— tjj  J  =  11 .  499  , 

iV^(»?,4-*?^4-»?„)  =  U .  743  . 


^X\-^'^9'^^io)  =  "•*»> 


12 
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III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
20  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 

,;^  =  «  -H  «*'  +  «"  ,  >,j  =  «*  H-  «"  -H  «"  ,  tj,  =  «*  4-  «*  +  «"  , 


*?, 

= 

«' + «" + «" , 

*?4 

*?$ 

= 

a     4- «     4-  rt     9 

= 

«' + «" + «" . 

»»T 

^«1     ^»«     1     «IT 

''s 

=: 

«     4- «     4- «     > 

r. 

— 

«     +  rt    -t-  a   , 

'»lO 

^48  _,        60  _.     ^14 

»»ii 

= 

«     4-  a     4- «     1 

*Ji» 

^ 

«     -f-  «       "T"  tt       f 

"n 

5=  «     4-  a     4-«     , 

^4 

= 

a     4- «     4- «     » 

»^u 

= 

„'l^-«"4.«", 

^1« 

=  «      4-  a     4- «     , 

^7 

^ 

«**  4.  a"  4.  rt"  ; 

*?!.  =  «"  + 

4- 

«" 

4- 

31  . 

Wurzeln  der  Gleichung: 

»j"4-y>9-|.2i?"— 36tj"— 29tj"---51*j"4-413tj"4-267tj"4-4Utj"--1778ij"---745*j"— 691i7'4-3278f|' 

4-54l»j'— 1330»j*— 1820*?*— 26Iij*4-439tj'4-2983tj'4-622iy4-611  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  =  »?!  H-  2ij^j, ,  i?Q»?j  =  *?,  +  *?8  "^  ^'is  »  %*?»  ^  *?,  +  *7,  4-  *?jj  , 

»^0*^«    =    *»,  +  *?,  4-  »Jj  ,  »^o*?!    ==    »^6  +  *'9  -*-  »Ju  »  %*?.    =    %  +  *?,  4-  »?i,  , 

^0^9  =  *?,  +  ^  +  *?!•  '  Vio  =  3  4-  n,  4-  *;„  ,  %y)^^  =  r^^  4-  *?i,  4- 1?„  , 

Vl3    —    *»i  +  %  +  ''ifi  »  ^»'iG    =    ''l  +  ^'ll  +  *?1T  '  Vir    =   %  +  ^1»  +  *»!♦' 

*'«''l8    ~    %  +  *»!  "*"  *?!!  »  *?0*?19    ~    *Jj  +  *?,  4-  *?j,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p, 

P  ^lO        *Jl        ^1         1»       I4        1j         1s        ^T        lg        1» 

13       04-64-6—1—3—34-34-54-3—5 

47      0   4-5   —  11   4-10   —  18   —  18   4-3   —  1   4-10   —  15 

257  4-5   —  51   —  10   —  45   4-82   4-31   4-  72   —112   —107   4-  67 

379  —  22   —  42   4-157   4-64   —  52   —  75   4-132   —171   —  57   —  68 

P  *1lO       'Jll       *Il»       1lt       *Il4       llft       *Il6       'JlT        'J18       1l9 

13  4-4  4-3—1  4-2  4-6  4-3  4-2  —  2   —  6  4-4 

47  4-21  4-8   —  15  4-12  —  17  —  4  4-5  4-19—13  4-8 

257  4-  38  —108   —  66  4-72  —123  4-69  4-78  4-29   4-37  4-41 

379  —116  —144   —  25  —  68  4-63  —  96  —109  —132   —  47  4-49 

Primfactoren  der  Primzahlen  |>  ideal,  in  41  ter  Potenz  wirklich.     Nonnen: 

A\  =  13  .  47  ,       A^*?.  -  fi^^)  =»  61 .  13  .  257  ,      N(r}^  4-  *?j,)  =  13  .  379  ; 
N(l  4-  »?,)  =  13'.  47  ,    N(l  —  »?,  4-  *?„)  =  13'.  257  ,  A^l  -  »?)  =  2731 . 

Aus  den  3  ersten  folgt,  dass,  wenn  eine  der  4  Primzahlen  ideale  Primfactoren 
hat,  die  übrigen  in  demselben  Falle  sind  (denn  der  Primfactor  von  61  ist  wirk- 
lich, =  ^0  —  v7io) '  ^1®  letzte  Norm  gibt  eine  zum  Exponenten  3  gehörige  Primzahl, 
deren  Primfactor  wirklich  ist. 
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IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
15  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6i): 


\ 


^  _L  ^1^  _l_  -«#*ö  _i     -.50 


—  ^» 


>y,  =  a'  4- 


'1 


a     -p  w     "P  Ä     "T~  ^     ) 
«     -t- «     , 


—  ^>  _l_  /*"  _L- 

=  a     "T"«     'r  et     -f-rt, 


^*9  _i_  «*9 


=  a*  4-  «**  4-  «"  4-  « 


17 


=  «•  4-  a     4- 


=  «'4.  «»«4. 


*?io  = 

^1  = 


a*  4-  «*  4-  «"  4-  «"  , 
«*•  4.  a"  4-  «"  4-  «"  , 
«"+a"4-«*'4-«", 


^5  = 


14 


35 


»?,,=«     4-« 


'11 


.36 


,1» 
SO 


a     4-  a     , 


*?,,  =  «"4-«•"4- 


'l4 


rt"4-a 


»1 . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.15 


.14 


.13 


IS 


.11 


.10 


,,*»  4-  »,"  —  28tj"  —  23»j"  4-  276tj"  4-  182tj*"  — 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


1193»j'  —  592tj'  4-  2307>y^  4-  956tj*  —  1721tj* 
—  908*j*  4-  316»j'  4-  262*j'  4-  42ij  4-  l  =  0 ; 


<  = 

4  4-t?i 

4-2>7,, 

Vi  = 

*?o  4-  »?g  4-  *?io  4-  »?i, , 

%^3  =  ^4 

4-  >7j  -f-  *7, 

+  ^3' 

V3  = 

*?4+''6 

+  ^^ii  "^  ^'u  ' 

V4   = 

*?a  4-  *7,  4-  »?y  -t-  ijj,  , 

^0^5  -  \' 

^  \0  +  *»! 

L3  +  •'n  ' 

V6  = 

V^  +  ri, 

4-  *?,  4-  »?j , 

%'?T  = 

*?,  4-  >?^  4-  2*j^ , 

%Vs  =  2>7, 

0  +  ^10  + 

*?1,  , 

V9    = 

»»lo-*-^ 

^11  +  ^3 

+  ^4' 

Mio  = 

=  *?i  4-  »?5  4-  >?,  -t- 1?,  , 

Mll  ^  ^8 

4-  »7,  4-  tjj 

13"*"^14  » 

Vu  — 

^^''a 

i  +  %  +  *?9' 

Vl3  = 

*?,  4->?^4-*?j-t-*?ii, 

Vl4           ^5 

4- *?,  4- »?jj  4- *?j,  . 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

/' 

»Jo 

*Il 

»II 

13 

I4             'Ji             1( 

S                   *l7 

»Je 

»J9 

11 

4-  1 

4-     3 

—     4 

4-     2 

—     1       —     5      — 

44-5 

—     3 

—       1 

233 

—12 

4-109 

4-  74 

4-  13 

4-118       —102       4- 

31       —  47 

—101 

—  40 

499 

—40 

—  47 

-150 

4-128 

—108       —212       —230       4-220 

4-  73 

—  70 

599 

—  6 

4-181 

—  74 

—116 

—119       4-258       4-258       4-  99 

4-225 

—  57 

743 

—10 

—130 

—238 

4-  73 

4-353       —129       4-191       4-300 

4-113 

—349 

P 

lio 

»Jii           *Ii«            »Jm 

*Jl4 

11 

4-    5      - 

-6       4-1       —     4 

—     2 

233 

4-50       - 

-93       4-21       —  58 

4-  36 

499 

4-206       - 

-239       —  52       4-130 

—109 

599 

—201       - 

-103       4-  61       4-206 

—  14 

743 

— ?,22       4-257       —  45       4-50 

—115 

f^%)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

X10) 


P 

11  —    %— .»»9 

233  4-  3—  »),4-  *?54-  »^^-f-  i784-  *?ii4-2*?„ 

499  4-214-5f?^4-9*jj—  1,^4.9*?,- 6ij^  -i-Sy)^  -hlSr}^  4.10»,^— 10»jg— 9»jj^4-2»jjj- 

599  4-  *?i4-  *?,4-  »?j-f-  *?,4-  >?,  4-  »?i,4-  2»?^^ 

743  —  54-3tj^4-2i?,—  17,4-4*?^— 4*j^  —     ij^-  2yi^  4-     ')9-3*?jj,4-  V^^—^yf^^- 


15i?,34-16>,^, 
■  2*?, 


'14 


-A^(l4-»?5— »Jg)  =  U  .  233  , 


Zu  Grunde  liegende  Normen. 
iSr(— 14-»?^— »?i  J  =  11 .  499 , 

^K4-*7^-t-»?l  J  =  U  .  743  . 


^^K+''9"*-*?lo)  =  "•*»» 
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X«C1 

V.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
12  fünfgliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 

tjg  =    «  H-a    H-rt    -f-a    -f-«     , 
tjj  =  «    -t-a    -t-a    -H«    -h«     , 


.16    ,       «1   ,    „IS   ,    _11 


SC 


««4-«"+«"4.a"4.«" , 


i?j  =  «    -r«    H-a    +«    -r«     » 


r, 


.IS   ,    _10   ,   _S9   ,    _17   ,       31  , 


>yjj  =  «"4-a    4-«    4-a    4-« 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,"4.,,"4-3,,"+ll,,»—17ij'—169»jV325ij*4-167»j*— 804»)*  4-160*j*-hll02»j*— 780*^+1179 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  0; 


% 


»?i4-2t7y4-2>yjj  ,  %yi^  =  »?,+>?, +»?44-2»?5  ,  ly^^fj,  =  »?o+*fj+*J4+*T9+'?io  ' 

54-ij,4-r,4-*?.4-r9 »  Vt  '^  2>7j4-»)^4-»?,4-»?,  ,  Vs  —  'Jo"*"*'4+*'5"*"*?f +*»!• ' 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


P 

131 
241 
461 
569 
607 
619 
691 
827 
863 


1o 
0 
—  6 
4-36 
4-13 
4-  9 
4-  8 
4-39 
4-34 
4-74 


*Ii 
4-  31 
4-  46 
4-219 
—146 
4-216 
—204 
—147 
4-289 
4-244 


4-  42 

—  20 
—235 
4-184 
4-141 

—  122 
—212 
—207 
—234 


4-  36 
4-105 
4-197 
—122 
—241 
4-  33 
-i-  64 
4-  95 
4-347 


14 

+  63 
4-101 
—154 
4-  29 
4-174 
—  66 
—100 
4-211 
4-300 


1i 
4-  U 

—  21 
—110 
—198 
—249 

—  71 
—337 
4-351 
4-211 


—  5 
4-  10 
—111 
—141 
—279 
4-185 
—324 
4-315 
—240 


—  59 
4-  50 
4-117 
4-  85 
4-211 

-+•111 
4-221 

4-359 
—287 


18 

4-  1 
4-110 
4-  90 
—258 
—121 
—185 
4-161 
—347 
—394 


1t 

4-  47 
—  19 
4-  96 
4-  65 
4-133 
—108 
—216 
4-413 
—224 


P 

131 
241 
461 
569 
607 
619 
691 
827 
863 


lio 

—  15 

—  61 
4-124 
4-131 

—  20 
—234 
4-237 
—348 
4-310 


In 

—  22 

—  55 
4-191 
—212 
4-  25 
4-  23 

—  78 
—339 
4-314 
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■s 
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a  eo  «o  2 

c»  »^  ^  TT 

fl  .  •  .?. 

3  o  o»  o> 

i'  II  II  II 

^  /^  /-N  /-N 

S  o  «a       • 

5  if  if  *^ 


1^  t-  i- 


a 
O  'S 


9 


^    o 

C9       1-1 


■3        +    I 


00 


+  I 

•  «0 

+  I 

ff  K- 


+  + 


■-  + 


0b 


K- 

eo 

o 

e« 

"< 

+ 

7 

+ 

•« 

M 

4 

^ 

15- 
04 

C9       <-^ 

+  I 


15-       ff 

CO      fi<« 


+  + 


t*  CO 

»1  CO 
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•  • 
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lf 
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ff  15- 

+  I 
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«^  0« 
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VI.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
10  sechsgliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  von  6i): 


.41 


r^  =  «*  -h  rt'  -H  «*  4-  «"  4-  «"  +  «"  , 
r=^a  -f"  u  -f-rt  -T"<*  "^Ä  T-rt 
*^=^rt-t-«     -pÄ      "^^     "T~  cc     "r  et     , 

^'B  "•  "*"  "t"^       -T-«        -T-«       j 

Wurzeln  der  Gleichunsr: 


>y,  =  «•  4-  «"  +  «"  +  «"  4-  «^'^H- «"  , 
tj.  =a     +<*     -pÄ     "t"«     -T"rt     +« 

^      ««  _l_  ^44  _,     ^38  _,     ^Si  _,     -.17  _,     ^JS 

ijj  =  «4-a     +«     -t-rt     -H«     -H«     , 

^      ,,S4  _,        S«     t^      JO  _,     ^8f  _i     «T  j_  --J1  , 


tj"  4-  »?'  —  27tj"  —  56*j'  4-  161tj*  4-  500»)*  4-»?*  —  1023»j'  —  916tj'  —  202tj  —  13  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  =  6  +  2ti^  4-  tjj  4-  2*1,  ,       t?„i?,  =  %  4- 1?^  4-  *?j  4-  *?e  4-2*7,  ,       v^yj^  =  2ij,  4-  2t),  +  *7,  4-  *?, , 
^''s  =  2*7,  4-  t7j  4-  r^  4-  r,  4-  *?,  ,  %*?4  =  —  ^  -  %  —  ^j  —  ^,  —  >?4  > 

»?0*l5  =  —  1  —  r«  —  *?,  —  *?j  —  *?y  »  ro*7s  ==   —  ^  ""  ''o  "~  ^6  "~  '^S  ""  %  » 

Vt  =  *?s  +  ^1  +  »»4  +  »'s  +  2%  '  %*?8  =  2»?o  4-  2ljj  4-  ,7^  4-  »,j  , 

%%  =  »'a  +  *?4  +  *?»  +  2*^7  +  *'9  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

1o 

*Ii 

1> 

Ij 

1« 

ni          if 

»l7 

*l8 

^9 

109 

4-  3 

4-  22 

—  32 

—  14 

—  44 

4-11       4-12 

—  16 

4-  42 

4-  15 

197 

4-18 

4-  33 

4-  19 

4-  84 

—  79 

4-51       —  39 

—  22 

4-  26 

—  92 

353 

—  4 

4-111 

4-141 

—167 

4-108 

—136       4-  34 

4-160 

+130 

—  25 

563 

+  7 

—     9 

4-168 

4-281 

4-154 

—  17       —245 

—  40 

4-  19 

4-244 

719 

—30 

—331 

—301 

—  56 

4-309 

—168       —  94 

—228 

4-283 

—104 

929 

—10 

—269 

—306 

4-433 

4-426 

4-75       —  42 

4-  61 

—273 

—  96 

/W. : 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

•) 

P 

/(lo) 

P 

Ano) 

—  109 

14-  »7,4-r 

> 

4-563     24-ti„4-*7, 

4-197 

54-6>j^4-»7 

|— 2t7j4-2ij^4-r^4-4i7,— r,, 

4-719 

%-*?!+ 

*?« 

4-353 

♦7i4-*7. 

—929 

i7,->7,4-2»i,-ti,- 

4-^ 

*)  Das  Zeichen  4-  vor  den  Primzahlen  p  seigt  an,  dass  N/lri^)  =34-^,  das  Zeichen  —  , 
dass  Nßxi^)  ^  — p  ist.  —  Bei  den  Primfactoren  von  197  und  929  liegen  die  folgenden  Normen  zu 
Grunde: 

^0+'»o-^,)  =  13 .  197 ,  iSr(l4.i7o-»J,-*?4-»?0  =  13  .  929  .^ 

Endlich  ist: 

N(v)  =  A'(l4-r)  =  -  13 ,  iV(l->7)  =  -  11?13  . 
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X  =  61 

VII.    p  zum  Exponenten  10  gehörig, 
ß  zehngliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wm*zel  2  von  6i): 

„      ^  _I_  /»•  _I_  r^9  _I_  yv'T  _I_  ^'Ö  _,     ^SO  _|_  -,48  _,     ^4J  _,     ^84  _,     „41 

>J=Ä-+-«-+-rC-+-a       -T"ft        "T"Ä        -+-«        "T"ft       "1"^       "+"'*       ) 

ij    ^  cc   -f-  tt   -f-  rc     -+-  cc     -+-  rt     -+-  cc     -+-  cc     -t*  **     *+*  ^   "t"  ^     > 

^4  _i     ^1>  _i     ^»6  _i_  ^4T  _,     ^19  _,     ^JT  _,     ^4«  _,     ^S5  _,        14  _,        48 

=    «-+-«        ■T"ft        "T"flf       "+*'*        ~H  flf        "T*rt        "T"Ä       "T*^       "T*<*       > 

=  „•  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  "  +  «"  +  «"  +  «"  +  «", 
==  «"  +  ««  +  «"  +  «'  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «'•  +  «", 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  +  1}*  —  25»y*  +  8ij'  +  123i}'  —  126»y  +  27  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^0 


%^3  = 


Congruenzwurzehi  mod.  p. 


p 

no 

1i 

1a 

li 

14 

»Is 

3 

0 

0 

—  1 

0 

+   1 

—  1 

41 

—  6 

+  11 

—  20 

+  12 

+  18 

—  16 

113 

—  2 

—  32 

—  53 

—  21 

—  12 

+  6 

149 

—  4 

—  39 

—  30 

—  70 

+  55 

—  62 

163 

+  27 

+  54 

—  36 

—  34 

+  47 

—  59 

271 

—  34 

—  63 

+  38 

+  89 

+106 

+134 

479 

+  11 

+222 

+  75 

+  41 

—196 

—154 

491 

—  32 

+236 

—  79 

+119 

+133 

+113 

601 

—  48 

—249 

—  66 

—  87 

+278 

+171 

613 

—106 

—115 

—208 

—282 

+258 

—161 

773 

—  19 

+  85 

+217 

+324 

—115 

+280 

857 

+105 

—164 

—244 

+117 

—125 

+310 

881 

+  19 

+293 

—385 

+358 

—  49 

—237 

967 

+143 

—348 

+361 

—191 

—384 

+418 

94 


61 


P 

—  3 

—  41 
—113 
+149 
+163 
4-271 
—479 
+491 
+601 
+613 
—773 
+857 
—881 
+967 


f(\)^  Primfactoren  der  Primzahlen  jp. 


68+20ij^—  3i?j— 13»?,+  7»jj— 28»?^+8i}j 
*—  3%—  2»?j—  5»»,—     t?^ 
29+  5ij^+     1,^-10»?,+  4»?,—  8»j^+6»?j 

3—  2»?^+     1,^+  2i},— 2>j^ 
122— 41»j^+l  l,,^— 66»?,+30»?,+53»?^+  »j^ 
35— 27n3+ll»jj+18if,—  8i?^+  2»jj 

2—     %—     »?,—     Vi 
32+  2»j^-18»?j+  7t?,+12t?,-l(h,^ 

19+  2»?^—  8ijj+  4*7,+  5t73+     »?,— 41?^ 

19-14ij^+  3»?,-  bYi—Uf}^ 

20—12»?^+  3>jj+  3»?,—  6»?^ 

155+lOiy^— 65*»j+27*7,+  5»?,+16i?^— 7*?, 

11-12»?^+  2*?j—  7ij^—  3t7j 


Zu  Grande  liegende  Normen.*) 

^(»»i-O  =  -  3  .  61 
iV(l+i7i-0  =  3  .  41 

-^(2+*?o)  =  3-113 
i^(l— 2»7j— ij,)  =  9  .  149 

-^(2+»»,— V  =  9 .  163 
^l^-^-^t)  =  -  3  .  271 
iy^(4+2i,,+ijj)  =  3  .  479 
i^(2+i7j— 2*7,)  =  9  .  491 
iV(3+2if,+tj,)  =  81 .  601 
-^(*4-2»,^-t7,)  =  81 .  613 
-A^(2— *?^+t?,+3>j  J  =  3  .  773 
iV(5-3t7^+t7j)  =  9  .  857 

^(»»s-^i-^tlj)  =  3  .  881 
iV(2— 2*7,+t7  J  =  —  3  .  967 


*)  Es  gilt  hier  ähnliches  wie  in  V.;  die  complexen  Zahlen  in  den  beigeffigten  Normen  ent- 
halten stets  nur  einem  der  6  conjngirten  Factoren  von  3  and  o«  ist  N(l — yj^)  &=  9 ,  so  dass  1 — tj^  das 
Quadrat  des  Primfactors  von  3  ist»  ferner  i\^(28— 15i}Q+3fi2+3i},— 6v]4)  ae  i^(l— a)  =s  61.  Von  den 
8  Normen  für  p  =5  3,  iV(l— ij^)  =  3»  ,  Nll+ti^  =  3*  ,  N(ri^  =  3«  ,  enthält  die  erste  1,  die 
zweite  2,  die  dritte  3  verschiedene  von  den  6  conjogirten  Primfactoren  von  3.  Normen,  welche  den 
Factor  3  ausschliessen  sind: 

iV(2+8i?,+3»7,)  =  149 .  2309  ,  N(l+3ri^)  =  163  .  367  . 

Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  NßyiQ)  aes  +p,  das  Zeichen  —  ,  dasn 
Nßvio)  =  —p  ist. 
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X=61 

Vin.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
5  zw5l%liedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6l) 


*?0  = 

♦?•  = 


Wurzeln  der  Gleichung: 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


,s 


f}l  =  lO+fjj— 2»?,-|-2ij3  , 


Vi  =  ""2+%+*?,  > 


»?o*?s  =  8^i+4i?,+3i},+3>?^  , 


»?o*?i  =  4t7^+3ty^4-3i},+2ijj  , 


%»74  =  — 2+»?,+^j  . 


29+4  —     4 

101     —12  4-  50 

151     —18  +  58 

223     —17  +  52 

337     -f  12  +  18 

467     +23  +202 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


1j  *Il  *l4 

+    6+11+11 

—  22  +20  —  37 

+  66  +33  +21 

+  25  +27  —  88 

+148  —131  —  48 

+  30  —  45  —211 


^0 


1i 


1j 


»Ji 


»l4 


509  +  71  —  97  +161  +170  +213 

631  —  82  —244  +207  —100  +218 

761  —241  +373  —376  —253  —366 

883  +  49  —407  —197  +319  +235 

947  +  7  +435  +397  +199  —  92 

997  +  86  —400  —491  +411  +393 


y()7j,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

Ano) 

P 

A^o) 

P 

A^o) 

29 

+2+t7^-  f}^ 

337 

—5—  ^0+*?»+*?« 

761 

-3-  ,,  -  V, 

101 

+2+»?,+  1?, 

467 

+l-2t7^-,,. 

883 

+5+2»,,-3*7, 

151 

—2+1?,—  ij. 

509 

—2—  fi^^ff^^yi^ 

947 

-e+  %+   ^-21?, 

223 

+2+t?i— 2i», 

631 

-l+2ij,+^^ 

997 

+7+  *?,+  1?, 

i 
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X  =  61 

IX.    p  zum  Exponenten  15  gehörig. 
4  {&n£zehngliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 

„^  =  «*+„«+«"+«"+«"+«*+«"+«"+«**+«"+«"+«"+«"+«"+«*% 

Wurzeln  der  Gleichung: 

*?*  + 1?'  +  8i}*  4-  42*j  4-  117  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


4%  +  ^•'i  "*■  ^''s  +K» 


%*?i  =  —3  +  3»?,, 
»Jo'J»  =  —  3  +  3»?j . 


%»»,  =  12 +  1?^  +  »»,, 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

»Jo 

1i 

1» 

»I» 

P 

*Io 

»Ii 

Ij 

*Ii 

73 

—  2 

—  30 

+  21 

+  10 

449 

+  35 

—189 

+  41 

+112 

83 

—  1 

—  22 

+  36 

—  14 

503 

—  58 

+213 

—  93 

—  63 

103 

+15 

—  16 

+  24 

—  24 

571 

—  44 

—141 

—215 

—172 

137 

—  6 

—  48 

—  40 

—  44 

683 

+  63 

—267 

—142 

—338 

179 

—20 

—  60 

+  43 

+  36 

727 

—206 

+359 

+310 

+263 

199 

+34 

—  42 

—  77 

+  84 

757 

—  36 

+162 

+328 

+302 

239 

—18 

—111 

—  50 

—  61 

809 

+  54 

+240 

+276 

+238 

269 

—  4 

+123 

+106 

+  43 

911 

—114 

—330 

—213 

—255 

317 

+21 

+  25 

—141 

+  94 

937 

+     9 

+430 

+354 

+143 

347 

—24 

—137 

+  56 

+104 

971 

—110 

—120 

—454 

—288 

439 

+88 

—134 

—125 

+170 

991 

—372 

+436 

+442 

+484 

443 

—14 

—196 

—118 

—116 

A*?o)» 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

/(»lo) 

P 

/llo) 

P 

/(»lo) 

73 

a+'Jo 

317 

*+  %—  ^1 

727 

15-  ,,^+4»?j-3i}. 

83 

14-  % 

347 

H-^2+^s 

757 

4+2>?,-  ij. 

103 

t?,+  ri^ 

439 

6+3t?^+  t?. 

809 

2-  >?!+  t?. 

137 

10-  %+2»j,-2t7j 

443 

2+  »?,-  1?, 

911 

4+2>j^+  >,, 

179 

4+2»,^+  »,, 

449 

7+3*»o-2^i-  >?, 

937 

8—  t?^+2t7,— 2*j, 

199 

7+2>j^-  *j. 

503 

5-  \+  »J, 

971 

5>7^+2*7j+4>j, 

239 

1+  %+^\ 

571 

»?i+2*j, 

991 

6+  >?,-  ty. 

269 

*-♦-  »J, 

683 

l-2>j^-3»?^+2*7, 
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X  =  61 

X.    p  zum  Exponenten  20  gehörig. 
3  zwanziggliedi'ige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  6i): 


yj 


+  „*0^„34^^38^^^4l^^...3^ 


_l_  r,^9  _i_  y»T  _l_  ^56  _,         31  _,         46 


36 


>J«^f<-t-«       "T"«        "T"rt        "T"rt        "T"«        "+*'*        "nCf       4*<*       4*'*        -+"«        "T"  CC        -+"«        4"^* 

-+-«     -f-«     4"'*     4"ßf     -f-«     4"^     5 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>?'  +  >j*  —  20ij  —  9  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?J  =  15  4-  »?o  4-  2>jjj  ,  tj^tjj  =  bvi^  4-  8>jj  4-  7v^ ,  »?o>7,  =  8»?^,  4-  7»?^  4-  5»i,  . 


r 

»lo 

*Ii 

»Jj 

P 

23 

—  4 

+     9 

—     6 

389 

87 

+  2 

—  11 

+     8 

419 

53 

—  9 

—  17 

+  25 

521 

89 

—20 

—  27 

—  43 

541 

191 

—18 

—  92 

—  82 

557 

211 

+17 

+  37 

—  55 

577 

277 

445 

+130 

+101 

587 

281 

+21 

+135 

+124 

643 

313 

+40 

+  70 

—111 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

1o  ^i           1a 

—  28  —109  +136 
+  57  +140  —198 
—102  +251  —150 
+  12  —  52  +39 

—  19  +82  —  64 

—  56  +150  —  95 

—  50  —209  +258 
+  18  —116  +  97 


P 
647 

709 
769 
821 
877 
887 
907 
953 


»lo 
+105 

—  10 

—  55 
+  28 
—159 
+130 

—  83 

—  15 


+141 
—259 
+314 
—276 
—424 
—394 
—423 
—  61 


—247 
+268 
—260 
+247 
—295 
+263 
—402 
4-  75 


/(^o)?  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.*) 


P                /(lo) 

P 

/(lo) 

P           Ano) 

23     +  4+  Yi^ 

281 

+ll+2t7j 

657     4-  7-  3»y^+  ty. 

37     -  2+  ri^ 

313 

+18-5*?^+4,i^ 

577     +24+  5>7^-4ij, 

63     +17-4r;^ 

389 

-  9-2t7^+4»i, 

587    —10—    n^-i-^yi^ 

89     — 19— 4t7, 

419 

-  l+3t7, 

643     +76— 17>j^+9>7, 

191     —  74-2»7j 

521 

+17+3>j^-3>j^ 

647     -12-     >7i+2t7. 

211     +  3+2>7^-  Yi^ 

541 

-21+5»?^-  >j, 

709     +10+     f}^ 

277     +18+5r^-4>7^ 

p 

769 
821 
877 
887 
907 
953 


A^o) 
-11-3»,, 

-  7-31,^ 

-  8-3»?, 

+  3+2»,^—  r,^ 
— 23— 6»jj+4r^ 
— 13— 9»?^+2»;j 


•)    Zam  Theil  aas  Normen  =  3p  oder  =  11;?,  indem  A'(l— »lo)  =  H  ,  A"(3— 2»j,— »;,)  =  3. 

13 
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X  —  61 

XL    p  zum  Exponenten  30  gehörig. 
2  dreissiggliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  2  von  6l): 

n^  =  «V  «V  «"+  ct'-h  «"+«"+«"+a"+«*V«*V«"+«"-l-*»* V«"+«' %«"+«" 


Wurzeln  der  Gleichung: 


^*  4-  *?  —  15  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

^o  =   1*  —  *»«  » 


Vi  =  -  15  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


P      »io   *Ii 

P        »Jo 

»Ii 

P 

»Io 

li 

P       Io    »li 

P       »Io 

li 

5   0—1 

127   25 

—  26 

283 

87 

—  88 

659   99  —100 

839  404 

—405 

19   8—9 

167   13 

—  14 

293 

51 

—  52 

751  283  —284 

859  396 

—397 

97  17  —18 

229   26 

—  27 

431 

80 

—  81 

797   28  —  29 

919  295 

—296 

107  37  —88 

263  122 

—123 

463 

162 

—163 

829   64  —  65 

p  Ano) 

4-5  4-  ij, 

4-  19  11— 3ifj 

4-  97  32— 9ij^ 

—107  4— 3ij. 


/(*?o)»  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  *) 


P         A^o) 

4-127  23—  6»; 

4-167  13— 

—229  31—10»;^ 

4-263  17—  2yi^ 


\ 


P         A^o) 

4-283  19— 3ijj 

—293  13—6»?^ 

4-431  26— 5»yj 

4-463  23— 3»y^ 


P  Ano) 

4-659  34—  7yi^ 

—751  11—  8i?^ 

4-797  28—     f}^ 

4-829  49— 12*7, 


P  Ano) 

-f839  29—  2if, 

4-859  58— 15»y, 

-f919  31—  3*j, 


Xn.    p  zum  Exponenten  60  gehörig,  in  Beziehung  auf  61te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,  7,  17,  31,  43,  59,  67,  71,  79,  139,  157,  173,  181,  193,  227,  251, 
307,  311,  331,  349,  359,  373,  383,  397,  401,  409,  421,  433,  457,  523,  547,  593, 
617,     641,     653,     661,     673,     677,     701,     739,     787,     811,     823,     941,     983. 


*)    Das  Zeichen  -{-  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,   (last  A^iJo)  =  +/>)   das  Zeichen  — , 
tlas»  AJ|[r;^)  «=  —  />  ist. 
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A=67 
I.    p  ==  67m  +  1. 

Coogruenzwurzeln  mod.  p. 


p  a  a^  a*  a*  a*  a*  a^  a*  a^  a*** 

269       +47       +67       —  11       +21       —  89       +121       +38       —  97       +14       +120 


p  a»i  a>»  a»»  a»*  a»»  a»«  a»'  a»»  a»»  a»» 

269       —     9       +116       +26       +99       +80       —     6       —  13       —  78       +66       —126 


p  «31  «1»  a»»  a'*  a«»  a««  «>»  «»»  «>»  a«o 

269       —     4       +81       +41       +44       —  84       +87       +  64       +117       +119       —  56 


p  ^Sl  ^13  ^13  ^34  ^35  ^36  ^37  ^3  8  ^(3  9  g^iO 

269       +68       +36       +78       ^100       —127       —  51       +24+52       +23       +6 


p  a^l  a^t  d^t  «4  4  0(4  5  fj^ia  g^^l  g^\%  ^4  9  ^so 

269       —  34       +16       —  66       +105       +93       +67       —  79       +53       +70       +62 


p  a*i  a*^  a*'*  a^^  a^^  a**  a^^  a'*  a^'  a^^ 

269       —  45       +  37       +126       —  43       +131       —  30       —  65       —  96       +61       —  92 


p  a«»  a«»  «•»  «•*  a«*  ««« 

269       —  20       —133       —  64       —  49       +118       —103 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 

and  sehr  wahrscheinlicli  erst  in  67. 12739 ter  Potenz  wirklich   (vgl.  die  Nonnen 
in  Nr.  m.) 
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67 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
11  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  67): 

•  o  9«  ac  •■  «A  •  A  «  M.K  &ft 


.so 


r 


»j,  =  a'  -♦-  «•  4-  «^  +  «     +  a     +  ar 

^=«4-«  +Ä  4-«      "T-Cf  4-Cf  9  *?«^<*"T"<*  "t"'*  T-Ä      4"^  4*^  1 

>j     s=  a      4"  Ä  4"  ^  4"fif      4"flc  4*^  »  *?«''^^^     4"^  4"^  4"  <*     4"  cf  4"  **     » 

»j=a     4"<*  4"Ä     4"ä4"<*  4"rt  >  *y-  =  «     4*^  4"^  4"^4"^  4"»»  » 

>j     =  «     4"  flf  4"  <*     4"  **     4"  <*     4"  fif     9  *?o         ^       •    ^  «■  **  «■  ^       •    ^  •   **     » 

Wurzeln  der  Gleichung: 

ty"4-,ji«_30i,»— 63»j'4-220ijV698»y*— lOli?'— 1960»;*— 1768*?'— 35ij'4-243t?— 29  «  0 ; 

luit  den  fundamentalen  Relationen: 

rj  =  64-2ij^4-*»,4-2*jj  ,      »7^ij,  =  ,,^4-2ijj4-*?j4-»?g+t?,  ,  t?^»?,  =  »?4+»?^+*?3-l-%+2»?j^ , 

*^o^3  =  2»j^4-2>7^4->7j4->7y  ,     *?o'»4  *=  —  ^— *»o""''i""''3— '»i"*'«  »     V*  =  —  1— *»o"^i""''s""''8""%  » 

*?0*?10  =  2'?,+^+*»»+%+'?io  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

Von  den  6  hierher  gehörigen  Primzahlen  f\  97,  239,  373,  499,  641,  919  sind  die 

Congruenzwurzeln  nur  f&r  folgende  3  ermittelt: 


p 

»lo 

»Ii 

Is 

*l3 

ni 

»1» 

^« 

»Jt 

*l8 

*I9 

f  10 

97 

4-  l 

4-  40 

—  22 

4-  26 

—  8 

-f-  6 

-t-  46 

4-  34 

—  14 

4-22 

—  34 

373 

—17 

4-  32 

4-123 

—  44 

—144 

—186 

—  88 

4-168 

—  31 

—68 

—169 

499 

4-26 

4-140 

—154 

4-239 

—246 

4-163 

4-248 

4-230 

—229 

—63 

4-134 

/(^o))  Primfactoren  der  Primzahlen  j9,  s&mmtlich  wirklich,  z.  B. 


97     4-T?,4-*j,o 


P  /(le) 

373     4-14-T?,4-T?,o 


P  A^o) 

499     -14-t7,4-»?j 


Es  ist  femer:  AX>j,o)  =  29,     i\r(i— >? J  =  97 . 29 ,    A^(i4-t?,)  =  37 ,    iV(24-»5)  = 

i^(2— r)  =  3923 ,     i^(3— i?)  n=  8039  .        -^(34-t?,)  —  29  .  37  u.  8.  W. 


-1, 
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X  =  67 

V.    p  zum  Exponenten  11  gehörig. 
6  elfgliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  2  von  67): 


*?j  =  a*    +  « 
*»«  = 


.39 


€t       •+"  CC       ~r  U       "TT  (t 


»  +  „«  +  „"  +  „»•  +  „»«  +  „«»+ „» + „« 


•4.  «'•  +  „'    +«"4- 


«"  +  „" + «»» 


+  «* 


>9 


+  «"  +  « 

+  «"  +  «" 
+  «"  +  «'* 


f 
9 
9 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,,«  4.  ,,*  -I-  61}*  +  46»j*  4-  123*7'  +  169^  +  617 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


=  0; 


•1'  —  —  9  .^ 

^1- 

■H 

4-21,^, 

Mi  = 

-l  +  'Jo 

4-3t?3- 

Vj  ~  — H-3^j4-t?, 

4-*?,, 

Vi^ 

9-v,- 

♦?»' 

^0^4  =  -  1  + 

%  +  *»! 

4-3t,^, 

M»  =  ' 

-14-31, 

.  +  ^" 

{ 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

l' 

*Io 

ni 

»Is 

I1 

^A 

»Is 

59 

— 

—  29 

4-     9 

4-  11 

—     2 

-f-  11 

89 

— 

4-  21 

—  44 

+  23 

—  30 

4-  36 

107 

4- 

4-     9 

4-     9 

—  26 

—  20 

4-  26 

131 

— 

4-  60 

—  18 

—  36 

—  45 

4-  44 

149 

— 

11 

4-  73 

—  40 

—  36 

4-  62 

—  49 

193 

-♦- 

13 

—  70 

—  68 

—  26 

—  72 

4-  29 

223 

4- 

2 

—  10 

4-  20 

4-  51 

4-  49 

-f-110 

241 

4- 

29 

—119 

4-110 

4-  64 

—  56 

—  29 

263 

— 

69 

—101 

4-104 

4-125 

4-  89 

4-114 

277 

4- 

17 

4-123 

—  69 

—  87 

4-120 

—106 

283 

— 

32 

+  92 

4-108 

-f-123 

4-116 

—126 

293 

— 

27 

+  39 

4-  66 

4-  87 

4-179 

—  62 

349 

— 

13 

—121 

—139 

—133 

—108 

4-164 

359 

+ 

73 

—160 

—178 

—  129 

4-123 

—  89 

397 

— 

4 

—  56 

—108 

—  88 

+  92 

4-162 

461 

— 

10 

4-136 

4-164 

4-  94 

4-213 

—137 

491 

— 

31 

4-172 

—210 

—178 

4-144 

4-102 

509 

— 

60 

4-102 

4-135 

—184 

4-120 

—164 

617 

0 

+238 

4-  88 

—184 

—  64 

—  79 

643 

4-123 

—315 

—291 

4-166 

—142 

—  185 

751 

+ 

27 

—212 

—122 

—282 

4-363 

4-235 

761 

— 

68 

—136 

4-310 

4-824 

—  94 

—338 

829 

4- 

19 

4-  60 

—  68 

4-285 

4-  77 

—364 

863 

4-161 

—177 

—376 

4-377 

—392 

-f-415 

911 

— 

46 

—238 

4-311 

4-  74 

—398 

4-295 

947 

— 

3 

-161 

4-441 

—333 

—408 

4-463 

953 

4- 

42 

—101 

—  i88 

—445 

—  89 

—273 

997 

4-  37 

—177 

4-420 

—300 

4-297 

—278 

104 


/(>7^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p^  z.  B.*) 


p 

A^o) 

59 

13+  1\—     >?i—  3>?,+  4>j^ 

89 

26-  4>?^4-10*7j—  3>j,—  8>j,+  4>jj 

107 

13-  5ij^-  4*j,4-  3*7^-  2>jj 

131 

3+  2>jj+     tjg+  3>j, 

149 

31— 19*?^+17t,^4-  2*7,+30>j,— 17ij^— 

18,,, 

223 

H—  3^1—  2*?,—  4»j,+  2>j^4- 

^» 

241 

2—  5t,^+  3t,^4-     »?,+  5»j,—  4t7^— 

3>»5 

263 

14—  3>j,j—  5>7j—  2>j,-4-  4*7,—     *7^4- 

»»»s 

283 

2-H     »?3+     »Jj 

349 

>?0-       *?!+       V, 

397 

23+  8»y^—  2*7j—  7»j,+     »7,-4-  3>7^— 

4>?» 

461 

1+     ^1+     »?, 

509 

20+17>j^-     t7,-M2>j^+  6»,^ 

617 

''o 

643 

19+  5*7^+  9»j,-  3»j^+  2i?j 

829 

1—     *?o—     *?i—     ♦?, 

863 

2-     1?,^     V, 

911 

8—  2>7^+  2t7,—     *?,-  3*7, 

947 

3H-     % 

953 

15+  4>?^—     t7,+  8*7,—  3>7,—  5i}^— 

217, 

997 

12-     ij^+  7*7,+  3i7,+10>7, 

Zu  Grande  liegende  Normen 
N(l-{-yi^)  =  9  .  59 
-A^(2+>7i— *7,)  =  9  .  89 
iV(l— *7  J  =  9  .  107 
iV^(l+*?4+*7,)  =  25  .  131 

-^^C^+^j— *J,)  =  Öl  •  1*9 
i^(2— »7^  =  9.223 

N(\-^^s)  =  9  .  241 
i^(3— ijj— *7,)  =  9  .  263 


iSr(4+,7o)  =  9  .  397 
^(l+%-^,-*»s)  =  9  .  509 
iV(l-t7,->7^-i7  J  =  9  .  643 

iy^(l+t7,+i7,-*73)  =  25  .  911 

i^(l— >?,-+-*7j  =  9  .  953 
AX3+»7,+0  =  9.997 


*)  Sie  sind  alle  wirklich,  liegen  aber  zum  Theil  sehr  verateckt  wegen  der  Complication  mit 
den  kleinen  Primzahlen  3  und  5,  wesshalb  ihre  Primfactoren  meistens  indirect  vermöge  der  beigefügten 
Normen  ermittelt  sind.    Ffir  die  fibrigen  Primzahlen  jp  haben  sich  folgende  Normen  ergeben: 

AX2-*7i+*?4)  =  193.59,       N(Z-ri^+yi^)  «  81.277    und    N(l+yi^^ri^+v^)  =  277.59, 
AX2+2*;o-*7j)  =  293  .  241 ,         iSr(»7,-2*7j)  ^  359  .  263  ,         iy^(3+»7^+*7^-,7  J  ==  491 .  107 , 

AXl+*?,-2t7j  «  751 .  131 ,  AX*Jo+2i7j— t7j)  =•  761 .  149  . 
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X  =  67 

VI.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
3  zweiundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  67): 

t?^  =  «  -I-  «'+  «"+  «*'-!-  a'-f-  «*-{-  «***+  a"+a"4-a**+«"+a" +«"+«' +«"4-«"+«*' 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»y*  -+-  ^'  —  22i}  -H  6  ==  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

>?J  =  16  +  3»?j ,  *j^i?,  =  —  6  +  3>7^  +  1?,  ,  %i?,  =  —  6  +  ty,  +  3tj,  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p 


p 

»lo 

*Ii 

*1> 

P 

*lo 

»Ji 

n% 

3 

H-  1 

—  1 

—  1 

521 

—  86 

—145 

4-230 

5 

0 

—  2 

4-  1 

541 

—104 

—187 

—251 

43 

—  6 

+  21 

—  16 

563 

—  15 

—118 

4-132 

53 

—  3 

—  20 

4-  22 

661 

4-130 

—321 

4-190 

109 

—  33 

+  67 

—  35 

673 

4-  93 

—263 

4-169 

137 

+  33 

4-  38 

4-  65 

809 

4-167 

4-392 

4-249 

139 

4-  13 

4-  51 

—  65 

857 

4-114 

—244 

4-129 

179 

-+-  17 

—  88 

4-  70 

929 

4-  67 

—367 

4-299 

271 

-4-  23 

—100 

4-  76 

941 

4-152 

4-168 

—321 

311 

—  59 

—  89 

4-147 

983 

—  74 

—146 

4-219 

313 

—  33 

4-149 

—117 

991 

4-  62 

4-285 

—348 

14 
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p 

3 
5 
43 
53 
109 
137 
139 
179 
271 
311 
313 
521 
541 
563 
661 
673 
809 
857 
929 
941 
983 
991 


X*?o)i  Primfactoren 

-    *+    % 

-  3-     ,, 

-  29-  bf}^+  If}^ 

—  47-M0t7^+25t?j 
+     9—  2»;, 

+     3—  2yi^ 

-  17-  3»,^-  6»7, 
— 169— 30ij^+42*jj 

—  20+  3t7j-4-  9*j, 

+  21—  5»7j 

+  27+  5>7, 

+  41-  7v-l9fl^ 

-  3+  4*7, 

+  12—  4i7j+  3>j^ 
+  63— 15»y^+llt7j 
+     4-  5»?„-  2»,, 

—  47+13>7^—  8>j, 
+     2+  2»j^—     f}^ 

—  5+     %+  3t,j 


der  Primzahlen  j>.*) 

Za  Grande  Hegende  Normen. 


N(-  2+  t?^-  >,,)  =     3 .  109 
iV(—  7-2»?,)  ==  3 .  137 


iV(—  5— 2>jj+  tjj)  =     5  .  271 
iV(-  8—  *7o+6>j,)  =     3.311 
iV(l5+2»7j  =  5.313 
NI—  5+6tj  )  =  5  .  521 


jV(—  2+3»?^— 9»?,)  =  67  .  661 

JV(— 13— 6tj^+3»7,)  =  43  .  809 
N(—  6+7rj)  =  5  .  857 
iV(23— 5»7j  =  3.929 
N(22+Syi^)  =  5.941 


*)     Ks  gilt  hier  Ahnliches  wie  in  Nr.  V.,  wesshalb  beziehungsweise  die  zu  Grande  liegenden 
Noraicn  boigefHgt  sind. 


107 


X  =  67 

VII.    p  zum  Exponenten  33  gehörig. 
2  dreiunddreissiggliedrige  Perioden  (fttr  die  primitive  Wurzel  2  von  G7): 


i>& 


,,j  =  «'4.«"+«"+«"+«"+«"+«"+«'+«"'+«"+«"+«'+«"+«"+«"+«"+«"+«" 

+a"+„»+a"+«"+«"4-«"+a*'4-«"H-«"+a'Va"+«"+«"+«"+«"; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»)"  +  ») +  17  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


nl  = 


=  -17-.,„, 


Vi  =  +17 


CoDgruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»3o 

»li 

17 

0 

—  1 

19 

1 

—  2 

23 

2 

—  3 

47 

5 

—  6 

71 

34 

—35 

73 

7 

—  8 

83 

39 

—40 

108 

48 

—49 

127 

10 

—11 

151 

50 

—51 

157 

51 

—52 

167 

78 

—79 

173 

12 

—13 

181 

58 

—59 

P 

1o 

»li 

199 

13 

—  14 

211 

99 

—100 

227 

14 

—  15 

257 

15 

—  16 

307 

106 

—107 

317 

77 

—  78 

389 

94 

—  95 

419 

167 

—168 

421 

84 

—  85 

449 

178 

—179 

457 

146 

—147 

467 

223 

—224 

479 

21 

—  22 

523 

22 

—  23 

P 

1o 

1i 

557 

143 

-144 

569 

23 

—  24 

571 

183 

—184 

601 

117 

—118 

607 

101 

—102 

613 

211 

—212 

619 

102 

—103 

659 

260 

—261 

1    691 

141 

—142 

709 

182 

—183 

719 

26 

27 

743 

358 

—359 

773 

27 

—  28 

P 

lo 

»Ji 

797 

193 

—194 

821 

234 

—235 

823 

352 

-353 

827 

118 

—119 

839 

331 

—332 

853 

275 

—276 

859 

140 

—141 

877 

249 

—250 

881 

180 

—181 

887 

1 

29 

—  30 

907 

311 

—312 

971 

189 

—190 

977 

420 

—421 

14' 
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X  =  67 


/Qtjj,  rni 

Dtacton 

m  aer  rru 

oizaniei 

ip. 

p 

A^o) 

P 

/(no) 

P 

Ano) 

P 

Xlo) 

P 

/llo) 

17 

"fo 

167 

9-2>?i 

421 

i+ß'Jo 

613 

20-3t,, 

827 

1+7% 

19 

1-% 

173 

12-  % 

449 

3-61,^ 

619 

l-6t,j 

839 

18-5»,^ 

23 

2-% 

181 

4-3t,j 

467 

16-3t,^ 

659 

13-5t,^ 

853 

25-31,, 

47 

^-^ 

199 

13-1)0 

467 

19-2t?^ 

691 

14-5»,, 

859 

13-6% 

71 

1-2^ 

211 

ll-2t,^ 

479 

21-  % 

709 

19-4t,, 

877 

4-7% 

73 

7-% 

227 

14-  D, 

623 

22-1^0 

719 

26-1,, 

881 

19-6% 

83 

3-2t,^ 

267 

15-  \ 

557 

15-4»,, 

743 

25-2>,^ 

887 

29-  % 

103 

6-2t,^ 

307 

11-3»,, 

569 

23-% 

773 

27-% 

907 

26-31,, 

127 

10-  Vo 

317 

6-4t,j 

671 

19-3i7^ 

797 

21-4% 

971 

21-5% 

161 

1+31,^ 

389 

d-4t,^ 

601 

ll-5*jj 

821 

3+7»,^ 

977 

9-7% 

167 

l-3t,, 

419 

3+6t,, 

607 

l+6>?o 

823 

2+7% 

VI.    p  zum  Exponenten  66  gehörig,  in  Beziehung  auf  67  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,  7,  11,  31,  41,  61,  79,  101,  113,  191,  197,  229,  233,  261,  281,  331, 
337,  347,  363,  367,  379,  383,  409,  433,  443,  463,  487,  603,  647,  577,  587,  593, 
599,     631,     647,     653,     677,     683,     701,     727,     733,     739,     757,     769,     787,     811,     883,     919. 
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A=71 


I.    p  =  7ltn  +  l. 


p 

a 

a» 

569 

—242 

—  43 

853 

4-284 

—379 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


rS 


+164       4-142       —224       4-153       —  41 
—158       4-337       4-172       4-227       —360 


4-249       4-  56       4-104 
4-120       —  40       —271 


1 1 


IS 


IS 


14 


,li 


16 


IT 


18 


19 


SO 


p  «*»     «•*     a'*     a"     a'*     a"*     a"     a"     a*»     «' 

569   —132   4-80   —  14   —  26   4-33   —  20   —281   —278   4-134   4-  5 
853   —194   4-349   4-168   —  56   4-303   —101   4-318   —106   —249   4-  83 


Ji 


lSS 


SS 


rS4 


»SS 


rS6 


ST 


iS8 


»S9 


»SO 


p  a»*     a"  a"  a**  «••     «*•     a"  a*"  a"  a* 

569   —  72   —215   4-251   4-141   4-  18   4-196   —205   4-107   4-280   —  49 
853   —312   4-104   —319   —178   —225   4-75   —  25   —276   4-  92   —315 


rSI 


»SS 


SS 


,S4 


»SS 


»SS 


,»T 


»SS 


>S9 


»40 


569   —  91   —169   —  70   —130   4-165   —100   —267   —252   4-101   4-  25 
853   4-105   —  35   4-296   —383   4-412   4-147   —  49   —268   —195   4-  65 


,41 


»4S 


r4S 


r44 


r4S 


»4S 


,4T 


»48 


»49 


»SO 


569   4-209   4-  63   4-117   4-136   4-  90   —158   4-113   —  34   4-262   —245 
853   —306   4-102   —  34   —273   4-  91   4-254   —369   4-123   —  41   4-298 


p  a»> 

569   4-114 
853   4-185 


»SS 


SS 


»S4 


»SS 


»SS 


ST 


—276   4-219   —  81   4-256   4-  69   —197 
—346   —169   —228   4-  76   4-259   4-198 


»SS 


»S9 


»60 


—122   —  64   4-125 
—  66   4-22   4-277 


p  a«i 

569   —  93 
853   4-192 


»6S 


i6S 


.64 


,65 


»66 


»6T 


«••         a».        cL^m  (t«»        ((••        a' 

—254   4-  16   4-111   —119   —221   —  4 
—  64   —263   4-372   —124   —243   4-  81 


»68 


»69 


,T0 


—170   4-172   —  87 
—  27   4-9   —  3 


Primfactofen  der  Primzahlen  p  ideal, 
so  dass  entweder   die   7.7.79241ten  oder  die   7.79241ten  Potenzen  wirklich 
sind,   und   zwar  scheint  die  erste  der  hierhergehörigen  Primzahlen  p  (569)  im 
ersten,  die  andere  (853)  im  zweiten  Fall  zu  sein  (vermöge  der  Normen  in  IQ.). 


110 


»I 


I 


+  I  +  I  + 


+  7  + 


II 


^        •• 


t*        M 


II   II   II 


II 


+ 


+ 


+ 


P4  " 


+  + 


e  _ 

Ü    11    U    11    II    il 


^        o 


1- 

I! 


'S 

c 
o 


«       «       «       8 
+      +     +      + 


a     I 


+ 


O 

> 


II 


II     H 

et        «1» 


II     II     II 


^     je    o 
N    ^      + 


I  x»  I  I  I 

+    1    +    +    + 

'  o  «  •<» 

^  m  n  ^ 

«         ä        S        S 


:^  II   II   n   II   II   II 


a»         9         O         «•         n 
S-  ^         «         •»         « 

>C-         S-         IS-         i:- 


+ 


et 

•%  II 

o 

U       I 
O       I 

*S 

N 

CO 


T    ^       p^       *- 

n  ^  «  ••. 


+ 


O 

I 


I 


+      +     -^ 


II 


II 


s 

H 


H 


•  I  M 


I 


+ 


11 


+  +  +  +    ■ 

8  "«  "«  '^e 

II  II  11  II 

«•  «•  «o  . 


i 


^   ^   ^ 

+  +  1 


"  J^^  IT- 


+  +  + 

J^        l=-        |f 

II     11     II     II     II 


|f         ü-         J^         IS-         IT 


lf       p^      -      »      « 
«     |f      |f      'S-      i;- 

IS-        15-        ^        l=- 


+  +  +  +  +  + 

,?  ,r  p"  »?  I?  tT 

II  II  II  il  II  il 

^  e  «•  t«  •»  2 

*^o  Ji-  IS"  IS-  IS-  »il 

jj.  e  e  o  o  e 

IS-  s-  s-  s-  *^ 


1^      2  IS-  »•  IS-  ••  , 

+  I  +  +  +  ;  ^ 

,^       j;^  |f  IS-  IS-  S-  o 

II   II   II  n  n  II  s 

IS-       1^       s? 
IS-      ü-      -i 


S-         IS-         IT        G; 

o       o       o     S 
1^       S-       U-      N 


O  C1 


+  +  +  +  t  t 

|t-  |f  *  ^  s-  IS- 

II  II  II  II  II  II 

t«  OD  ^  2  <•  •• 

IS-  IS-  sT  i?  ^r  ^ 

'S-  IS-  _?  ®  o  o 

'^  IS-  IT  S-  S- 


a 

e 

a 
o 

O 


9  M  M  .A  W  W 

'S"       V       V       'S-      ^      S- 


+  t  +  +  +  + 

ff«       1«       —  *».*•„" 

|f  IS-  1^  u-        *•         S^" 

II   n   II  II  II  .11 


1^      'S"      -T     «^     s^     ü- 

o         ®      'S"        *=^        %»         « 
^       ^       IT       JS"       V-       ^ 


^-  +  + 


M  O  M 

-  ^-  ^-  ,=?  .  ,.•- 

T"  +  +  + 

'^  ^  ^  n  ^ 

Ot        fr  f^  ^~  jr  ji- 

11^    11^  I!  II  II  II 

jC"      i;-  .1^  ,^  M  «« 
o  IS-  !?•  IS-  IS- 
IS- e  e  o  o 

IE-  |f  IC  |f 


O  O 

^  o 

^  €0 

i  i 


-  I  I 
^  +  + 


^    +    + 


■=•  I  I 


M   00    Cl 


I  I 


OS  C4 
€0  CO 
O  CO 


^  CO 
00  o 
CO 


^11 


*Ci  CO 

«  CO  o 

e.    «H  ^H 

+  + 


^    CO 


+  I 


OO    00 

I  + 


I    I 


O    00 

■=•  I   I 


I  I 


00    CO 

i?        et 

+  + 


^  CO 

-   00  « 

IS*  »^ 

I  I 


I  I 


CO  q> 
A«  00  o 


to  o 

I  I 


•j  ^   CO 

•"  +  + 


O    CO 
CO 

+  + 


*-4      00 

+  I 

S  O    00 

"■+  I 

;co  -- 

"  I  + 


IC-  C« 

I    I 


14-  r*   ©« 


m         eo 

*"  I  I 


«•  eo  »o 


+  I 


-»  eo  -"j« 


I  I 


^  o 

••  c*  eo 

M  eo 

"  I  I 


^  +  + 


CO    « 

••wo« 


©    is- 

^         4- 

t-i 

o 

u 

o 


s 


I 


^     I 


o 
js- 


S^  CO 

^      Ä     00 


+   1 


o  e« 

^   CO    CO 


+  1 


o  ^  O 

*■  I  I 

CO  CO 

•   CO  t- 

"  1  + 

Cl  o 

-"l  + 

CO  Od 

R.    00  o 


111 


CO 


O  'i*  «  O  eo 
M        CD  r*   O  ^ 


+  +  +  + 

'eS  5  "8 
J  +  +7 

•«       ■*       ot       « 

8    8    8    8 
+  +  +  + 


e 


^     «o 


tt  tt  s  » 

+  +  +  + 

e     M     e     t» 
*4     9«     «e     «• 
tt     8     8     tt 

II  II  n  II 

••       W*       OS       »4 

»^  *^  ^  p- 


o 


SN 
PL, 

I 

a 
o 

•c 

Oh 

'^ 

a 


s  s  s  8  s 

+  +  +  +  + 

»^        *        »        «  * 

S    S    S    8  (S 

+  +  +  +  + 


II 

CO 


o 


1B" 
O 

o 


Ol 

o 

CO 


1f 

o 


■n        IH        »*        1^        «• 

8    8    8    8    8 

•^ 

•^ 

+  +  +  +  + 

1 

<o                 ^       «0      ■• 

■■         ^k         mä         ^         ^ 

<• 

8    8    8    8    8 

o 

+  +  +  +  + 

CO 

"e  "8  "8  "s  "8 

+ 

1       1     II     II     II 

«4           ^           1»           tf^           «A 

^^           ^           ■•           ^9           ^W 

^    IS-    s-    ^  ^ 

^ 

r* 

1^ 
o 

QU 


+  +    .+ 

.?  »r  s^ »? 
+  +  +  + 
I?  w^  p- »? 
+  +  +  + 

^    «    »■    •• 
IS-    J^    >s-    ^ 
Ol 

+  +  +  + 

•4        «0        «•        O 

1^   I!-    i:-    ^ 

II  II  II  II 


!?•  s-  IS-  -r 

o     o     o  ^ 
IE-     S-     S-     j® 


II  +  I 


«   ^   O  oo   ^• 

^    ^    00    O 

+  +  +  I  I 


_,  O  c>  eo  "^  eo 
-        fH   r*  lO  o 


O     O     *H    »O    CO 
e  91    «-H    CO    CO 


+  1  +  1 


-i     e 
|f    S-    ^ 


«    ^    O    CO    « 
e»  Cl    CO    O    O« 

I  I  ++  I 


fH     t^    i<d    QO    O) 
CO    ^     1-^     QO 

I    I    I   +  I 


.  +  +  +  .  i 

••  ®   -»  ••  fl   •- 

^         «  M         I«»  P4  M        c- 

|f     |f  S-     ^  !?•  ^ 

+  +  +  +  +  -i 

n  ^  N 

U-    !?•  !?•    ^  j^  3 


fH   1-4   00   r*   o 
00  iO  e>«  00 


+  +  +  +  +  g  -^ 

'^    -    -    •    •  o 

,=^"  lE^  *?  i=r  sT  § 

+++++  a 

>c-    l=-  ^    s-  O    s- 

G«  O  C4  O 

II    II   II   11   II 

P4      ^     »-      o     •• 
*;  ^o  ^o  «^Z  *?*  ,? 


-8  -8  "8  -8  -8 

1 

IH                IE-      1^ 

+  +  +  +  + 

^     e>     e     M     (. 

0» 
CO 

o 

••         2 

8    8    8    8    8 

9^ 

te 

W        IH        «*    ^ 

s-   s-   s-   ^ 

+  +  +  +  + 
"8  -8  -8  -8  '8 

•  • 

1 

e 
»4 

C2 

04 

.  +  +  +  + 

«      .•      •       "•      o» 

j^    s-    J^    J^    ^ 

+  +  +  +  + 

•-    2    •    • 
-8  '8  "8  -8  -8 

+  +  +  +  + 

«•«•MM 

(S    8    S    8    tt 

s 
3 

+ 

+ 

+  +  +  +  + 

'         ••     o     ••     •» 
"   |f     J^     IT     ^ 

+  +  +  +  + 

rt      O       -4      •<      •• 

s-    J^    J^    K-    ^ 

II  II  II  1  II 

^ 

^3 

II  II  n  1  II 

o     M     <e     0»     t« 
1^    >c-    l^    l^      « 

^ 

CO 

+ 

cS 

n  O      «     «     «»     «^ 
j^    J^    j^    l^    ^ 

e     o     e  1^ 

^ 

c 

c 

'^    '^    '^    j^ 

TS 

(D 

s 

1^ 

+ 

'O 

04    Ol    09    -^    «C 
00    O)    t^     CO 

I    I    M    I 


fH  00    09  ^^  00 

M  QO  00  O 

P  Ol 

I  I  +  I  + 


04    OO    CO    o    o^ 
t-    CO    ^ 

o« 


CO 

9-4 

+ 


CO 


+  +  I  I     + 


o« 

+ 


o« 


Ol 


o 

09 


I   +  I    I  +       I 


^  ^  CO  ^  CO        ^ 
^   t»   o«         t» 

+  +  I  +  I     I 


»H    CO    O    O    CO  t^ 

CO    Ol    CO    O  CO 

I + I +7    + 


Ol    OO    CO    o    o>  t^ 

Ol    CO    iO    ^  O 

+  +  +  I  I    7 


o 

CO 


o« 


CO 


+  + I  I  +     I 

O  ^  r«   r«  CO         CO 

+  11+    + 


^        coo)oeoo»tor«t« 

^  iHiH^^OaOOOO» 


Ol 

00 

u 


§ 

o 
Z 

o 

00 

-s 

M 
c8 


o    a> 
P-i  2 

u    * 
d    K 

.2  a 

u 


^ 


^  V  S 


_5»  N 

Co  Ci 

—  bß 

c  a 

jn  a 

c8  ® 

S  g 

a  ^ 

•C  d 

P-i  % 


u  u 

o  o 

-d  >^ 

d 

o 
o 

a  N 

•r*  d 

•*•  o 


CO      " 
Ol      ^ 

o« 

•«  • 


II 


1« 


+      2 
Ol      jt- 


CO 

II  3 

^2  II 
+      2 


> 

CO 

o 

•9  • 


o 


II 

/^  Ci 

I 

+ 
§  + 

II  ^ 

ST*« 


CO 

-  II 

"  f 

sT  i=- 

co 

"    o 
'o      II 


^''  + 


112 


X«71 

IV.    p  zum  Exponenten  7  gehörig. 
10  siebengliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  62  von  71): 


r,^  =  «"+«"+«"+«"+«"+«"+«"  , 


»7,  =  a"4-«"+«"+aVa"+«"4-rt**  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

^i04-,,»4-4,,»4-20t>'-.103t7*+141i)*+207t>*-.12ö4tj*4-263ötj'— 4020i)+3737  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Vi 

V4 


V«  = 


Vs 


=  2t?i+2i;,H-2t>^+t>j  ,  tj^tjj  = 

=  %H-2>?,H->?y+>?3H-2»?,  ,  tj^i?,  = 

Congruenzwurzeln  mod. 


P 

37 
101 
103 
179 
233 
463 
613 
659 
811 
829 
953 
971 


»30 
0 
0 
3 
6 

—  2 
+  4 
+  20 
+  40 
+  50 


5 
25 
12 
20 
42 
56 
32 


4-190 
+353 


+  14 

—  16 
-h  10 

—  13 

—  10 
4-  32 
—172 
—154 
—154 


nt 


+ 


6 
12 

9 
34 
14 
24 
58 


+235 
+382 


»l4 

—  6 

—  28 

—  33 
+  36 
+  8 
+206 

—  57 
—289 
—348 


»Ij 


>?,+>?,+>?,+2*?j+2t?,  , 
%+^,+2»»4+>?j+»?T+% , 

»?oH-2>?i+»?,+»?4 +%+>?, , 


+ 
+ 


10 
17 

—  36 
+  59 

—  77 
—163 

—  64 
+173 
—127 


1« 
1 
+  14 

—  47 

—  75 

—  27 
—165 
+  72 

—  68 
+403 


+  1 

—  21 
+  6 

—  37 
+  46 
+  63 
+222 
—222 
—119 


18 

—  17 

—  2 
+  42 
+  78 
+114 
+186 
+  76 
+227 
+224 


»l9 

+  7 
+  48 

—  28 
+  70 

—  95 
+219 
—188 
—133 
+146 


—  40   —275   —140   —361   —430   +212   —150   +103   +259   —150 

/(*>o)»  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Nur  die  letzte  dieser  Primzahlen  p  hat  wirkliche  Primfactoren : 

p  =  971        x%)  =  ^-^z-^i-\ ; 

Die  Primfactoren  der  übrigen,  deren  keine  die  quadratische  Normform  hat,  sind 
in  7ter  Potenz  wirklich. 

Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen  in  h. 

^(%)  =  37  .  101  ,    iS^(l-0  =  3^'  »    N(i-hyi)  =  11593  ,    iV(2->7)  =.  2557  , 

iV(2+t?,)  =  101 .  233  . 
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VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig. 
5  vierzehngliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  62  von  71): 


Wurzeln  der  Gleichung: 

i)*-+-t?*— 28i)*+37r'+25i)+l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


fll  =  12— 2*,^-h2>?i-+-3>7,  , 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


Va  =  — 2+tyj-+-3»'j  , 


P 

23 

41 

97 

181 

193 

239 

307 

389 

449 


1o 

»li 

1i 

»Ii 

*l4 

+  2 

-^  10 

—  8 

—     8 

-^   3 

—  1 

+  20 

-♦-16 

—     4 

-^   9 

-♦-19 

-f-  46 

+27 

—  31 

+  35 

-^  4 

-♦-  55 

-♦-53 

+  88 

—  20 

-M4 

—  67 

—94 

-^  51 

+  95 

-♦-16 

—  78 

-♦-49 

—  95 

—132 

—  2 

-f-  62 

—12 

-♦-  57 

—106 

—63 

—171 

—74 

—165 

4-  83 

—17  -f.  33  —24  4-59  —  52 


p 

»lo 

»li 

1i 

li 

14 

467 

—64 

4-  78 

4-201 

4-177 

4-  74 

523 

4-27 

—219 

—  31 

—120 

—181 

607 

4-24 

4-  59 

—  84 

—240 

4-240 

619 

—74 

—283 

—141 

—309 

4-187 

673 

—20 

—107 

4-  34 

—  37 

4-129 

733 

4-31 

—236 

4-358 

4-250 

4-329 

751 

—  6 

4-179 

—270 

4-135 

—  39 

761 

4-20 

4-156 

—170 

—215 

4-208 

/(tjj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P             A^o) 
23     4-2-  f}^ 

41     4-14-  Vo 
97     —4—  ij,— 1?, 
181     4-4-   ri^ 
193     4-5— 2*j, 

P           Ano) 

239     — 34-2tj,4-t7, 
307     4-24-% 
389     — 14.|,j-f.2ty^ 

449     4-24-i)i—  *?,— 1), 

p         Ano) 

467     -l4.*?,-2»,, 
623     -4-t?^-  1,, 
607          4-i?,4-  1?, 
619     4-1— 2*jj 

P               A^o) 
673     4-34-t?,4-r, 
733     4-2-*?^4-t», 
751     4-64-»?^ 
761     4-74-*?34-i», 

. — tl 
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X  =  71 

Vn.    p  zum  Exponenten  35  gehörig. 
2  fünfunddreissiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  62  von  71): 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»)'  -h  t?  +  18  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


,,J  =  —  18  -  t,^  ,         ri^f}^  =  +  18  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

1o 

»Ii 

P 

no 

1i 

P 

1o 

1i 

P 

*lo 

»li 

2 

0 

—  1 

191 

43 

—  44 

419 

158 

—159 

677 

201 

—202 

3 

0 

—  1 

223 

89 

—  90 

499 

189 

—190 

719 

319 

—320 

19 

4 

—  5 

229 

85 

—  86 

503 

134 

—135 

739 

121 

—122 

29 

12 

—13 

251 

77 

—  78 

509 

123 

—124 

787 

299 

—300 

43 

16 

—16 

263 

39 

—  40 

521 

216 

—217 

797 

178 

—179 

73 

20 

—21 

271 

73 

—  74 

547 

114 

—115 

821 

286 

—287 

79 

30 

—31 

277 

57 

—  58 

557 

258 

—259 

839 

91 

—  92 

83 

28 

—29 

293 

72 

—  73 

571 

165 

—166 

881 

363 

—364 

89 

37 

—38 

311 

96 

—  97 

577 

131 

—132 

929 

105 

—106 

107 

50 

-51 

313 

122 

—123 

587 

76 

—  77 

941 

327 

—328 

109 

46 

—47 

359 

65 

—  66 

617 

49 

—  50 

947 

168 

—169 

181 

22 

—23 

367 

162 

—163 

641 

202 

—203 

983 

313 

—314 

161 

34 

—35 

373 

136 

—137 

643 

107 

—108 

997 

437 

—438 

167 

68 

—69 

379 

47 

—  48 

647 

311 

—312 

/(*Jo)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primüftctoren  /(*lo)  ^^^^  folgende  Primzahlen  />. 


P         Ano) 
107       5— 2t7^ 

293       l-4*jj 


P         Ano) 
509     13— 4>|j 
643       1+6*»^ 


P         Ano) 
647     23— 2t?j 
739       7— 6tjj 


15' 
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Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  die  in  7ter  Potenz  wirk- 
lich sind,  und  bilden  3  Gruppen: 

d)    p  mit  Normen  =  2p*),  entsprechend  der  quadratischen  Form  9y'-4-2yz+8z'. 


p 

/'M 

♦(lo) 

P 

2 

10-        % 

571 

19 

1663—     6990t?j 

*-% 

641 

83 

4000117—   6832 18tj^ 

l-3t,. 

719 

223 

349645+  39042522)}^ 

l+ö'Jo 

797 

251 

17-3»,, 

821 

277 

125052839—  74596116t}^ 

8-K 

839 

311 

307888061—  24644398t}^ 

20-3»,, 

929 

313 

186392485— 115019952)}, 

11-5»,, 

941 

547 

23-5»,, 

983 

13-7»,, 

32—3»,, 

4+9»,, 

8-9„, 

37-3»,, 

11-9»,, 

16-9»,, 

27249101  -6025342612»,,  40—3»,, 

41-3»,, 


2950576979—1 329869960»,, 
3495729343—2104973530»,, 
5773871921—2925398804»,, 

10947905593—2809018414»,^ 


b)    p  mit  Normen  =  4p**),  entsprechend  der  quadratischen  Form  5^'+4yj2;+l52;'. 

995906527—  10685988»,,  35—  3»,, 
2556959459—  398765072»,,  38—  5»,, 

25-  9»,, 
558233119—1353459496»,,  49—  »,, 

53-  5»,, 

35—11»,, 

23655930371—4215474444»,,  46—  9»,, 


p 

/'(no) 

♦(no) 

P 

43 

189505—   109338»,, 

2-3»,, 

373 

73 

776827—   740448»,, 

10-3»,, 

521 

79 

4373033—    17190»,, 

11-3»,, 

577 

131 

20616511—  3100990»,, 

22-»,, 

617 

229 

97770973—  S3492660»,, 

26-3»,, 

881 

263 

144628885—  56722078»,, 

10-7»,, 

947 

359 

29—5»,, 

997 

367 

120821069—218045526»,, 

1-9»,, 

*)  d.  h.  für  jede  dieser  Prixnxahlen  p  gibt  es  eine  compleze  Zahl  <^(»]o),  so  dafo  iV<f>(v|Q)  =b  2/>. 
Diese  ist  lieigefQgt  und  liegt  der  Berechnong  des  Prim&ctors/'(*)o)  sn  Gmnde.  Es  ist  »Iq  =  + 10 
(mod.  20. 

^)  d.  li.  fSr  jede  Primsahl  p  gibt  es  eine  eompleze  Zahl  ^(»lo))  welche  in  der  Tafel  bei- 
gefOgt  ist,  so  dass  N^n^)  es  4p.  pfir  dieselben  Primzahlen  p  findet  anch  stets  die  Norm  N^'(fio)  —  ^P 
statt,  z.  B.  Ar(ll— 2»],)  =  5 .  43  ,  ^^(7— 4i,„)  =  6 .  73 ,  ^(17— 2ij,)  =  5  .  79  n.  s.  w.  —  Auch  ist 
iV(l— »,<,)  =  4.5  and  ^^(277—4*1,)  =  5». 
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c)    p  mit  Nonnen  ^  ^p^)j  entsprechend  der  quadratischen  Form  Sy^-h^yz-h^^z^. 


p 

/'(no) 

♦(lo) 

P 

3 

46—      2t?^ 

379 

29 

3167—   30860»?^ 

3— 2tj^ 

419 

89 

3894397—  1167136t7j 

13— 2*jj 

499 

109 

13374317—  225516)}^ 

15— 2t>j 

503 

151 

39035269—  2911 182)}^ 

11— 4t?j 

557 

157 

46827416—  1938684t}^ 

19— 2i)j 

687 

191 

42665261—19197638170 

15— 4t>, 

677 

271 

21— 4t?0 

787 

285362447—  23278335O>}0 
1272946397—  157478306t?j 
1376848547—  531241326)}^ 

737351196—  925194404t}, 

5010451639— 1359431236i7„ 


♦ho) 
3-f-  8>,^ 

16-  8>,^ 
33-  4.,, 
39—  2>i, 

21-  H 
ll-10>,j 

31-  8»,, 


Vm.    p  zum  Exponenten  70  gehörig,  in  Beziehung  auf  71te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

7,  11,  13,  31,  47,  53,  59,  61,  67,  113,  127,  139,  149,  163,  173,  197, 

211,  241,  257,  269,  281,  317,  331,  337,  347,  349,  353,  383,  397,  433,  439,  457, 

461,  479,  487,  491,  541,  699,  601,  631,  661,  683,  691,  701,  743,  757,  769,  773, 

809,  823,  859,  863,  883,  887,  907,  911,  919,  967,  991. 


*)  d.  b.  für  jede  dieser  Primzahlen  p  gibt  es  eine  complexe  Zahl  f(iio)>  so  dafs  N^ri^)  =  Zp. 
Anch  findet  für  jedes  die  Norm  N^\no)  =  ^P  «^^i  >.  B.  i^^(7— 3iio)  —  3.29,  JV(22— 3i)o)  =  8.89, 
nnd  es  ist  iV(3+iio)  =^  S*^*   endlich  ist  «Iq  =  —  1071  (mod.  3^). 
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73 


1. 

p  =  73m -f  1. 

Congruenzwurzeln  med. 

P' 

p 

a 

a^ 

a» 

a« 

a» 

a« 

a^ 

a» 

«» 

«10 

293 

-4-100 

4-  38 

—     9 

—  21 

—  49 

4-  81 

—104 

—145 

—143 

4-  67 

439 

—  42 

4-     8 

4-103 

4-  64 

—  54 

4-  78 

4-     7 

4-145 

4-  66 

—167 

877 

4-220 

4-166 

4-343 

4-  38 

—410 

4-131 

—121 

—310 

4-206 

—287 

P 

««' 

tt»« 

ai> 

a>* 

a»» 

tt>« 

a>» 

,18 

a»» 

«10 

293 

+133 

4-116 

4-  73 

—  26 

4-137 

—  71 

—  68 

—  61 

4-  63 

-t-  26 

439 

4-     9 

4-  61 

-+-  72 

4-  49 

4-137 

—  47 

—221 

4-  63 

—  12 

-t-  65 

877 

—213 

—379 

—  66 

—268 

—201 

—370 

4-161 

4-340 

4-265 

—  28 

P 

a'« 

«>' 

a" 

a'* 

a'» 

a'« 

a'» 

«18 

«19 

«10 

293 

—  37 

4-109 

4-  69 

4-  40 

—102 

4-  66 

—  67 

4-  39 

4-  91 

4-  17 

439 

—  96 

4-  81 

4-110 

4-209 

4-     2 

—  84 

4-  16 

4-206 

4-128 

—108 

877 

—  21 

—287 

4-  43 

—187 

4-  79 

—160 

—120 

—  90 

4-371 

-f-  69 

P 

a»» 

a" 

a" 

a»« 

tt" 

«»« 

a»T 

«18 

«19 

«40 

293 

—  68 

4-  60 

4-140 

—  64 

4-  46 

—  88 

—   10 

—121 

—  87 

4-  90 

439 

4-146 

4-  14 

—149 

4-112 

4-125 

4-  18 

4-122 

4-144 

4-  98 

—166 

877 

—175 

4-  88 

4-  66 

—389 

4-366 

—164 

—123 

4-127 

—124 

—  93 

P 

«4  1 

a«» 

a*» 

«** 

«*» 

«*« 

«*T 

«*• 

a*» 

«50 

293 

—  83 

—  96 

4-  69 

—132 

—  16 

—  35 

4-  16 

4-136 

-t-  22 

—144 

439 

—  94 

—     3 

4-126 

—  24 

4-130 

—192 

4-162 

—219 

—  21 

4-     4 

877 

—289 

4-441 

—327 

—  26 

4-419 

4-  95 

—148 

—111 

4-136 

4-102 

/' 

a»» 

a" 

«»» 

tt»* 

a»» 

«56 

a»T 

«58 

tt»» 

«6  0 

293 

—  43 

-f-  95 

4-124 

4-  94 

4-  24 

4-  56 

4-  33 

4-  77 

4-  82 

—     4 

439 

—168 

4-  32 

—  27 

—183 

—216 

—  147 

4-  28 

4-141 

—216 

—189 

877 

—362 

4-167 

—  94 

4-368 

4-276 

4-207 

—  64 

—  48 

-  36 

—  27 

P 

a«i 

««' 

««» 

««4 

tt«» 

«•« 

«•» 

«6  8 

a«» 

«TO 

293 

—107 

4-141 

4-  36 

4-  84 

—  97 

—  31 

4-123 

—     6 

—  14 

4-  65 

439 

-f-  36 

—195 

—151 

4-196 

4-109 

—188 

—     6 

—187 

—  48 

—179 

877 

4-199 

—  70 

4-386 

—149 

P 

293 
439 

877 

—331 

4-  64 
4-  55 
—388 

—  29 

«»» 
-f-126 
—115 
—291 

—241 

—400 

—300 

—226 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wirklich  in  134853 ier,  reep.  89. 134363 ter  Potenz. 
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X=»  73 

IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
18  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


ijg  =  «'  -i-  «•  +  a^*  +  «•*  , 


^1» 


1,  =  «*  + 

,=„"+«"  +  «»•  +  «», 


a        -J-  Ä      -f-  U        -T"  ft        9 


'IS 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


Vi» 


4  -f  1),  +  2t>j,  , 

^j  +  'jj  +  *)24  ■+"  *yjy  > 
^1  +  ^,  +  ^1*  "*"  ''ij » 

»7,  +  17.  +  1?,  +  t),o  » 


VlO 

Vll 


=  ^4  +  %  +  »Jw  +  »7 


»»l  + 1»  + 1,  +  >»„ 

»J«  +  f,  +  1„  +  »!„  , 

*>»  "*"  "»lo  ■**  "»l»  +  ^1*  ' 
2>)o  +  «J,  + 1)„  , 

ll  +  •?»  +  f  10  +  flu  » 

Gongraenzwurzeln  mod.  p. 


\  = 

•»17  = 


^  a 


II 


a"  +  «" 


ce 


16 


a 


67 


a 


57 


ft       -f-  «        ~T-  «        "T"  'f 


%^» 

^^'ll 
Vl4 

Vit 


^»  ^"  ^8  "^  ^19  •*•  ^IJ  » 
1)4+  2tjj  H-  i)y  , 

%  H-  1),  -+->?.  +  ''iT  » 

*?4  +  *?y  H-  ^is+iJis  > 

*?i  -h  >?,  H-  t?y  H-  i?,j  , 

^»  "*"%  '^^'ij  "^^n  ' 


V 

173 
667 
767 


•Jo                  1l  1j  1s                  I4                   Ift                   *l6                  1t 

4.  2  —  71  +12  —  32  —  63  —  30  4-13  4-63 

—13  4-  57  4-111  4-186  4-104  —216  4-236  —206 

—17  4-  40  —266  4-127  —363  —285  —133  —278 


18  1f 

—  64  —  76 

—172  4-147 

—227  —306 


173 
567 
467 


lio 
4-  43 
—260 
—  88 


*lii 
4-  86 
4-127 
—119 


1l2 

4-  83 
—233 
—176 


lis 
4-  27 
—110 
4-256 


»Il4 

—  39 
—122 
4-194 


—  38 
—122 
—169 


1l6 

4-  35 

4-244 
—205 


1lT 

4-  38 
4-231 
—267 


ftyi^i  PrinifiEiCtoren  der  Primzahlen  p^) 


4-173     14-t?^4-t)„4->?i, 


P         Ano) 
—667     1— tjj— »jjj 


P 
4-767 


Ano) 


'18 


14 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(ri)^l,      iV(l4-i?)  =  27 ,         iSr(l-t?)  =  439  ;        iSr(2— »j  J  =  27  .  173  , 
^(^+\)  =»  27  .  173  ,        iSr(l— t?,4-t?iy)  =  —  27  .  757  ,        N^ri^+fi^^v^-^f)^^)  =  173  .  6836669  . 


*)    Das  Zeichen  4*  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,   dass  NAno)  =^  -t-/>>  das  Zeichen  — , 
dass  NßjnQ)  ^  — /»ist. 

16 


122 


73 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
12  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


=  rt  -♦-  a*  -h  a'  +  «"  + 


V.  = 


DE       "t"  «     -f-  Ä        -T"  ft       "T"  **       "T"  Ä       9 


=    «» 


a     "T"  ^ 


17 


.70 


a     -t-a     , 
*?'  =  «'  +  «"  +  a"  4-  «"  4-  «"  +  a"  » 

rt       -T"<*       ~T"Ä       "T"rt       T»«       -T"<*       > 


•;.. 


1»  = 
%  = 


a»»  +  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  , 


«»4.«"  +  «*'  +  «" 


a     4-  rt     , 


a"  4-  «"  4-  «"  4-  «*'  4- «"  4-  «**  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

*y"  4-  t?"  —  33»j"  —  70>j'  4-  288»j'  4-  929»)^  —  298»»*  —  3421»7*  —  2921tj*  4-  1195>j'  4-  17I8tj' 

—162*7—211  =»  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

6  4-  2tj^  4- 1?3  4-  2fi^ , 

*»i  +  ^5  +  *»«  +  *»f  +  %  +  ^9  » 


«•!  = 


•0 

Vi'' 

v«-= 

V8  = 
VlO  == 


2t?,  4- 1?4  4-  t?5  4-  t?io  +  »»ii ' 
t),  4- 1?,  4- 1)^  4- 1),  4- 17,  4-  i)io » 

^'o  ^"  ''j  ^"  ^^6  "*■  ''r  ■*■  ^''s  » 

1,  4- 1)^  4-  >?5  4-  ij,  4-  ify  4-  i?„  f 


Vi  = 

%*»!  = 

Vi' 

V9 
Vll  ' 


P 

211 
603 
593 
739 
941 


0 
4-10 
4-20 

—  7 

—  8 


1i 
—101 
—131 
4-284 
—220 
—169 


—  73 

—  18 

4-  70 
4-244 
4-435 


Congruenzwurzeln  med.  p 

1l  *l4  I4  *Ig 

-4.  36  4-5  —  55  —  45 

4-122  4-241  4-119  4-  92 

4-233  —141  4-  33  4-115 

4-297  4-194  4-361  4-126 

4-126  —409  —468  —257 


»?, -4- 2iy^  4- »?j -t- *?g  4- *»„  , 

2*7,  4-  »7j  4-  *7,<j-4-  2t7jj , 

*),  4-  17,  -4-  *7,  4-  fy  4-  *7,<,  4-  *7ii  I 

*?,  4-  t7j  4-  17,  -4-  %  4-  »7,  4- 17,^  , 

2%  4-  »7,  4-  17t  4-  ^^B ' 

17^  4-  2t7,  4. 17^  H-  tj^  4-  1J,,, . 


—104 
—116 
—123 
—132 
4-  17 


»l8 

—  17 
4-141 
4-  49 

—  48 
4-366 


I9 
—  100 
4-218 
—149 
—317 
—146 


P 
211 

503 
593 
739 
941 


*lio 
4-  79 
—203 
—211 
—181 
—  66 


»Jii 
—  48 

4-  27 
—186 
—318 
—363 


/(O,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.z.  B.*) 


p 
—211 


p  A^o) 

-593         24-t7o-'7,-'7io 
—503     6— t7j4-2t7,— 2>7,— i7j— i7g4-t?,o+2''ii  (»^   ^^T  Norm  iV(l— »lo+^'s+^ii)  =  ^  ^  •  ^^S). 

Normen  complexer  Zahlen  in  $. 

iV(l4.,,)  =  8.9,  ^(1— »»i)  =  —8.373,  iV(,,^— ,,^— 1,^)  =  8.9.503, 

^(^.-%-*"'Jio)  =  593'  ,  ^(iH-'Jo-^Ja-^io)  =  ^  •  593  ,         iSrC*?,-»?^-»?,-^)  =  »  •  941 , 

iv(l— i},-i»44-»75-*?9-i?,oH-»J„)  =  9  ,  iV(l— »7,— t744-*7,4-i7,)  =  137  .  503  , 

iSr(l— t7,4-t7i,)  =  —  81 .  739  . 


*)    Das  Zeichen  4-  ▼or  den  Primzahlen  p  zeigt  an,   dass  N/(r,Q)  ■■  4-P)  das  Zeichen  —  . 
dass  J^iio)  =  —  P  i«t. 


123 


X  =  73 

VI.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
9  achtgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

*j*+*?*—32ij^—llij*4-278ij*—3V—427ij' -1-1501}'— 8»j—l  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


V4 

Ms 


>  


8+2>jj+2*;,+2»j^-|-»j3  , 

2*?o-*-*?i+2tjj-h*jj-|-iyy-|-tjg  , 
*?,-*->?,+>?5-*-2i?j-l->?,4-2*|j , 


>?i-*-»?,4->?4-|-2tj^-|-ij^4-2»j^  » 
2>?i-l-2tj,-|->,^-f-2tjj-|-»?g  , 


Congruenzwurzehi  med.  p. 


p 

»lo 

»Ji 

»I» 

»Ii 

»»4 

»I» 

*l5 

»It 

»J« 

83 

+  1 

-1-  23 

4-  39 

—  4 

4-  32 

4-  23 

—  21 

4-  15 

—  26 

197 

+  14 

—  55 

-1-  86 

—  85 

4-  96 

4-  39 

—  74 

4-  96 

4-  79 

239 

—  4 

—  60 

4-  71 

4-  66 

—  24 

—  81 

—  72 

4-  59 

4-  44 

241 

+  5 

—  24 

4-  72 

—  93 

—  38 

—114 

—  85 

—  51 

4-  86 

521 

4-  7 

—174 

4-137 

4-  23 

4-  51 

4-  94 

4-233 

—  92 

4-241 

647 

+  15 

+229 

—  18 

—  46 

4-265 

4-  82 

—816 

—180 

—  82 

eri 

—  19 

—411 

—252 

—164 

—  32 

4-273 

4-287 

—279 

—375 

/(^o)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

Ano) 

83 

+1-% 

197 

4-1— >?,—>?, 

229 

-l-*?,-1?6 

P       Ano) 

241     -14-f».4-*?g 
521     -24-f»54->?, 


P  A^.) 

647      -Hl— ,,^— ,,^4-»,^ 

971      — 24-i)o4-*»,4-*j5 


16' 


124 


73 


Vn.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 
8  neungliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


-«.  -I_  ^'  _L  /•*   _t_  yv*  _l_  yv^*  -I.  /»"  -1_  /»•♦   _1_  /**»   _l-  r»*^ 

a-|-a-H<*-t-a-f-a     "?-<*     "i"<*     "n^     "n<*     > 
a-f-rt     «t*«     "i"<*     -ir  u   "^  et     -pof     •+"<*     *+•<*     > 


„^  =  «"  +  «»  +  «"  +  «"+«"  +  «"  +  «"  +  «"  +  «". 


.1» 


.SO 


60 


.4T 


=  «"  H-  «•"  -h  «""  +  «"  +  « 


11 


a 


4S 


.11 


." 


«'*  -H  a"  -H  a"  ; 


4«  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>?•  H-  tj'  -H  5i}*  —  17iy*  —  46ij*  —  136t?'  +  320»j'  4-  512»?  +  4096  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


<-- 

*'o"*"2^i-+"2'?4+2»jj-|-2t 

?6' 

Vi  = 

—1— »?,+*? 

^-t?j+2t?, 

j 

Vf- 

-l+2ij,4-i? 

'4-^«— ?T  ' 

1 

%^1  = 

—  1  — »?4+2t?j— >?5  +  »?y 

> 

♦?o%- 

8, 

V5- 

— 1— *?i+2t?,— *?,+»?^ 

> 

v«  = 

-14-2t?j+t3 

',-*?4-^  ' 

} 

Vt  = 

—  1  — *?1+*?; 

,-t,^+2,j^ 

• 

Congruenzwurzeln  med. 

p- 

p 

1o 

1i 

^9 

»Jl 

^i 

^i 

16 

»17 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

37 

+  1 

+  12 

+     2 

—  14 

+     8 

+  13 

+     4 

+  10 

89 

—  2 

4-  15 

+  38 

—  26 

—     4 

—  41 

+  33 

—  14 

223 

+14 

+106 

+  22 

—  16 

—  95 

—  42 

—101 

+111 

251 

—  1 

—  99 

—  49 

—  74 

—     8 

—  66 

—  77 

+122 

347 

+32 

+  84 

—126 

+127 

+  87 

—  66 

+  44 

+164 

367 

—38 

—  52 

—181 

+  44 

+135 

+141 

+150 

+167 

S97 

—  7 

+  26 

+129 

—117 

+169 

+153 

+  77 

—  34 

659 

—95 

+299 

+225 

+285 

—229 

+205 

—328 

+296 

661 

—90 

+222 

+174 

+175 

+279 

+137 

+152 

+272 

673 

—  9 

—158 

—  21 

+  19 

—300 

+247 

+256 

—  35 

963 

—36 

+108 

—119 

+  79 

—212 

—247 

+  64 

+362 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  89ter  Potenz  wirklich. 


125 
Normen  complexer  ZaUen  in  ^. 

Nfi^   -=  2" ,    iNr(l-t?o)  ==  2^37  ,    N^l-i-Vo)   =  2;261 ,       iV(2-t?,)  =  2137  , 

^(24-i?o)  =  2f89,    i\r(3-tj)  =  2?293,    i\r(3+»l)  -  2jl37,    i\r(l+ij^-t,3  =  2f37  , 

N^l-v-riO   =  2f 347  ,    i\r(l+ij,-tj J  =  2j661 ,    i\r(l+t?^4-t?,-t?j)  =  2'  .  953  ;  - 

iV(H-2»?^)  =  223.4517,     i\r(l— 2tj)  =  1129391,  N(Z+2fi)   =  373.3067, 

iV(3— 2»?J  ==  659.1889,    iV(5— 2»j,)  =  367.3593,         N(b+2ff)   =  2288771, 

iV(l— 2tj,+2tjJ  =  87.27817,  iV^^i-|-2>j^-h2tjj)  =  89.1013, 

iV^^3— 2tj^— 2ijy)  «  673 .  89  .  37 ,         ^(7-H2»yj4-2t?  J  =»  397  .  37  .  661 . 


Vin.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
6  zwölfgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 

Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*-|-ij*— 30>j*— 31iy'-|-206»j'-|-150iy— 81  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

ril  =  10H-t»'-2t?^  ,  f)^ri^  =  -3_^^-3,,^-2tj,  , 


^Ja»? 


— 3— »j,— 3»?^— 2»?, , 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

»lo 

»Ji 

»Jf 

»li 

li 

*ls 

3 

0 

+  1 

+  1 

0 

—  1 

+  1 

97 

-¥-   7 

+  27 

+  22 

—  43 

+  43 

+  40 

149 

+17 

—  22 

—  34 

+  61 

+  59 

+  67 

389 

—10 

—  92 

—160 

—124 

+121 

—125 

487 

—26 

+  78 

+  90 

+178 

—  33 

+199 

587 

+75 

+  69 

+251 

+205 

—267 

+253 

727 

—81 

—163 

—304 

+225 

—249 

—156 

733 

+79 

+121 

+274 

+129 

—191 

+320 

827 

+39 

+139 

—361 

+368 

—  77 

—109 

126 


X<«73 

f{%)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B.*). 


p  /(io) 

—  3  1—  ij,—  t?^-|-  lyj 

—  97  6-H2»?j—  *?,-l-2»?j 
+149           4+  t?^+  1},+  i?j 
-1-389           3— 2ij^—  ,,^-2»?,— 3tj^ 
-1-487  l7-.6»?^H-6t?j-2tj,-|-3iy,— ö»j, 
-4-587           4-H2ij^-  »?i+2tj, 

-827  i8-öij^-|-7t,^-3»j,-4t,^ 


Zu  Grande  liegende  Normen 

i\r(l-|->,  J  =  -8.3 

^(*I,-*-%)  =-  3  .  97 

A^(2-»j,-|-*?j)  =-  -3  .  149 

i^(l— t?,-|-*jj)  t=  —3.389 

JV(l— »j,— 2»7j)  =  — 8  .  3  .  487 

i^(2+>?,— »?j)  =  -3.  687 
i^(l— 2tj^— »yj  =  8  .  3  .  827 


Normen  complexer  Zahlen  in  ". 

N(vo)  =  -3*  ,  N(Z^f,^)  =  2.>3'  .  N(l^v,)  =  2?3«  ,  ^^(4-*,^-*? ->,  J  -  2»  , 

i^(H-»?,-l-»?  J  =  3»  ;        iV(2-|.i,^-»,,-.»,,)  =  9  .  727 ,        J\r(l-2tj^4-t?,)  =  -8  . 9 .  727 , 

A"(*+%-^,-0  =  -8  •  3 .  733  ;  N(}-%-\-\)  =  ^03  =  iV(2+»?,+»,,-4-tj  J  , 

i^(4+»?J  =  3*(Quadrat  des  Prim&ctors  von  3),       i^(7+6iyj  =  733.1171, 

iV(2— tj  J  —  3 .  137  ,  JV(l— 2ij  J  =«  9  .  283  *  A^(l— 3i»)  =  —8  .  877  , 

iV(l-l-3»j^— 3t?^)  «=  —149.97  u.  8.  W. 


IX.    p  zum  Exponenten  18  gehörig. 
4  achtzehngliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 

ij„  =:«  +  «"  +  «*  +  «*  +  «*  +  «"  +  «'  4-  «'•  +«"  +  «"  4- «"  H-  «"  +  «•*  +  «••  +  « 


5» 


ri^  ^  «*+«"  +  «"  +  «**  4-a"+«"-l-«**  +  a"  +  «'4-«"-l-a"-l-«"+«"-*-«" 


+  a"  -h  «"  -H  «"  -H  a"  , 


>J^    ^    «       -f-  Ä     +  Ä       +Ä     +ft       "T-Ä       -T"flf       -T"Ä       -pÄ       "T-rt       T-<*       "I-ft       "T-Ä       "f-<* 


.61 


.1» 


49 


.tt 


Wurzeln  der  Gleichung: 

»?*+»?'  —  27ij'  —  41t?  -I-  2  Ä  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*jj  =  16  4- 3ty^ -h  4»7j  +  2ij,,         ty^tj^  =  —  6  4- %  —  3»?^  ,         »j^tj,  ==  —  4  4- >?i  4- »J,  , 

*?o^i  =  —  ö  —  3»j^  4- 1»,  . 


*)  Sie  liegen  ganz  besonders  tersteckt  dorch  die  Complication  mit  den  Factoren  von  2  und 
von  3;  die  flbrigem  sind  in  den  folgenden  Normea,  wenigitens  in  gebroehener  Form,  enthalten.  — 
Vorseichen  der  Primzahlen  p  wie  zavor. 
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X  = 

=  73 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

i» 

^0 

1i 

»1» 

1i 

P 

»lo 

»Ji 

1« 

»Ja 

41 

+     2 

—  17 

—  16 

—  11 

547 

+  93 

—227 

+255 

—122 

71 

+     7 

—  14 

-1-  34 

—  28 

641 

+173 

—203 

—281 

+310 

109 

—  14 

—  28 

—  51 

—  17 

653 

—  15 

—216 

—  94 

+324 

349 

—  13 

—  68 

—117 

—152 

787 

—  37 

+279 

+174 

+370 

383 

+  11 

—109 

—129 

—157 

821 

+  82 

—115 

+177 

—145 

401 

+  13 

—200 

4-  56 

+130 

839 

—  10 

+122 

—187 

+  74 

479 

+  76 

—181 

—225 

—150 

947 

+129 

+374 

—205 

—299 

509 

—  64 

—  99 

—211 

—136 

967 

—116 

—307 

—228 

—317 

/(tIq)^  Primfactoren  der  Primzahlen  pj  z.  B.  *). 

Zu  Grande  liegende  Nonnen 
iV(2+2»,,+t?,)  =  2  .  41 

^(2%-»?i)  =  -4 .  109 
N(7-h4Yi^+2f)^)  =  -9  .  349 

iV(2+t?,+2»7,)  =  2  .  479 
^(9-'*%-4'?,)  •=  641 .  71 


JV(9— 2tj^— 4>j,)  =  —947  .  71 


p 

/(lo) 

+  41 

67—     6t?j—  18ij,+  20tj, 

+  71 

3+     2r,^ 

—109 

1181+352»?^- llOtj,— 320ij, 

—349 

55+  16>,^-     4t?,-  14i?, 

—401 

1-     2t?j 

+479 

41+  12t,^-     4»,,-  10»,, 

—641 

17—     2>,^—     4»,j+     4ij, 

—653 

5+     2t?3 

+787 

17-     2»j^+     4tj, 

—947 

25—     6t?^+     8»,j—     2tj, 

.Normen  complexer  Zahlen  in  \f. 

J\r(i,)  =  2,    i\r(l5-4t,,-4t,,)  -  8«  ,    i\r(l-t,,)  = -2«  ,  J\r(l+t,,)  =  2*  = -iV(2+t,^), 

JV(2— 1,^)  =  — 4 .  41 ;    i\r(l3+2ij,— 4»?3)  =  —383 .71.9,    J^(9— 2tj,)  =  —41 .  89 , 

N(lb+2ri^+^yi^)   =  -509  .  89 ,    iV(i,^-2>,j)  =  -4  .  547 ,    N(^+yi^)  «-2.37, 

iV(ll— 2>jj— 4*1,)  =  —37  .  821 ,  iN^(31— 6»?^— 4i},)  «  839  .  349  , 

i\^(29— 2f7^+4t7j)  «=r  967 .  37 . 9  u.  8.  w.    In  diesen  Normen  sind  die  Primfactoren  der 
übrigen  Primzahlen  pj  wenigstens  in  gebrochener  Form,  vorhanden. 


^    Die  doppelte  Ck)nipIication  findet  anch  hier  statt  wie  in  Vm.  —  Desgleichen  die  Vor- 
leichen  der  Primzahlen  p. 


128 


73 


X.    p  zum  Exponenten  24  gehörig. 
3  vierundzwanziggliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


% 


«  4- «"  -4-  «'  4- «"  -*-«•  +  «"  +  a*^  -H  «"  -I-  «•  -I-  «"  -H  «'*  -*-«'  +  a"  +  «"-!-« 


10 


+  «"  +  «"  +  a"  +  «*•  +  «"  +  «•'  +  «"  +  a"  +  «"  , 


,,  =  «»+«"+«»  +  «»•  +  «♦»+„«  4.«"  +  «"  +  «"4.„»«  +  «"  +  «"  +  «"+«" 


+«»•  +  «"  +  «"  +  «"  +  «**  +  «"  +  «"  +  «"  +  «'*  +  «" , 


.14 


Wurzeln  der  Gleichung: 


ij*  4"  *»'  —  24»j  —  27  =:  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»,J  =  18  4-  2»?^  4-  8.J,  , 


Vi  =  —  Ö  —  3i)^  ,  1?^»?,  =  —  9  —  3i}j  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p 


p 

*Io 

*li 

»Ii 

P 

1o 

»li 

*l» 

7 

+  1 

4-  2 

-1-  8 

541 

—  38 

+194 

—162 

17 

—  2 

—  7 

+  8 

563 

+  16 

+102 

—119 

43 

4-  4 

—  16 

4-  11 

677 

+  23 

—179 

+165 

103 
139  • 

—  21 

—  32 

—  61 

601 

—  82 

+195 

—114 

—  11 

+  61 

—  51 

70? 

+  51 

—170 

+118 

163 

+  42 

+  55 

4-  65 

751 

+160 

+180 

—341 

167 

—  29 

—  43 

-1-  71 

773 

+115 

—319 

+203 

271 

+  47 

4-  66 

—114 

859 

+  14 

—  65 

+  50 

313 

—  15 

—  65 

+  79 

883 

+239 

—311 

+332 

421 

—  35 

—111 

+145 

919 

+  25 

+401 

—427 

431 

-1-  30 

4-126 

—157 

129 


p  A^o) 

7  +  6-1-  *,j 

17  -  2-  n^ 

43  -  4+  ff^ 

103  -f-  8— 3ijj— 2ijj 

139  —14— 3t?, 

163  —  10-f-  %— 3»j, 

167  —  6— 4»,^ 


X=73 

/(^o)'  PriiiifA<^i'®ii  <ler  Primzahlen  j>.*) 

p           A^o)  I        p 

271     +  4—     ri^-h  2tj,  601 

313     +20—  3»?^-|-     fjj  709 

421     —144-  3»?,  751 

431     — 80— 19»j^+12»7,  773 

641     —14—  3ijj+  3>j,  859 

663     4-41—  6i?^4-  9»?,  883 

577     4-174-     %—  3t?j  919 


Ah) 

-16-  3»,, 
4-164-  2»,^-  >,, 
—31-  9»,^4-4>jj 
4-204-  3tjj— 3»jj 
-41-101,^4-61?, 

-134-     *?o-^*?> 
—104-  3»»^- 2i?, 


XI.    p  zum  Exponenten  36  gehörig. 
2  sechsunddreissiggliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  5  von  73): 


=  «  4-  «'*  4-  «**  -♦-  a*  4-  «*  4-  a*^  4- «'  4-  «*  4-  «*  4-  a^^  4-  «"  4-  «"  4-  «'  4-  «**  4-  cc 


S6 


-f-«     -f-«     4-Ä     4-Ä     4"**     4"^     4-Ä     4"*f     "T-<*     4"Ä     4-^ 


a**  +  a**  +a" 


4.  „"  +  «"  +  „"  4.  „»'  +  «"  +  „"  +  «»•  , 


1.  = 


CC     -f-Ä     4-<*     4-Ä     4"0f     "+•  cc     "+•  cc     4-flf 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»j*  4-  1?  —  18  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


44. 


t?J  =  18-t?^, 

Vi  =  —  1^  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

P          >lo 

*Ii 

P 

I0   »ii 

P       »Jo    ni 

P 

»lo 

»li 

19   7 

—  8 

257 

39  —  40 

457  209  —210 

809 

379 

—380 

23  12 

—13 

269 

98  —  99         461   74  —  76 

863 

350 

—351 

61  22 

—23 

311 

86  —  87         499   77  —  78 

857 

101 

—102 

67  20 

—21 

317 

142  —143 

523  158  —159 

911 

241 

—242 

79  25 

—26 

353 

127  —128 

607   60  —  61 

937 

43 

—  44 

127  16 

—17 

359 

80  —  81 

619   70  —  71 

997 

189 

—  190 

181  19 

—20 

419 

178  —179 

797  207  —208 

*)    Zum  Theil  aas  Normen  s=  3p  oder  s  7p  hergeleitet;  es  ist  iV(14-t)i)  3=  4- 3. 

17 
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X 

.  =  73 

/(>?  J,  Primfaotoren  der  Primzahlen  p.  •) 

p 

Ano) 

P 

A^o) 

P 

Ano) 

-4-  19 

23-  6»,, 

—311 

89—  24i}j 

+607 

205—  54ij^ 

■4-  23 

53-14>,^ 

—317 

203—  54»jj 

—619 

103—  28»?^ 

—  61 

37-l(h,^ 

+353 

35—     8»jj 

+797 

31-     4u^ 

—  67 

13-  4„^ 

+359 

551— 146ij^ 

—809 

293—  78iyj 

—  79 

29—  8»jj 

—419 

41—  12ij^ 

+853 

53—  12»?^ 

-1-127 

25—  6t?j 

-457 

233—  62»7, 

+857 

41-     8»jj 

-4-181 

47-121,^ 

—461 

11—     6ijj 

—911 

361—  96»?^ 

—267 

17-  Sri^ 

+499 

31—     6iy^ 

—937 

95-  24t?^ 

+269 

77-20ty^ 

—523 

739— 196»?j 

+997 

139—  36ij, 

XII.    p  zum  Exponenten  72  gehörig,  in  Beziehung  auf  73te  Einheitswurzeln 

selbst  compleze  Primzahlen: 

5,  11,  13,  29,  31,  47,  53,  59,  101,  107,  113,  131,  151,  157,  179,  191, 

199,  229,  233,  263,  277,  281,  307,  331,  337,  379,  419,  433,  443,  449,  467,  491, 

569,  571,  599,  613,  617,  631,  643,  677,  683,  691,  701,  719,  743,  761,  823,  829, 

863,  881,  929,  977,  983. 


*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,   dass  NA^o) 
dafts  Nßiio)  s*  —  p  ist  —   Mehrere  Primfactoren  /{fi^)  sind  ans  Normen 


+  p ,  das  Zeichen  —  , 
:h  2p  hergeleitet,  es  ist 
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A=79 

I.    jp  a  79m  +  1. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

m 

p  a  tt*  a*  a*  a*  o*  «^  o*  o*  «'• 

317       <:|-100      ^144      —135      4-131       +103       +156       +67       +43       —138       +148 


p  a^i  ai9  ftis  «14  ftis  fti«  ftiT  a^*  ai'  a*^ 

317       —  99       —  73      —     9       +51       +28       —  53       +89       +  34       —136       +  31 


p  t^9l  0>>  ^SS  ((94  f^SS  ^9«  Ktr  fi98  ^^99  f^IO 

317       —  70       —  26       —  64       —  60       +23       +81       —142       +  65       —157       +150 


p  a»>  a"  a"  a»*  a»»  a»«  «»»  a"  a»»  «*© 

317       +101       —  44       +38       —     4       —  83       —  58       —  94       +110       —  95       +10 


p  a*i  a*»  a*»  o**  a*»  a*«  a*»  a*»  a*»  a»o 

317       +  49       +145       —  82       +42       +79       —  25       +36       +113       —112       —105 


p  d»!  a^f  a»9  aS4  ^a  ^66  ^sr  (^ss  ^59  ^^60 

317       —  39       —  96       —  90       —124       —  37       +104       —  61       —  77       —  92       —     7 


p  a^i  ««9  a«i  «64  tt«*  a««  «•!  «es  jt«9  «to 

317       —  66       +57       —     6       +34       —  87       —141       —152       +16       +15       —  85 


p  «»1  a»»  tt»»  tt»*  a»»  a»«  a"  a»» 

317       +  59       —123       +63       —  40       +121       +54       +11       +149 


Primfactoren  der  Primzahl  p  ideal, 

wirklich  in  37791  Iter  oder  53.  37791  Iter  Potenz,  da  317  die  quadratische 

Normform  hat. 


17 
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X=  79 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
39  zweigliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


*?o  =  «4-«""*, 

*?1  =  «'  +  *»"'  > 

*»,  =  «'-!-  «"' , 

^     ^8T  _,     ^-8T 

%  =  «'  +  «■', 

t,^  =  «•  -1-  «-•  , 

^,^  = «" + «-" , 

^      ^8»      n_  ^-8» 

*?,  =  «*+  «"* , 

t,,  =  «"  +  «-", 

^10  =  «"  +  «-"  . 

^        ^89  _,     ^-89 

»?„  =  a     4-«       j 

»?„  =  «•-!-  «■• , 

^^,  =  «'*  4. «-" , 

»»14  =  «*-!-  «"^  , 

*?!,  =  «     4- «        , 

»)„  =  «"+«"", 

^        ^14  _,     ^-14 

*»!,  =  «       +  «          1 

^,^  =  a"  +  a-", 

>?„  =  «"  +  «"" , 

*»„  =  a*4-a"*, 

^        ^«4  _,     ^-14 

^        ^8»  _,     ^-88 

^        ^10  _,     ^-10 

*?,,  =  «     4- «       , 

^       ^ti     t    ^-88 

„       „80  _,    ^-80 

«1        «  «1»     1     -,-19 

^        ^88  _l_  ^-88 

^       „18     ,    ^-18 

»),4  =  «     -t-  a       > 

*?j5  =  «      4-  «         , 

^       ^«8  _j_  ^-«8 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^;  =  2  4- 1?4 , 

»'o^i 

L  =  ^4+  ^8  » 

Vs  ~  ^'iS  "*"  ^91  » 

V8  ~  ^U  "^  *'38  ' 

*Jo^4  =  *?o  "♦"  'Jj  » 

Vi 

j  =  >?,4  4- 1?„  , 

%*'«  '='  ^81  "♦"  ^^88  » 

Vt  ~  ^'la  "*"  *'88  ' 

%*?£           *?i  +  *?2j  > 

%♦?, 

>  =  *?„  +  '?,4  , 

VlO^  ^19  +  '»|T' 

Mll  "=  ''88  "*"  *'88  ' 

%*?n  =  »Jj  +  *»i4  > 

Vij 

i  =  'Jt  "*"  ''sfi  ' 

%Vu  =  ♦?,  4-  »?i5 , 

Ml»  ~  ''ai  "*"  ^88  ' 

%*?1S  ==  %1  +  *Ij4  ' 

Vu 

r          ^'SO  ■*"  *»88  ' 

Vl8  ==  ''34  +  ^84  » 

%*'l9  =  »'lO  ■*"  ^»6  ' 

*?0*?80  °*  ^IT  ■*"  *'80  ' 

V81 

l  ~  *»«  ■^"  *»!•  ' 

%^88  =*  *'8  ■*"  ^11  ' 

%*'88  '^  ^'9  "^  ''s  ' 

%^84  =  ^'l«"*"  ^18  ' 

%%l 

l  =  *?J0  "*"  ^'ST  » 

V8«  ==  ^18  +  '?88  ' 

%''8T  *=  '^8  "*■  *'89  ' 

^88  ~  ''ll  "^  ''iT  » 

V81 

»  —  %"♦"  ^8T  » 

V80  ~  *'80  ■*■  ^li  ' 

Vj,  •=  ♦?!»  4-  »7„  , 

%*J«  ="'?«  +  *»„  . 

V8: 

1  ==  ^15  •+-  l?„  , 

V84  "=  *J»  "*"  ^18  ' 

V8»  ^  ^ii  "*"  ''ae  ' 

%*»,«  =  »Jl,  +  *»»»  » 

%^81 

r  =  *»10  "*"  ^8»  » 

*?^*?,g  =  *J,  H-  *?|  • 

133 


79 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»Jo 

!»i 

18 

*li 

»l4 

14 

n$ 

lT 

Is 

»l9 

167 

—  3 

—  18 

+  31 

+  26 

+  7 

+  8 

+  17 

—  6 

+  47 

+  62 

631 

—  16 

—262 

+189 

+264 

+264 

—  137 

—248 

+284 

+162 

—163 

947 

•+•   20 

+364 

—417 

+381 

+398 

—  86 

—361 

+268 

+263 

—182 

P 

lio 

In 

»lij 

In 

1|4 

1i* 

«116 

IlT 

1l8 

»Ji» 

167 

—  27 

+  23 

+  9 

+  74 

—  68 

+  66 

—  78 

—  21 

+  66 

—  6 

631 

+296 

—114 

—246 

+  66 

—  66 

—267 

+  78 

—194 

—132 

—208 

947 

—367 

—160 

—389 

—  23 

+213 

—230 

—201 

—420 

—  89 

—134 

P 

1*0 

>Jfi 

1«a 

1>i 

*]>4 

1>» 

«l9« 

«Isr 

»IfS 

»l8» 

167 

—  41 

—  32 

—  16 

+  84 

—  48 

—  77 

—  60 

+  66 

—  63 

—  39 

631 

—228 

—226 

—246 

—277 

+240 

—  37 

—  62 

—266 

+177 

+106 

947 

—322 

+266 

+343 

—  39 

+469 

+191 

+219 

—376 

+446 

—464 

P              »Jio     »>1 

1     1i 

9      ^ 

IS      1] 

14      Ist      1s« 

IjT      *1J8 

167   — 

13   +40   — 

19   — 

61   + 

10   + 

28   +46   — 

70   — 

69 

631   + 

66   + 

30   —223   +296   — 

21   +267   —122   — 

96   — ] 

L92 

947   —338   -4-467.  +100   —332   —346   -1-277   —419   +370   —299 

/(^o))  Prinifactoren  der  Primzahlen  p. 


P 

/lo) 

P 

Ano) 

P 

A^o) 

167 

— 1-|-»?4-|-»?19 

631 

-l-'?,o+*?ii 

947 

—1— *?!,+»? 

'S6 


134 


X  =  79 


in.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
26  dreigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


r,^  =  «  +  «"  +  «", 
>,^  =  «"  +  «"  +  «", 

»Jj,     =     «      -t-  «         -t-  «         , 

^J8  _,     -,70  _,     -.80 


»7,  =  rt'  -I-  «"  +  «'  , 
>?^  =  «'  +  a"  +  «  ", 

^      „»4  _,      -,»7  _,         47 

,,^^  =  «"  +  «"4-«", 
-      =  «"  4.a"  +  a", 


18 


'91 


'94 


==«"  +  «"  +  „", 
=  a"  4-  «*•  4-  «**  , 


''1« 

*»19 

*'99 


•  »?,  =  a'  4-  «*'  •+•  a"  , 

»»5  =  «•  -I-  «'•  •+-  a  ", 

»?8  =  «*  4-  a"  +  a"  , 

t?!,  =  a" '4- «'• -I- «"  , 


»?„  =  a"4-«"-l-a"; 


=  «     4-  a     4-      , 
=  rt     4"  Ä     4"  Ä     } 


t?„  =  «"  4-  «"  +  « 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?0  =    *?4  +  2>?i,  I 

%^l  ^    ♦?!  +  ^9  "*"  'Jf*  » 

*?0%  =    ^8  ■*" ''ll  ■*" ''f f  » 

Vi»  ™    *J4  "♦"*'»  "^  ''j»  ' 

Vi 8  ^    ^9  ■*" ''l»  "^ ''91  » 

%^'%1  =    *?«  +  *'l4  "^  *'9f  » 

%*'i4  *=  ''u  ■*"  ^18  ■*"  ^'ai ' 


%*J4  =    ^,  +  *?f  +  *?,o  » 

Vf  '^    %  "*■  ^^IS  "^"  ^17  » 

VlO  ~    *?5  ■*■  %  "♦"  *Ji9  » 

Vis  ~    ^  +  *?T  "*■  ^^90  » 

Vl6  ==*»»"♦"  '»91  "^  *'9»  » 

Vl9  ==%■*"  ''lO  "*"  ''19  » 

%♦?„   =  *»j  H-  »?„  4- »?,,  , 

V9*    =    *J7  ■*"  ''ll  ■^"  ^14  ' 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


V«  ^  *'l4  ■*"  ''jO  "*■  *'l4  » 

%^*  ==  *?I  "♦"  *»11  "♦"  »»l»  ' 

V8  =  *»J  -^  ^6  +  *»10  ' 

Vll  —  \(i  •+"  »»IS  "♦"  *»!«  > 

Vl4  ==  *»!«  "*"  '?1T  +  *»18  » 

Vi7  ==  ''a  ■*"  ^11  +  ♦'a»  ' 

Vao  —  ''a  ■*■  *»«  "+■  *?i7  ' 

Vai  =  *?6  "*"  ^'ai  ■^"  ^^84  » 


l* 

I0 

33 

+  1 

181 

—  3 

971 

P 

I10 

23 

+  8 

181 

4-  80 

I1  1a  *ls  I4  1*  1«  I7  18  1» 

4-11       4-10      —     1       —     2       4-8       4-7       —     4       —     8       —8 
—  16       4-47       4-66       —  33       —     7       _  24 .     4-  63       4-14       4-62 


1||       1ia       1l8       1l4      1|S       1l«      1l7       1i8      1l9 

4-11   4-7   —  10   —  1   —  11   —  9   4-6   4-2   —  14 
—  30   —  87   4-21   4-41   —  60   4-70   4-85   4-84   4-67 


p 

•Jao 

23 

—  9 

181 

4-  62 

lai     laa     lai     1a4     las 
—  6   4-10   —  2   —  3   4-6 
4-51   4-11   4-12   —  63   4-39 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wirklich  in  5  .  53ter  (resp.  5ter?)  Potenz,  da  keiner  die  quadratische  Nonnform  hat. 

Normen  complexer  Zahlen  in  \. 

N(fi)   =  4289 ,       -^(1+1,)  =  23  .  2213  ,     N^l-^f}^   =  23?317  ; 
^(%-^^0   =  23?8849,    A^(%-0  =*  181.23?79. 


.11 


135 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
13  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 

^      ^  _i_  «•*  _j_  <«.'*     i_  -.'8  _i_  -.4*  _i_  „»6  -.      —    ^*  _i_  «TI  _|_  -,69  _,        T«  _i_  ^1  _i_  ^10 

ff      SS    a  -t"  CC      -f-Ä       -T"<*       *+•«       "T-Ä       9  •?•=<*-!-«       •+•«       -f-«       -+•«-+-«      , 

y,^  =«'4-«*' 4-«"  +  «"  +  «"  +  «",  *?,  =  «•  +  «"-!-«" -|-aV«"+«''» 

t,^  =  «"  +  «-»+ a" -I- «"  +  «*'  + «*^%         t?,  =  «**  +  «"  +  «"+«"  +  «*'  +  «", 

^86  _j_  ^T4  _,     --««  _j_  -,4«     i_  ^*  _i     ^41  ^        ^99  _,     ^64  _,     .,1»  _,        SO  _,    ^14  _,     ^44 

tjj^  =  »j     -f-a     -h«     -t-a     -+-a-t-a     ,         »y^^  =  «     H-a     -f-a     -+-«     H-a     H-a     , 

-•  _i_  ^*4  _,     -.16  _i     -.71  _|_  -.4»  _,     ^51  , 

»y^j  =  «-!-«     +«     -r«     +«     +«     ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

^"  ^  ^"  —  36tj"  —  77>j^®  +  36öt?*  +  1193»j'  —  617>j'  —  5ö41>j'  —  44l4tj*  -f-  4ö75t?*  -|-  6321i}' 

—  411,,»  — 2196»?  — 293  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?S  =  6H-2tj,,-h»?^+2tj^ ,      ij^tj,  =  *?,+>?,4-»?^+i?5+»?8-l-i)„  ,      tJo*»!  =  *?i+*»4-*-''»+*Jt+*?ii"*"ij  ' 

♦?0^5  =  ♦?l-*-^>-*-^6-*-^8+*?10-*-''ll  '  V6  =  ♦?5+2>,^-|->,^-h2t?j^  , 

Vll  =  ^+^l+%-*-%+*'lO-*-''ll  »  Vi»  =  *?i+*?,+*?8-*-'?4+*»T-*-''ll  • 

Congruenzwurzehi  med.  p. 

p         1o  1i  •*»         1»         I4  Ift  "Je  1t  *1«  I9       I10         "Jn  *lia 

103     +10     +46     +43     —26     —42     +  16     +17     —  45     —  29     +46     +23     —  43     —  17 
293  0     +86     +21     —76     —71     +117     +56     —114     —112     +22     +88     —139     +121 

419 
577 

y(t}  ),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B. 


103     -.l-t,^-t,„ 


p  Ano) 

293  t}. 


Normen  complexer  Zahlen  in  jj. 

iV(l+t,J  =  -23  ,  N(l-~v)  =  -1129  ,     N(2-\-fi)  =  1 ,   i\r(2-i,,)  =  -23  .  4583  , 
J^(3+t;)  =  4289  ,   i^(3— >j)  =  282659  ,    ^(4— »j  J  =  —23  .  423779 , 
N(l^2ri)  =  —1129 .  1873  ,      iV(3+2tyj)  =  —23*  ,       J^(3— 2»?,)  r=  — 23?181  .  2551  , 
N(b-\-2fi^  =  -23!l81 ,       i^(l+>?6+*?io)  =  "23*  ,     iV(l-ht7,+»,,)  =  181«  , 

-^(l+^+'Jii)  =  -23  .  971 . 


136 


79 


V.    p  zum  Exponenten  13  gehörig. 
6  dreizehngliedrige  Perioden  (fllr  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


=  «     -#-  «"  4-  «•   +  a**  -I-  «•*  4-  «*•  +  a"  -|-  a"  -h  «*'  4- 


a"  -1-  «"  4-  «10  +  «" 


4.a"4.a«*  +  ««'4.««*  +  a»»H-a"+a"4-«"  +  a"4-«"4-« 


TS 


.33 


IT     ■    ^l»    I     ^»»     I     ^IT     ,     _69 


-rÄ       T-Ä       "f"Ot       "T-Ä       "T-Ä       "T"«       4"Ä       "T"**       "f"<* 


SO  _,     ^6« 
40 


«»»  4.  «»•  ^  a"  4.  a"  ^  ^14  ^  ^1»  ^  ^«1  ^  ^41 


«»   -f.««    4-« 

„•   -I- ««»  4.  a"  4- «'*  4- «"  4- «"  4- «'•  +  «'•  4- «'   4- «*' 4- «"  4- «"  +  «" 


«"  4.  «»1  4.  «*»  4.  «»  4.  ««  4.  a"  4.  a»» 


«"  +  «**  4.  ««0  ^  ^44 


Wurzeln  der  Gleichung: 

»j*  4-  »?'  -I-  7»j*  4-  63tj*  —  81»j'  —  353)7  4-  541 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


0; 


''o 

^0^4 


—  IH- 2ij,  4- 3»j,  4- 1?^  4- *?j  , 
— 14-2»j^4-3»»j-|-»y5  4-i?,, 


—  1  -I-  2>j^  +  ty,  4-  3»?^  4-  »7j, 
12  +  1?^  4-  2t?j  4-  »J,  -I-  2»)^  , 

—  1  4-  »?i  -I-  3»j,  -I-  »j^  -I-  2»7j . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»Jo 

»li 

n« 

»>• 

I4 

»J* 

67 

4-  4 

4-  31 

4-  20 

4-  15 

+  17 

—  21 

89 

—  6 

—  30 

4-  37 

—  13 

+  28 

—  17 

97 

—  8 

4-  12 

—  37 

4-  24 

—  25 

+  33 

101 

4-  6 

—  28 

—  40 

—  9 

+  47 

+  23 

131 

4-  4 

H-  65 

—  42 

4-  38 

—  16 

—  50 

179 

4-  1 

—  83 

4-  76 

—  40 

—  13 

+  58 

223 

4-  2 

—  92 

—  3 

4-  66 

—105 

—  92 

283 

4-  8 

4-  74 

—  13 

4*138 

+116 

—  41 

337 

—  53 

+166 

4-168 

4-  71 

+128 

—144 

383 

—  6 

4-169 

4-  47 

—  82 

+115 

+139 

433 

4-  20 

4-  73 

—  66 

4-  70 

+143 

+192 

457 

4-  26 

—  83 

—  53 

4-224 

+122 

+220 

541 

0 

—149 

—  39 

—  54 

+170 

+  71 

563 

—  2 

—  91 

—137 

-f-160 

—154 

+223 

571 

—  34 

-1-281 

—265 

4-194 

—239 

+  62 

599 

4-  58 

-1-240 

—198 

—102 

—187 

+188 

617 

4-  9 

—159 

4-  39 

4-  82 

+168 

—140 

653 

—  69 

4-303 

—104 

—160 

—225 

+254 

719 

+     6 

4*225 

—346 

+330 

—128 

—  88 

733 

4-  10 

—  133 

—136 

—306 

+211 

+353 

757 

—  1 

—238 

-1-106 

+154 

—300 

+278 

773 

-1-170 

—181 

—281 

+214 

—379 

—317 

811 

4-  26 

4-  59 

4*351 

+376 

—244 

+242 

857 

4-  34 

—118 

4*202 

—186 

+422 

—405 

877 

4-  26 

—141 

—164 

+  86 

+320 

—128 

887 

—  12 

—438 

4-  48 

+351 

+374 

—324 

907 

—  52 

4-385 

4-234 

—138 

—336 

—  94 

137 


X  =  79 

^t?^j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

Folgende  Primzahlen  p,  denen  die  quadratische  Normform  zukommt,  haben  wirkliche  Primfactoren  /{^^). 


p 

A^o) 

P 

/(»lo) 

1> 

Ano) 

179 

1-% 

563 

2+*?o 

811 

24-»7,+>?j 

223 

2-% 

757 

1+% 

907 

2-^-^-*?5 

541 

»?^ 

97 
283 
599 
617 
733 
887 


Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  deren  5te  Potenzen 

wirklich  sind,  z.  B. 

/*(lo) 
28tjj-  lOOijjH-  lllt?,-|-  73»»^— 

71*7^-4-     88»7j—  166tj3-H  40ij 

28>jj+     61ijj-4.       3»?^—  77»? 

99»jj-4-     28iy,—         ij^— 108»? 

1989+  206»?^—  660iyj-h  828t?, -|-  335»j,— 3öO*j 

10342-h7918>j^+2045»jj— 1802»?,— 5938ty,+475ty 


435—  70»?^+ 

681-  174»?^+ 

270-  21»?^+ 

33—  9»j^+ 


Zu  Grunde  liegende  Normen 

4-       ^^*?» 

^(1+*?,+%)  =       «  •    97 

4+       ^^\ 

iV(l— »?^— 2»j,)  —  125.283 

i\r(l— 1}^— ijj)  =       8.599 

^K-'»i-*?4)  =  ß^  •  ^17 

-  513»,^ 

iV(3-»jj+»7,)  =       8  .  733 

^— 3494»?j 

iV(l+2»,^->,,+»?J  =       8  .  887 

Normen  complezer  Zahlen  in  i|'. 

i\r(3+*7,)  «  223  ,   iV(3— »j)  «  1993  ,  i\r(4+»j)  =  1489  ,    N(A—r}^   =  67  .  131 , 

iV(6-f-»j^)  =  89  .  383  ,       iV(6— »?j)  =  719  .  101 ,      iV(l+2»jj)  =  131 .  337  , 

iV(2H-»?,-»7  J  =  67  .  337  ,    ^^(3-*?i-l-»7,)  =  67  .  433  ,    i\r(l+2»j^+»?,)  =  457  .  101 , 

A^(l+*Ji-t?,4-0  =  773  .  67  ,  iV(3+>jj+»?3-|-2»7  J  =  571 .  101 , 

^(*+*?o+*'i-"*?4)  =  ^^^  •  ^^^  '  N(l-h2y}^-\-yi^)   =  857  .  97  , 

'^(^~"*'o"*"*'i"~^j)  ~  ^^^ .  101 .  —  Diese  Normen  enthalten  die  Primfactoren 
einiger  weiterer  Primzahlen  p  in  gebrochener  Form. 


18 


138 


X  — 79 

VI.    p  zum  Exponenten  26  gehörig. 
3  sechsundzwanziggliedrige  Perioden  (fQr  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 


r„  =  a  +  a." +  «"  +  «"  +  «'  +  «"+«"  +  «" +a*«  +  a"  +  a" +«"  +  «"  +  «"  +  « 


.TT 


.f» 


.41 


.»» 


CI 


.41 


Sl 


Ah 


.10 


.SO 


.<6 


.44 


-4- «"  H-  «"•  -4- «"  -H  «••  -H  «••  -H  «"  +  «'•  -H  «"  -4-  «*"  -H  «'"  4-  «"  -h  «"  , 


r^  =  «» -Ha* +  «*+«" -Ha" +  «*•  +  «"  +  «'*+«"+«"  +  «" -Ha" +  «"  +  «'• 

4-  «'*  -H  a"  +  «"  -^a^  -i-  «"  -H  «*'  -H  «*  H-  «**  -H  a"  -H  a'*  4-  «*^  -H  «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


*?'4-t)*  — 26i?4-4l  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


^0  ™ 

30  4-3*7 

,4-4*,,, 

p 

1o 

ni 

1i 

17 

4-  1 

—  6 

4-  4 

41 

0 

4-  16 

4-  24 

61 

4-  5 

—  29 

+  23 

71 

—  5 

4-  11 

—  7 

137 

4-  6 

—  44 

4-  37 

173 

4-30 

4-  34 

—  65 

191 

4-31 

4-  77 

4-  82 

199 

—  8 

—  16 

4-  23 

Vi   =  ^%  "+■  ^^^1  +  ^^1  »  %*»!  **  ^^0  "♦"  '^*'l  ^"  ^^1  • 


Congruenzwurzeln  med.  p. 

P  ^0  ^l  »Jl 

229  4-34  4-98  4-96 
4-  7  —  61  H 


251 


53 


331  4-  92  4-121  4-117 

049  —  25  —160  —165 

373  —  9  —  29  4-  37 

409  4-  8  —  80  4-  71 

491  —  45  4-135  —  91 

647  —  23  +226  —204 


227  —43  —  72  —113 


P 

659 
673 
701 
769 
823 
859 
881 
883 


—161 
—145 
4-132 
—191 
—108 

—  38 
4-  10 

—  11 


1i 
—219 
—239 
4-290 
—327 
4-306 
—417 
—124 
—  61 


1f 
—280 
—290 
4-278 
—252 
—199 
—405 
+113 
+  71 


/(%)i  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p             Ano) 

P 

Ano) 

P 

An.) 

P 

Ano) 

17  +1+  *?o 

199 

+8+  % 

373 

+  9+  \ 

701 

+11-  »,^-2*,^ 

*1     -^^ 

227 

+  1-2*?, 

409 

-*-  8-  \ 

769 

+  6-*% 

61  +5-  Vo 

229 

-2+  *,^-  *?, 

491 

-3i,^-  »,, 

823 

+17+2,,^-  »,, 

71  -5-  V, 

251 

-H7-  t,^ 

647 

-ll-2,,^-3*,, 

859 

+11-  f,^^2n^ 

137  +6-  fj^ 

331 

--4+  r,-  •?, 

659 

+  2-3i,j 

881 

+  10-  t,^ 

173  -4-  t,^+  *,, 

349 

-5+  V,-   *?, 

673 

-2ij^+  »?, 

883 

+11+  % 

191  -4+  %+2*j, 

139 


79 


Vn.    p  zum  Exponenten  39  gehörig. 
2  neununddreissiggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  79): 

»j,  =  a  -+-  «•  -H  «'  -h  «"  4- 


a"  +  «•-+-  «"  -H  «"  4-  «"  -H  «"  4-  «"  4-  « 


«"  4-  «" 


4-  «'•  4-  «"  4- 


«"4- «»•-Ha"  4-«'*  4- «"4-«"-'   -"   '   -" 


•  CK        -t~  ^ 

4-  «"  4-  «*  4-«**  4-  «"  4-  «''  4-  «"  4-  «"  4-  «*'  4-  «** 


«»  4-«"  4.««  4.«"  4.«"  4.«"  H. 


tt     ^  et     4"  ^     4"  <*     4"  Cf     4"  <*     4"  ^     4"  ^ 


«       4-  CK       4"  «       +"05 


„«»  +  „'•  +  «'•  +  „"  +  «"  +  „"  +  a"  +  o"  +  a' 


«"  +  «" 


Wurzeln  der  Gleichung: 

.,'  +  »,  +  20  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»Jo  =  —  20  —  »I,  ,  »i,if,  =  +  20 . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

»Jo 

li 

2 

0 

1 

5 

0 

—  1 

11 

1 

—  2 

13 

2 

—  3 

19 

7 

—  8 

31 

6 

—  7 

73 

16 

—17 

83 

40 

—41 

151 

62 

—63 

163 

17 

—18 

167 

51 

—52 

239 

43 

—44 

241 

21 

—22 

P 

•lo 

*Ji 

257 

50 

—  51 

263 

22 

—  23 

269 

32 

—  33 

277 

102 

—103 

281 

78 

—  79 

313 

127 

—128 

347 

52 

—  53 

367 

76 

—  77 

389 

121 

—122 

397 

101 

—102 

421 

161 

—162 

431 

65 

—  66 

439 

196 

—197 

P 

lo 

»Ii 

467 

146 

-147 

479 

229 

—230 

487 

139 

—140 

499 

70 

—  71 

523 

204 

—205 

547 

104 

—105 

557 

74 

—  75 

569 

47 

—  48 

593 

48 

—  49 

641 

265 

—266 

643 

293 

294 

677 

164 

—165 

683 

122 

—123 

P 

lo 

I1 

727 

120 

—121 

743 

303 

—304 

751 

38 

—  39 

761 

314 

—315 

809 

227 

—328 

821 

90 

—  91 

839 

178 

—179 

863 

417 

—418 

911 

141 

—142 

941 

241 

—242 

953 

425 

—426 

967 

158 

—  159 

997 

381 

—382 

Congmenzwurzeln  mod.  p^. 


p 

lo 

1    P 

lo 

P 

lo 

2 

—    4 

13 

4-  30890 

81 

4-  8933679 

5 

—  795 

19 

—339314 

73 

—53986477 

11 

—50060 

f(yi^^  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

Wirkliebe  Primfactoreo  /[«lo)  baben  folgend«  Primzahlen  p: 


P        /(lo) 

P        A^o) 

P 

An^ 

P        /(»Jo) 

83  1— 2»}j 

479  19— 2ijj 

727 

1-61,, 

941  23— 4t,, 

397  7-4*,, 

677  17— 4i,j 

863 

27-21,, 

967  13— 6»,, 
18* 

140 


X  »  79 

Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  deren  5te  Potenzen  /*(»o) 

wirklich  aiady  in  zwei  Gruppen: 

2p*),  entsprechend  der  quadratischen  Form  11^' +  6^2  +  82'. 


<i)     Primzahlen  p  mit  Normen  = 

P 

y*(io) 

2 

3-          n^ 

11 

193—         74*ij 

13 

601—         Uri^ 

31 

3461—       830>7^ 

163 

307099—  25438*7^ 

167 

358343—     3466t7^ 

241 

883967—  23376ij^ 

257 

17747— 237176*7^ 

263 

219699—24053897^ 

313 

66197— 385632>7^ 

367 

1663729— 401374>}^ 

h)    Primzahlen  p  mit  Normen  — 

P 

y*(lo) 

5 

51—           4i7j 

19 

883—       270iy^ 

73 

45427—       192*j, 

151 

80023—  58074ij^ 

239 

440911—16041817^ 

269 

860083—16262017^ 

277 

1200361—  71956»7j 

281 

596219—24976097^ 

347 

2240801—     4186>7^ 

421 

248677+8 17524)7j 

♦(10) 


17-  .,, 
11— 3>! 


'i 


21-  ^0 
2-517, 

22-  97o 
9-517. 

13-Ö17« 


P  y^ho) 

389  284049+  671468*7, 

467  4701891—  20366i7, 

487  4892693—  309766*7. 

499  465763+1251090*7. 

523  5868371—  359382*7^ 

547  94597— 1562274*7^ 

743  7062679-2799818*7^ 

751  303893+3463026*7^ 

809  8981463—3428360*7. 

821  269617+4324924*7. 

953  1795263— 621 1688*7^ 


23—3*7, 
26—3*7, 

1+7*7. 

2-7*7, 
21-5*7, 
22— 5*7j 
29-5*7. 
38-  17. 
22-7*7, 

2-9*7, 
13-9*7, 


=  Ap*%  entsprechend  der  quadratischen  Form  5^'  +  2^2  +  16«'. 


431     3641019—207410*7, 


16-  \ 

8-5*7. 
19-5*7, 
32-17. 
29-3*7. 

9-7*7, 
17-7*7. 
32—5*7, 
24-7*7, 


P  / 

439  730667 

557  4042811 

569  918603 

593  4732659 

641  8778447 

643  3599009 

683  4352223 

761  10605527 

839  19758479 

911  613881 

997  18660089 


*(iJo) 


—  869930*7, 
—1267756*7. 
-1692080*7^ 
—1481848*7^ 
—1047776*7. 
— 2113698*7j 
— 2439958*7j 
—2419576*7^ 

—  735082*7^  51—  5*7^ 
—6584190*7^  11—13*7. 
-5195844*7,     19—13*7, 


♦(I0) 
8-  9*7, 
32-  7*7, 

48-     »?. 
43-  5*7, 

8-11*7. 
13-11*7, 
48—  5*1 


ü 


VIII.     p  zum  Exponenten  78  gehörig,  in  Beziehung  auf  79  te  EinheitSYnirzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,  7,  29,  37,  43,  47,  53,  59,  107,  109,  113,  127,  139,  193,  197,  211, 
233,  271,  307,  311,  353,  359,  379,  401,  443,  449,  461,  463,  503,  509,  521,  601, 
607,     613,     619,     661,     691,     709,     739,     751,     797,     827,     829,     853,     911,     929,     937,     991. 


^     d.  h.  es  gibt  für  jede  Primzahl  p  eine  complexe  Zahl  ^(>)o),  so  dasu  N^I^q)  =  2p. 

**)  d.  h.  fOr  jede  dieser  Primzahlen  j»  gibt  es  eine  complexe  Zahl  ^v].),  so  dass  N^iri^)  5=  4/», 
and  es  ist  N(4 — 7*}.}  s=  4*.  Desgleichen  ist  für  jede  dieser  Primzahlen  p  eine  complexe  Zahl  ^'(ijq) 
vorhanden,  so  dass  AVCho)  =  ^P»  «•  B.  JV(3— 2»»,)  =  5 .  19 ,     iV(5— 4*j,)  =  5 .  73  u.  s.  w. 
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I.  p  s  83m  H-  1 


83 


Congraenzwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

a* 

a» 

a* 

a» 

«• 

a^ 

a» 

a» 

«10 

167 

—  67 

—  20 

+  4 

+  66 

—  80 

+  16 

—  70 

+  14 

+  64 

+  54 

499 

-4-  4 

+  16 

+  64 

—243 

+  26 

+104 

—  83 

+167 

+169 

+177 

997 

-hioo 

+  30 

+  9 

—  97 

+270 

+  81 

+124 

+436 

—268 

+119 

P 

a»i 

«>» 

«»» 

«>* 

a»» 

a>« 

«»» 

«>• 

«1» 

«3  0 

167 

+  56 

—  78 

+  49 

+  57 

+  22 

+  29 

+  61 

—  79 

—  51 

+  77 

499 

+209 

—162 

—149 

—  97 

+111 

—  55 

—220 

+118 

—  27 

—108 

997 

—  64 

—418 

+  74 

+421 

+226 

—331 

—199 

+  40 

+  12 

+203 

P 

«»> 

a»« 

««» 

«»* 

««» 

«»« 

«»» 

«J« 

a" 

«10 

167 

+  18 

—  37 

—  26 

+  72 

+  19 

+  63 

—  46 

+  76 

—  82 

—  17 

499 

+  67 

—231 

+  74 

—203 

+186 

+245 

—  18 

—  72 

+211 

—154 

997 

+360 

+108 

—167 

+249 

—  25 

+491 

+247 

—225 

+431 

+229 

P 

«»> 

a" 

«»» 

«»* 

a«» 

««« 

a»» 

a»» 

a>» 

«4  0 

167 

—  30 

+  6 

—  68 

+  47 

+  24 

+  62 

+  21 

—  71 

+  81 

.  —  83 

499 

—117 

+  31 

+124 

—  3 

—  12 

—  48 

—192 

+230 

—  78 

+187 

997 

—  31 

—  109 

+  67 

—279 

+  16 

—394 

+480 

+144 

+442 

+332 

P 

«*> 

a*» 

«*« 

a** 

«*» 

o«« 

a*» 

a*« 

«*» 

aso 

167 

+  50 

—  10 

+  2 

+  33 

—  40 

+  8 

—  35 

+  7 

+  32 

+  27 

499 

+249 

—  2 

—  8 

—  32 

—128 

—  13 

—  52 

—208 

+166 

+165 

997 

+299 

—  10 

—  3 

—300 

—  90 

—  27 

+291 

+187 

—243 

—372 

P 

a»> 

«»« 

«»« 

«»* 

«»» 

a»« 

«»7 

a»« 

«»» 

«6  0 

167 

+  28 

—  39 

—  59 

—  55 

+  11 

—  69 

—  53 

+  44 

+  58 

—  45 

499 

+161 

+145 

+  81 

—175 

—201 

+194 

—222 

+110 

—  59 

—236 

997 

—311 

—193 

—357 

+192 

+257 

—222 

—266 

+319 

—  4 

—400 

P 

«61 

««» 

««» 

««* 

a«» 

a«« 

«6  7 

«•8 

«tJ» 

«7  0 

167 

+  9 

+  65 

—  13 

+  36 

—  74 

—  52 

—  23 

+  38 

—  41 

+  75 

499 

+  54 

+216 

—134 

—  37 

—  148 

—  93 

+127 

+  9 

+  36 

+144 

997 

—120 

—  36 

+388 

—  83 

—324 

—496 

+250 

+  75 

—476 

+256 

P 

«»> 

a'» 

a'« 

a»* 

a»» 

«TS 

a" 

«7« 

a»» 

«80 

167 

—  15 

+  3 

—  34 

—  60 

+  12 

+  31 

—  73 

+  48 

—  43 

+  42 

499 

+  77 

—191 

+234 

—  62 

+251 

+  6 

+  24 

+  96 

—115 

+  39 

997 

—322 

—296 

+310 

+  93 

P 
167 

499 
997 

+327 

««I 

+  25 
+156 
—434 

—201 

a«» 

—  5 
+125 
—329 

—160 

—  48 

+185 

—443 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal 
wirklich  in  3.  279405653 ter  Potenz,  da  keiner  die  quadratische  Normform  hat. 
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II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
41  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  2  von  83): 

»?,«=«*  -4-  «"'  ,  t).  r 


%  = 

«-h«-'. 

'»4=' 

«     -r «        » 

%   = 

«'  +  «'\ 

%.  == 

»»le- 

•»ao=- 

«4-«       , 

'?14  = 

^••* 

%J  = 

«*  H-  «'• , 

*»..= 

«"  +  «-", 

'»4«   = 

«"  4- «~" ; 

^ 

= 

«" 

+  «■ 

.11 

» 

^. 

« 

«" 

+  «• 

■14 

» 

''ll 

= 

«" 

+  «■ 

-Sft 

> 

»»IT 

= 

«" 

+«■ 

-IS 

» 

^1 

= 

«•  +  «" 

9 

» 

^s 

SS 

«" 

+  «• 

> 

•»•f 

= 

«" 

+  « 

-10 

> 

^1. 

=5 

«" 

+  «- 

■  IS 
» 

»»«T 

« 

«" 

+  «■ 

.It 

9 

'10 


'14 


'18 


'31 


'16 


'SO 


^4  = 


'SS 


«   -h«      > 

". 

=■  a   4-«      , 

«" + «-" , 

"f 

«"  +  a-" 

-     ''ii 

=  «"  -H  «-"  , 

«»  +  «-»» 

'     "i. 

=  «"+«-", 

«»•  +  «-»• 

•     "i. 

=  «"  4.  «-" , 

'     •»« 

«"  +  «-» 

•     ''ii 

=  a   -t-a      , 

«"  +  «-", 

-      »»n 

_  „s  _.    „-S 

".» 

>     n.. 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


;  =  2  + »?, , 

''o'^i  —  %  "^  ^ss  » 

Vi  ~  ^'ST  "♦"  ^Sl  » 

Ms  ""^  •'s  "^  •'ii » 

*»o*»^ 

l  ="^l»'*"*'lT» 

^0*'»  ^  *y$  "^  ^ji  » 

Vs  ^'^  ^'si  ■+■  ^'l»  » 

%*»T  *■  •'so  "+"  •'«6  » 

*!.»?, 

,-=  *»,  +  *?„, 

^'»t  =  ^iT  ^'^SS  » 

Vio  ="  ''ii  ■+■  ^^ll  » 

Mll  ~  •'lO  "*•  •'sT  » 

^''n 

,  =  '»lo  +  ''is  ' 

%^1S  ="  *'S4  ■+■  ^'ST  » 

''0*'l4  ^^h"^  •»16  » 

Vii  —  •'4  "+"  •'ss  ' 

%'»ii 

j  =  »?,4  +  »7„  , 

^^^iJ  =  '?4  4-  ^,  » 

%^1S  ~  ''iS  ■^"  '»SS  » 

\^19  =  »»,1  4-  t?,4  , 

%*»„ 

,  =  1»,  +  >?„, 

\^2l  ="?,  +  *?,i  > 

%^ss  ™  %  ■*"  ''is  » 

%^„  =  %o  "*■  •'s» » 

%''S4 

>  =  *»t8  "^  *?!!  » 

Mss  —  ''l»  "+"  ^S»  » 

Vsi  ^  ''f  ■*"  •'so  » 

•'o^'sf  ^  •'s  "+"  •'s»  ' 

Msi 

,  =  *?„  +  '?,,, 

%^t9  '*''•'*■  ''sf  » 

VsO  ==  •'iS  ■+■  *'40  » 

''©•'si  '^  ''i  "+"  *'j  ♦ 

MS3 

t  ~  ^S  ■*"  ^'f  T  » 

Vss  ~  ''»4  ■*■  ''se  » 

MS4  ~  ''iS  "*"  ^\9  » 

•'o^'ss  *=  ''16  "^^  •'»s  ♦ 

%»?,! 

5  =  «»,  4-  »?„  , 

VsT  ~  ^11  "*■  '^IS  » 

Vss  '^^t'^  ^1%  ♦ 

•'o*'sf  —  •'»$  ■*"  •'»»  » 

V4< 

>  =  »»10  "*■  *'40  • 
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Congmenzwurzeln  mocL  p. 


p 

no 

1i 

Is 

*Ji 

^A 

n$ 

16 

17 

li 

If 

331 

—  4 

+  14 

—137 

—100 

+  68 

—  12 

+142 

—  29 

—164 

—118 

839 

—  19 

+369 

+384 

—108 

+  66 

—182 

—  38 

—216 

+230 

—168 

P 

lio 

In 

In 

1i» 

*Jl4 

In 

1l6 

1l7 

lis 

lif 

331 

+  20 

+  67 

—147 

+  92 

—144 

—119 

—  74 

—163 

—  94 

—103 

829 

4-  92 

+172 

—262 

—166 

—134 

—284 

+241 

+  49 

—  88 

+281 

P 

*Jjo 

Iji 

*ltt 

nti 

•lii 

1a  > 

Ist 

IlT 

lii 

Is» 

331 

H-  16 

—108 

+  77 

—  31 

—  34 

+161 

+101 

—  62 

—130 

+  17 

829 

+204 

+164 

+366 

—344 

—213 

—228 

—246 

+336 

+308 

+366 

P 

Ito 

*lsi 

Itf 

Ist 

1t4 

1s» 

1t6 

IlT 

Ist 

Ist 

331 

—  44 

—  62 

+  64 

—  66 

—  80 

+109 

—  37 

+  43 

—139 

+121 

829 

—103 

—170 

—117 

—406 

—137 

P               ^A 

331   + 

—300 

0 

76 

—363 

—  44 

+276 

—  94 

829   —286 

f^\)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  in  den  folgenden  Nonnen  in  gebrochener 

Form  enthalten. 

Normen  complexer  Zahlen  in  jj. 

-^O+lio-O  =  ^^^»         ^(1+1,-h*?,)  =  167.997,         Nil-ri^-hfiJ  =  331.167, 
^O+Iis+I«)  ==  ^29 .  167  =  JV(-1+,,^^-,,^  J  ,  i\r(l+i,,^+»i„)  =  331 .  997  . 
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III.    p  zum  Exponenten  41  gehörig. 
2  einundvierziggliedrige  Perioden  (fdr  die  primitive  Wurzel  2  von  83) : 

r^^rt-t-Ä-T'«     -+-«     -t-rt-r«     "T"<*     "T"«     "T"«     -+-«     -T"<*     -T"Ä     "r^*     -+-«     -n« 

-t-rt        "T-Cf        "T"«        "T"Ä        -t-rt        "t"**       "T"<*        "!"<*        -f-rt       "T"Ä       "T"<*        "HÄ       -+"<*        "T"* 

4-  «••  -4-  «**  +  «•  +  «"  +  «**  4- «"  -f-  rt"  4-«*  4-  a"  +  «"  4-  «"  -h  «** , 
r^  =  «'  4-  «•  4-  «"  4-  «**  4-  «"  +  «*•  4-  «••  4-  «"  -h  «"  4- «"  4-  «'*  4-  «*'  4-  «"  4-  «* 

4-  «"  4-  «*•  +  a"  4-  «"  4-  «'•  4-  «"  +  «*'  4-  «*  4-  «"  4- «  "  4-  «"  4-  «"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


fj"  H- 1)  4- 21  «  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


rt\^ 

=  -21-»?o 

,   Vi  • 

=  4-21. 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

» 

¥ 

»Jo 

•li 

P 

1o 

»li 

p 

»lo 

1i 

V 

1o 

»Ji 

3 

0 

—  1 

197 

80 

—  81 

443 

55 

—  56 

739 

238 

—239 

7 

0 

—  1 

199 

67 

—  68 

463 

98 

—  99 

751 

125 

—126 

11 

3 

—  4 

227 

107 

—  108 

479 

65 

—  66 

757 

228 

—229 

17 

5 

—  6 

229 

78 

—  79 

509 

235 

-236 

773 

198 

—199 

23 

1 

—  2 

241 

26 

—  27 

521 

104 

—105 

787 

270 

—271 

29 

13 

—14 

277 

95 

—  96 

523 

227 

—228 

811 

136 

—137 

31 

8 

—  9 

293 

16 

—  17 

547 

225 

—226 

839 

76 

—  77 

37 

9 

—10 

313 

58 

—  59 

557 

135 

—136 

853 

87 

—  88 

41 

4 

—  5 

317 

30 

—  31 

563 

213 

—214 

857 

50 

—  51 

59 

12 

—13 

349 

100 

—  101 

593 

111 

—112 

859 

362 

—363 

61 

25 

—26 

353 

49 

—  50 

607 

195 

—196 

881 

401 

—402 

109 

17 

—18 

359 

32 

—  33 

617 

239 

—240 

907 

328 

—329 

113 

48 

—49 

373 

79 

—  80 

619 

74 

—  75 

911 

215 

—216 

127 

33 

—34 

383 

162 

—163 

659 

317 

—318 

929 

438 

—439 

131 

10 

—11 

397 

127 

—128 

siz 

314 

—315 

941 

140 

—141 

151 

40 

—41 

401 

19 

—  20 

691 

291 

—292 

953 

92 

—  93 

173 

34 

-35 

409 

60 

—  61 

701 

137 

—138 

977 

179 

—180 

191 

23 

—24 

419 

117 

—118 

727 

192 

—193 

983 

476 

—477 

193 

63 

—64 

431 

115 

—116 

733 

343 

—344 

991 

448 

—449 

P        »lo 
3     —     3 
7     —119 


P 

11 

17 


Congruenzwurzeln  med.  p*» 


1o 
—  261 
+1892 


P  1o 

29     4-9786 
31     —1976 


P  >lo 

37     4-10739 
59     4-89397 


P 
61 


—15164 


/(io)t  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/^1.) 

n  muten«  rnmi«ci£ 

P          Al„) 

p       A%) 

23 

1-  1, 

237     11— 2i), 

401     19—  tj^ 

659     23—2.,, 

773     19-4.,, 

41 

*-  ". 

329       6— 3.J, 

621        1+5.1, 

701     11— 6.J, 

787     23—3.,, 

181 

10—  1, 

277       8-3.,, 

bS7     13-4.1, 

739     33- 3n, 

811       6-efl, 

193 

1-8^, 

393     16—  fl. 

607     19-3fl, 

751       l+6fl. 

983     39—2., 

199 

S-3% 

397     13-S>|, 

Die  Obrigen  PrimzaUeD  p  haben  ideale  Primfactoren  deren  3te  Potenzen /*((|^ 
wirklich  sind: 


109 

1048-     76.,, 

"-     1o 

113 

977-   131.,, 

15-  3n 

137 

1094—  177.,, 

6-  *\ 

151 

814—  34S.,, 

9-*" 

173 

1967—  31  In, 

3+6,° 

191 

2186-  276., 

23-     . 

197 

296+  607.,, 

6-5n 

341 

2956-  435fl 

se-   ., 

313 

4748—  519.1 

18-  5., 

317 

296+1337.1, 

30-     , 

349 

6512-     IS., 

2-7., 

363 

2327-1301.J, 

3-  7.1 

369 

4968—  906.) 

33-     ., 

373 

2037— 1461  q, 

32-  5., 

383 

6023-  841.,, 

8-  7., 

409 

6263-IS76., 

11-  7., 

«19 

1538—1805., 

13-  7., 

431 

7349—  9B6.,, 

29-  4.. 

/'(-lo) 

«lo) 

7313—1129.,, 

3+  8.,, 

9B08-  319.,, 

37-   ^\ 

2602-3155.,, 

17-   7r, 

10288—  895.,^ 

37—  2.,^ 

698—2689.,, 

30-  7,^ 

86G9-1857.,, 

31-  6,; 

3502-3731.,, 

16-  8,, 

12947—1121.,, 

33-  6«, 

11651— 191 3q, 

34-  6.,, 

4198-5135.,, 

19—  8., 

14828- 1689.,^ 

43-  3.,, 

3679-3795.,, 

29-  7., 

19141—  673.,, 

41-  4,; 

493+4341.,, 

46-  3n, 

1361-4603.,, 

9—10.,, 

17707-3336.,, 

3+11.,, 

14433-4101*,, 

17—10.,, 

15524"3947r, 

50-    .,, 

25063—  195«, 

36-  7fl, 

7339—5305.,, 

6—1  In, 

3139—5847.,, 

9-111, 

27494-       5.,, 

47-  4.,, 

2587+621 5q, 

51-  2.,, 

28139—  896.,, 

39-  7.,, 

9038-6899.,, 

23—10.,, 

404+6673.,, 

16— 11«, 

21334-44B6n, 

16-11«, 

*)    FOi  jed«  dieier  Primzablen  p  gibt  e 
B  liegt  dra  Berachnniig  *oii /■(«,)  in  Grande. 


eine  compleie  Z«U  ^nj,  deren  Konn  =  3^  lit, 


146 

IV.    p  zum  Exponenten  82  gehörig,  in  Beziehung  auf  83te  Einheitswurzeln  selbst 

complexe  Primzahlen: 

2,         5,       13,       19,       43,       47,       63,       67,       71,       73,       79,  89,  97,  101,  103,  107, 

137,     139,     149,     157,     163,     179,     181,     311,     223,     233,     239,  251,  257,  263,  269,  271, 

281,     283,     307,     311,     337,     347,     367,     379»     389,     421,     433,  439,  449,  457,  461,  467, 

487,     491,     503,     541,     569,     571,     577,     587,     599,     601,     613,  631,  641,  643,  647,  653, 

661,     677,     683,     709,     719,     743,     761,     769,     797,     809,     821,  823,  827,  863,  877,  883, 
887,     919,     937,     947,     967,     971. 


X=89 

I.    p  «=  89m  4- 1. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p             a               a^             a*             a*  «*               «•             «'  a*  «•  a'® 

179       «-79       —24       —  73       +39  —  38       —  41  +17  -4-89  —  50  -+-12 

f,           a>>             «»»             «>»           a^*  a»»            «»•           a»»  «>•  a»»  «><> 

179       —  63       +70       -+-19       —  69  -+-81       -+-45  -{.25  —     6  —  63  —  3& 

p           a>i            a"            «»«             a»*  a»»           a»«           «»»  «»•  a»»  a»» 

179       -h  80       —  55       -{-  49       +67  +77       +3  —  68  --72  —  40  —  62 

^           aJi             «»J            a«»       ,    a»*  a«»           «»•            «»'  «»•  «»•  a*o 

179       +65       +56       +61       +88  +29       +36  +20  +31  +57  —  28 

p           a*»     «*»     a*»     «**  a*»     «*•     «*»  «*•  a*»  «»• 

179   +64   —  44   +75   —  18  —  10   +74  +61  +14  —  32  +  22 

p           a*i           a**     a^'     a*^  a**           «*<     a»'  a**  a*>  a«o 

179       +52       +9       +5       —.37  +59       —     7  +16  —  11  —  26  +86 

p           «61            a«*             ««»           a«*  a«»           a««  o«»  a««  ««»  a»» 

179       +87       —  71       +60       —  86  —     8       —  84  +13  +47  +46  —  54 

p           a^i           «TJ           f^1^           «»*  a»»           «»«  «»»  a»»  a»»  ««« 

179       —  30       +43       +4       +42  +83       +66  —  23  +27  +15  +68 

p           «8»     a«»     «•»  a«*     «•»  «•«  a«'  a«« 

179   —  2   —  21   +48  —  33   —  78  +76  +82  —  34 

Primfactoren  der  Primzahl  p  ideal, 

wirklich  in  Ii840i449ter,  oder  in  Il3.li840i449ter  Potenz. 
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X  =  89 

IL    jp  zum  Exponenten  2  gehörig. 
44  zweigliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  3 


30  von  89): 


%  = 

«-H«-*, 

^     „10  _,     „-10 

»?2  =  «     4-  a        , 

»»i 

= 

«"  +«-" , 

^4  ™ 

iy^  aas  «     -h  a        , 

ij^  =  «     4-  a        , 

»Jt 

sr 

«' + «-^ , 

^9  = 

^1 

= 

a     4-  a        , 

*?„  = 

«*  4-  «"* , 

*?14  *=  «      4-  «        , 

*»» 

— 

''le  ^ 

1?!,=««"+«"", 

»?18  =^  «'  +  «"*  , 

»^i. 

= 

«4-«        » 

^»o~ 

«     4-  a       » 

^        „14  _,     „-14 

*?„  =  «     4-  a       , 

*?ai 

= 

a     4-  a        , 

*'a4  =" 

«" + «-" . 

i?„  «  «"  +  «-"  , 

^7 

« 

«   4-«      > 

^19  ~ 

«' + «-• , 

^        „80  _,     „-»0 

''11 

— 

«     4- «       1 

»?„  = 

*?„  ^  «"  +  «""  > 

^        „4a  _.      ^-48 

>?,4  =  «      4-  «         , 

'»i» 

=s 

a     4- «       , 

*^16  — 

1        —  r-'8  _,     ^-18 

»Jm 

= 

«     4-a        > 

%o- 

«  4-a      > 

I4,  =  a'  4-  «"•  , 

»J*! 

SS 

«4-«      , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

%  =  2  4-  1,,  ,  %yi^  =  *?„  +  1,,  ,  %i?,  =  I4  4-  *?4,  ,  %1,  **  la  ■+"  *^a8  » 

V4  =='»»■*"  ^'u  »  ^'o*^!  =  ''le  ■*"  ^41 »  %'^%  =  ^^10  ■*"  ''»a  >  ^''t  =  *^8T  "+"  *?40  » 

Ms  =^  *»!  ■*"  ^'ll  »  %*^9  ^^^  *^a6  "+■  *'l0  »  Mio  —  ^84  "^  ^Zi  >  Vii  =*  I4  "*"  ^'ai » 

Mia  ~  ''is  ■*"  *'4t »  Vii  =  ''i  +  *»8  »  Vi4  ^  ^$0  ■*"  ''ai »  Vis  =  '^li  "+■  ''14 » 

Vu  ="  *»!»  "^  ^^ »  ^^'iT  =  ^'ai  ■*"  ''«  »  Vis  =  ^'la  +  *?a7  »  ^''is  =  ''as  "*"  ''41 » 

Vso  *=  ^'w  ■*"  ''iT  »  Vai  ="  ^'ii  +  ''n  '  Vas  ==*  *»i "+"  ''a» »  Vaa  =^  *'i4  "^  '»84 ' 

Va4  ==  ''iT  ■+■  ^'is  >  Vaj  ==  ''lo  "*"  ^»88  »  Vae  =  %  +  1,,  »  10*^87  =  17"*"  ''is  ' 

» 

Vas  ==  %  "^  ''41 »  Vaa  ==  ''i  "*"  ''la  »  %%o  =  *^6  "*"  %  »  Vii  =  '»la  "+"  ''la  ' 

Via  ^^b"^  ^21  >  Vii  ^  ^10  ■*"  %i »  %*^a4  =^  ''is  "+"  ''aa  '  Vu  =  ^u  +  ''ai ' 

Vis  =  15  +  »»a»  »  Vi7  ==  ''ao  ■*"  ''ai »  V18  ~  ''84  "*"  ''ae  »  Via  —  *?ji  +  ''as  » 


%*'40  =  '»7  "+"  '»48  '  V4I  —  ''ft  "*"  *^19  »  V4a  —  ''a  "^  ''40  '  V4S  =  *'ia  "^  *» 


38 


Im  ersten  Tausend  existirt  keine  hierher  gehörige  Primzahl  p;  dass  aber 
die  Primzahlen  j?  =  89m  — 1,  deren  erste  1423  ist,  wirkliche  Primfactoren  in  ^ 
haben,  ergibt  sich  daraus,  dass  die  Primzahlen  j?  5=  89m 4-1  wirklic^  Factoren 
in  l|  haben,  z.  B.  N(i  4- 1^  +  >?,,)  =  179 .  * 

9 


19' 


148 


Xa-89 


in.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
22  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  30 

^     .     ^SS  _.         ••  _i     ^J4  ^      ^_     -.10  _,      -.48  _,     _-»»  _,         41  

.=«»  +  «"  +  «"  +  «",     „,=«"  +  «"  +  «"  +  «".        1,,= 
.    =  «"  -H«"  +  «"  +  «",       17,  =  «'  +«"  +  «"  +  «•%  >?.  = 


30  von  89): 


a 


r» 


70 


TT 


<;(     -T"  cc     -t-  rt     9 
•  a      -T"  «      -T"  cc      I 


»?,,=«  -H«  -t-«  -r«  » 

>j,,  =  a  +«  -r«  4-«  » 

»y      =«  +«  -r«  -T-a  » 

tj      s=a  4-a  -t-a  -+-« 


^      ^10     ,        16 

*?,  ^  «  -r  « 

ty.  =  a  -t-  rt     -H  rt 

>jg  =  rt  -f-«     -n«     "T"« 

v\^^  sss  a     -h«     -i-a  -H«     , 

^         ^4»  _,         J»  _,         40  _,        64 

*7      ==«     -+-a     -h«     -T-«     , 

^         ^4»     ,         TS     t^      44     ,     ^IT 


.84 


a 


81 


'18 
^1 


=  «»«4- «»•  +  «"  +  «*; 


^»0  _,     „80  _,        18  _,     ^9 

»7,0   ==«      -h«      -h«      4-«, 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»7n    = 


4  -h  2*?,  +  ijg  ,         tJo*»i  =  ''t  +  ^19 


=  2»j^  +  17,  +  »7io 


+  *7,,  +  *7 


*'o*'j '0 

*7o*?T    =    ''l  "*"  *^5 


14 


+  >7, 


■  ^'w  "^  ''19 
.  ''l8"*"*^l9' 

%%    =    ^  -+■  ''8  +  *?10  +  »»IT  » 
''o'^ll    —    ^4  ■*■  ''lO  "+"  ''li  "^  ''ll  » 
Mll    ^    *?!  +  %  +  *?1T  +  ''»l  » 

^0*^14  =■  ^11 "+"  ''iJ  ^"''16  "+"  ^'ao  » 

•'o'^lT    ~    »7,  +  %+ IJj,  4- t?j^  , 
^''n  =  ^  +  ^T  +  2>?^,. 
^''ai  —  ''ö  ■*"  ^11  +  ^'ii  ■*"  *»it  • 


11     •     ''14  » 

*'0^4    = 

%\  = 

''0*'8    = 

''o^'io  ~" 

Ml»  ~ 

^''ao  ~ 


Ma  ==  *^4  ■+■  ^'i*  ■*"  ^'iT  "^^  ^»80 
*7,  -+-  »7j  4-  i?j,  4-  »7jg  , 

%  "+"  %  ■^"  *^io  "^  ''ai » 
»7,  4-  »?,  4-  1?,  4-  i7i,  , 

*73  +  '^6  "+-  »»a  +  »»ii » 
»7,  4-  *7ij  4-  tjjj  4-  1?,, , 

*7,  4- 1?^  4-  »7u  4-  *7n  > 
»Jj  +Vj  4-i7j,  +  %o» 
»7,  4-  »7,4  4-  *7„  4-  *7i,  , 


P  1o  1i 

233     4-     3     4-  86 
479     4-     1     —203 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 

1a  ^t  ^A         ^i  16         *Jt 

-  90     4-  90     —105     4-77  4-68     —  87 

-  72     4-155     —  66     —    4  4-166     4-143 


Is  I9  1io 

4-20    4-58     4-11 
—  81     +218     +234 


P  In  I1»  llt  1l4  *JH  ^16 

233     +  60     —  18     +  87     +  43     —  99     —  57 
479     +174     —187     —141     —  18     —     6     —  61 


"JiT  ^it         1i9         lao  lai 

15     +  62     —  10     —  49     —  93 

+131     +  10     —139     +58     +12 


/(*»o)»  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P  ^  Ano) 

233    gebrochen  in  folgenden  Normen. 


P 

479 


1-% 


iV(i 


1 

^ 


*  Nonnen  complexer  Zahlen  in  j{. 

1„)  =  -179,        iy^(l-fl,-.,„)  = -883.179,        iV(fl, +  .,„)  =  888 .  1667 
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X  =  89 


VI.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
11  achtgliedrige  Perioden  (flir  die  primitive  Wm^el  30  von  89) 


49 


»jj  =  a*°  -4-  «"  4-  «t*  -4-  «*'  4-  a"  -H  «*    -H  «"  +  « 


^8    = 
^0    = 


«*   -ha*   +«"+«•   4- a" -H  «•*  +  a*°  +  a" 
«"  4.  «"  +  a"  +  «•«  +  a«  -h  «"  H-  «"  +  a* 


Wurzeln  der  Gleichung: 

,"  +  ^"  -.  40»?''  —  19ij'  +  482ij'  -4-  84t)*  —  2186tj*  +  102»y*  -h  3152ij'  —  781»?'  -h  67»y 


-1  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»,J  t=  8  -H  2»,,  +  2»j^  +  »?e  +  2i?io '. 

V4  =  ^%  +  »»1  +  ^s  +  2»7j  -4-  2»)^  , 
Ve  =  *7o  "+■  2''.  ■*•  *»!  +  ^»8  +  %  "+■  2i,jo ' 

%*78    =    *-  1  —  %  —  ^1  —  *?♦  +  *78  ""  ''lO  » 
%*?10    =    ^%  +  *?!  +  '»,+'?,+  ^\  +  ^9  • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 
Von  den  8  hierher  gehörigen  Primzahlen  pi  37,   loi,  433,  457,  571,   853,  967,  99i 
beispielsweise: 


Vi    =    ^''l  -+■'>,  +  *»S  +  ^  ■+■  2*?T  -+■  '^lO  » 

*7o^j  —  —  ^  "4-  ^0  ""  ''s  '^'^t  ""  ''4  "■  ''t  » 
Vd  ~  ^2  +  *7,  +  2»y^  +  *?5  +  2»j^  -f-  >?,  , 

Vt  ~  ^^'i  "^  ^^h  ■*"  ^'^T  +  ''s  "*■  ^'s  » 

»Jo^    =    —  ^  —  %  — ^1  +  *?♦  —  »»5  —  *?9  ' 


p 

lo 

M 

»Ji 

It 

I4 

»Js 

»l6 

It 

»J8 

1» 

*Jio 

37 

—2 

+  2 

—14 

+  6 

+  7 

—12 

—  8 

+  10 

+  10 

+  15 

—  11 

101 

—9 

+  21 

—46 

— 4K 

—  15 

—25 

+  42 

+  26 

+  12 

+  13 

+  21 

853 

+1 

+167 

—14 

—31 

—374 

+14 

+393 

—403 

—107 

+148 

+205 

150 


p 

37 


/(^o))  Primfactoren  der  Primzahlen  p^  z.  B. 


+  *?,  -H  »jj  -H  *Jio 


p 

101 


+  1  —  ^5  —  ^7 


863 


2081, 
37 .  101 , 


Normen  complexer  Zahlen  in  {• 

NQi-Ti)  =-  1283 ,  i\r(l-ht,^+i? J  =  iV(2+*?o)  =-  37"  , 


V.    p  zum  Exponenten  11  gehörig. 
8  el%liediige  Perioden  (ftbr  die  primitive  Wurzel  80  von  89): 

-H  «*' -H  a"  4- «•' 4- «•   -4- «'•-!-«*   -♦-«••-♦-«*  +  «", 
+  «"  +  «**  +  «"  +  «"  +  «'•  +  «"  +  «"  +  «"  +  «"  • 
-4-  «*   -4- «"  4-  «*'  4-  «••  H-  «••  +  «*•  4-  «"  4-  «"  -h  «"  , 


♦Jo 

SS 

«e 

+  «" 

*?! 

= 

a 

+  «'• 

*?, 

rs 

a 

-H«" 

»?, 

=: 

a 

+  «" 

*?4 

= 

a** 

+  «" 

^'s 

= 

a 

+  «" 

*?6 

« 

«'* 

+  «*• 

*?T 

= 

a 

+  «** 

+  a"  +  «"  +  «"  +  «••  +  «"  +  «** 


«»  +  «"  -1.  «" 


-4- «"  4-  «••  +  «"  4-  «"  +  a"  4-  «•*  4-  «"  -4-  «**  H-  «'  , 


4-  a**  4-  «"  4-  «**  +  «**  4-  «*'  4-  «" 


a*  4-  «"  4-  «'  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

!?•  4-  *j'  4-  6»}*  4-  46ij*  —  143ij*  —  676»?*  4-  1160ij"  4-  16iy  4-  612  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


%''6    = 


»?i  +  *},  4-  2tj^  4-  *?5  4-  4ijg  4-  2yi^  , 

9  —  %  —  2iyj  —  tj^  —  2»?^  , 

*?j  4-  2i7,  4-  »?,  4-  4>?4  +  2»jj  4-  t?y  , 


Vi 

SS5 

—  9 

-*»« 

-2,, 

-". 

-•». 

"o''. 

= 

—  3 

-»»x 

-1,- 

1»- 

2»?,, 

%\ 

=- 

—  8 

-". 

-2„. 

-". 

-»»,, 

%1t 

« 

—  2. 

-"»■ 

-2,,. 

-%■ 

-\- 

151 


X  =  89 


Congraenzwnrzeln  mod.  p. 


p 

»lo 

1i 

»Ja 

ni 

14 

ns 

»!• 

*lT 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

67 

H-  3 

+  5 

+  10 

—  5 

—  30 

+  31 

+  5 

—  19 

97 

—  3 

—  31 

+  16 

+  30 

+  14 

+  29 

+  4 

+  37 

167 

—31 

+  39 

—  37 

+  42 

+  68 

+  58 

+  75 

—  48 

233 

—  8 

+  57 

—  70 

+  70 

—  84 

—  72 

—104 

—  13 

269 

+13 

+115 

+  15 

+  14 

—100 

—  92 

—124 

—111 

271 

—  6 

+115 

—  77 

—123 

+121 

—  58 

+116 

—  89 

283 

+20 

+  97 

+118 

+  37 

—  99 

—  91 

+  67 

+133 

331 

-4-21 

—159 

+  35 

—  44 

+109 

—147 

+  84 

+100 

401 

—54 

+114 

+183 

+148 

—  89 

—  71 

—104 

—128 

449 

—22 

+184 

—216 

—  71 

+109 

+157 

+  29 

—171 

461 

+21 

—168 

+  35 

+132 

—161 

+122 

—224 

—229 

509 

—  8 

+  54 

—100 

+  27 

+  97 

+229 

—  61 

—239 

523 

+29 

+263 

+229 

+190 

+134 

—  81 

—167 

—  85 

601 

—  6 

+  25 

—  41 

+135 

—278 

+196 

+255 

—287 

631 

—46 

+131 

+277 

+149 

—  91 

—168 

+227 

+151 

701 

—52 

+321 

—  72 

—  86 

—127 

—191 

—332 

—163 

751 

+33 

—  37 

—  41 

—135 

—  71 

+256 

—266 

+260 

757 

+60 

+274 

+377 

—241 

+355 

+188 

+125 

+375 

809 

—  2 

—291 

+183 

+  54 

+294 

+178 

+374 

+  18 

929 

+68 

—398 

+313 

—231 

—301 

—406 

—177 

+202 

983 

—44 

+356 

—154 

+460 

+301 

+208 

—229 

+  84 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
und  zwar  sehr  wahrscheinlich  für  alle,  wirklich  in  llSter  Potenz. 


Normen  complexer  Zahlen  in 
2?809,  ^(a-i^  = 

2.»228,  i^C»»,— 2i»,)  = 


2", 
2?67, 

2.'609 .  67 ; 

187067 . 


1 1 

1 


m  - 1.,) 


=  2" 


2?67 , 
219031 , 


152 


X«  89 

VI.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
4  zweiundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  30  von  89) : 

i7=a-t-a     "♦■<*     "HÄ     "T"Ä     "HÄ     "7*^     "T"<*     "T"Ä     -T"<*     -f-a-f-a     -n«     -t-<*     -i»a 

-4-  «**  -4-  «••  -4-  «"  H-  «*  +  «"  4-  a**-!-  a"  , 

+  «"  +  «'*  +  «"  +  «**+«"  +  «"+«"  +  «", 


.40 


.84 


-4-  «"  -4-  «"  +  «•*  +  «"  +  «"  H-  «**  +  a" 


„      ^Jl  _i    ^7  _,     „77  _,    ^46  _,    ^61  _,        48  _,    ^8»  _j_  Ji%  _,     „78  _,    ^14  _,     „86  _,     „86  _,     ^81  _,     „18 

+  «*•  +  «*•  -4-  a"  4-  «•  4-  «*•  +  «"  4-  «•*  +  «'  ; 

Wurzeln  der  G-leichung: 

ij*  -l-  ij*  —  331?"  +  39iy  -H  8  «  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*7j  =  19  -H  7?,  +  37»,  4-  6»},  ,  ij^ijj  =  —  6  —  7?^  -4-  37J, ,        i,^  ,,^  «  —  6  -h  ij^  4-  tj ,  , 

%*?,  ==  —  6  4-  3>?^  —  fj,  . 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

»Jo 

ni 

1» 

•li 

P    . 

Ig 

1i 

li 

»li 

11 

4-  2 

—  4 

—  3 

4-  4 

607 

4-  96 

—223 

—146 

4-272 

73 

-   8 

4-  13 

—  31 

4-  26 

619 

—  96 

4-277 

4-130 

4-306 

139 

—  11 

—  60 

—  45 

—  24 

673 

—209 

+263 

—281 

4-236 

261 

—  26 

4-  71 

4-117 

4-  87 

769 

—  39 

—367 

4-  78 

4-327 

263 

4-  76 

—118 

—127 

—  94 

797 

—  48 

—204 

4-180 

4-  71 

311 

4-  9 

—106 

—165 

—  60 

823 

—  81 

4-391 

4-262 

4-260 

317 

—  13 

4-168 

—  44 

—102 

947 

4-  76 

—422 

—266 

—346 

367 

4-  73 

—  85 

—101 

4-112 

971 

—348 

—427 

4-410 

4-364 

443 

—  46 

4-  73 

—163 

4-124 

977 

—  68 

4-178 

4-440 

4-426 

467 

4-142 

—206 

—211 

—193 

153 


X.=  89 

y(i?J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B.*). 


p 

A^o) 

P 

Ano) 

-4-  11 

3~2>,, 

-1-311 

l-2t,. 

—  73 

21-81?,-  2*,, 

—317 

l-|-2i7j 

H-139 

107-f-8*j^-|-22*jj— 32tjj 

—367 

3-2i?^-2i7, 

-f-263 

9-2t,, 

—607 

1— 4*,^-2tyjH-2*j, 

-619  49-  4t7^+10i,^-  14r, 

-797  19-1-  2>7^-  4>,, 

+823  16-  2>,^—  4>jj 

—971  387-f-30»jj-f-80*jj— 112*jj 


VII.    j)  zum  Exponenten  44  gehörig. 
2  vierundvierziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  30  von  89) 


=    «  +  «10^^11^^n^^Sa^^5.^^85^^49^^45^^*_j,^50_j_^ 


SS 


a 


16 


a 


71 


.8T 


.69 


-6T 


4  7 


35 


.72 


.80 


a"  •  4-  «"'  -I-  a-  4-  «"  +«-  -f-  «•-+«•  -|-  «'"  +  « 


.88 


*J,    = 


-r  CC        "T-Ä        ~T-Ä        -f-Ä        ~T"<*        "^  a-f-a        "+-«        ~T"rt        "7"Cf        "T"Cf 
_J_  rs,'*  _1_  ^1*  _1_  rv»'  _!.  rs,'0     •_  ^U     •_   „48  _,     ^64  _,     ^17  _,     ^81  _,     ^9 

CC        -T"fiC        ~T-Ä        -t-Ä-f-a        -f-«        "7"Ä        -T-«        "T"Ä        -f-Ä        +^        "T"flt 

-f-Ä     -T"<*     "T  et     -r  CC     -i-  CC     -r  cc     -r  cc     -r  cc     -t-cf     "r  cc     -t-  cc 

_,     ^16  _,     ^26  _,        §2  _,        19  _,        12  _,     ^81  _,        48  _,     ^74  _,     „28  _j 18     ,        41 

-f-«     -r«     -r  CC     n-  CC     -f-a     -r  cc     -t-ct     +ä     -t-  et     -r  cc     -h  cc 


,      4.  a»*  +  «fi  +  a«0  4-  «««  4.  «»T  ^  ^14  ^  ^51  ^  ^65  _^  ^27  _^  ^3  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 

t,'  4.  tj  —  22 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


0; 


,,J  =  22-t,^, 


Vi  =  -  22 . 


*)     Wegen  der  Complication  mit  den  Factoren  von  11  und  von  2  (auch  5)  liegen  die  Prim- 
factoren/(v)q)  etwas  versteckt,  so  dass  einige  mittelst  der  folgenden  Normen  berechnet  sind: 

/V(ll  — 2nj)«=  73.67  und  N(b -- 2^)  =  —  11.67,  M  —  2»jj  —  2ij,)  =  139.11, 

^'(7  +  2^3)  =  —  619  .  11 ,  N(l  +  8*1,)  =  971 .11 . 

Für  die  übrigen  Primzahlen  p  haben  sich  folgende  Normen  ergeben: 

iNrC17  4-2ij,)=  ll?2öl,  iV(9  —  4»Jo  4- 2n,)  =  251.467, 

iV(ll  4-  4^0  —  4na)  ==  443.467 ,  Nil  +  4»j,  H-  6»j,)  =  673. 11 .25  , 

N(3  —  4»jj  4-  811,)  =  769 .  1291 ,  ^(13  —  6tio  —  4ij,)  =  947 .  139 , 

Ar(l3  —  6tio  +  2ti,)  =  947  .  179  ,  iN^Cll  4-  2^0  —  2»j,)  =  67  .  977  . 

Hier    ist    die  Zahl  2   öberall   ausgeschlossen  worden  durch   Zugrundelegung   von   Congruenzen   in    2y]; 
sonst  erscheint  2  sogleich,  z.  B. 

iNr(l  — 1,)  =  2    ,         JV(14-*D  =  2«,         Ar(2  4-Ti)  =  2.97,         A(l— 3^«— »),;  =  8  .  11 .  73  . 

Das  Zeichen  +  vor  den    Primzahlen  p   zeigt  an,   dass  N/[viq)  t^  -^p,    das  Zeichen  —  , 
dass  NßjHf^)  =  —  p  ist. 

20 


154 


X>-89 

Congrnenzwurzeln  med.  p 

P       »lo 

1i 

P 

*>o         1i 

P        »Jo 

1i 

P 

^0 

li 

6       1 

—  2 

157 

25     —  26 

409     114 

—116 

733 

191 

—192 

17       7 

—  8 

173 

37     —  38 

463     177 

—178 

761 

267 

—268 

47     14 

—16 

199 

20     —  21 

487     231 

—232 

811 

390 

—391 

63     23 

—24 

227 

30     —  31 

687     280 

—281 

821 

57 

—  68 

71     17 

—18 

257 

101     —102 

613     221 

—222 

881 

237 

—238 

79     28 

—29 

277 

110     —111 

641     226 

—227 

907 

419 

—420 

107     46 

—47 

307 

78     —  79 

643     113 

—114 

911 

86 

—  86 

109     16 

—16 

347 

87     —  88 

669     120 

—121 

937 

216 

—217 

131     36 

—37 

373 

86     —  87 

691       74 

—  76 

997 

209 

—210 

Ä%\ 

Primfactoren  der  Primzahlen  />,*)• 

P 

A^o) 

P 

Ano) 

P 

Ano) 

P 

An^ 

4-     5 

17-  4t,, 

—167 

109— 26t?j 

—409 

103— 24t,j 

+733 

31—  4t,^ 

—   17 

26-  6*,, 

+173 

21-  4r,^ 

—463 

27-  8t,^ 

—761 

63— 14t,, 

—  47 

101-24*,^ 

—199 

31-  8t,, 

+487 

23-  2t,^ 

+811 

29—  2t,, 

—  63 

6-  2yi^ 

—227 

186-44t,^ 

+687 

26—  2t,, 

+821 

277— 66t,, 

-f-  71 

211— 50*,^ 

+267 

37-  8t;^ 

—613 

366— 84t,, 

—881 

171— 40t,, 

+  79 

43-10*,^ 

+277 

63— 12t;, 

+641 

107— 26t,^ 

—907 

263— 62t,, 

4-107 

13-  2n^ 

—307 

6--*^o 

+643 

35-  6t,^ 

+911 

61— 10t,, 

—109 

41-lOt,^ 

—347 

1-  K 

—669 

313-74t,^ 

—937 

306— 72t,j 

—131 

13-  4>,^ 

+373 

26-  4t,, 

+691 

49-lOt,^ 

—997 

51— 14t,, 

Vin.    p  zum  Exponenten  88  gehörig,  in  Beziehung  auf  89 te  Einheitswurzehi 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,         7,  13,  19,       23,       29,       31,       41,  43,       69,       61,  83,  103,  113,  127,  137, 

149,     151,  163,  181,     191,     193,     197,     211,  229,     239,     241,  281,  293,  313,  337,  349, 

363,     359,  379,  383,     389,     397,    419,     421,  431,     439,     491,  621,  641,  647,  657,  663, 

569,     677,  693,  699,     617,     647,     653,     661,  677,     683,     709,  719,  727,  739,  743,  773, 

787,     827,  829,  839,     867,     859,     863,     877,  883,     887,     919,  941,  953. 


*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primiahlen  p  leigt  %n,  dass  Nßyii^)  ae  +p,  das  Zeichen  —  , 
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Lp«  97  m -f  1. 


p  a  a* 

389       —114       +159 
971       -f-169       4-402 


97 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


a*  a*  a*  a*  a' 

4-157       —     4       H-  67       +142       +150 
—  32       +418       —241       +  53       +218 


10 


+  16       +121       —179 
—  56       +246       —179 


11 


IS 


11 


,14 


IS 


IC 


IT 


18 


19 


r»0 


p  w 

389       +178       —  64       —  95       —  62       +66       —133       —     9       —141       +125       +143 

971       —150       —104       —  98       —  56       +416       +223       —182       +314       —339       —     2 


>>i 


rSS 


SS 


^S4 


r35 


iSC 


rST 


rS8 


J9 


rSO 


p 

389       +  36       +176       —111       —183       —144       +78       +55       —  46       +187       +  77 
971       —338       +167       +  64       +135       +482       —106       —436       +112       +479       +358 


rSl 


iSS 


SS 


>S4 


(SS 


(Sf 


,11 


pS8 


iS9 


,A0 


p  a**  «••  a*'  a* 

389       +169       +184       +30       +81       +102       +  42       —120       +66       —  19       —168 
971       +300       +208       +196       +110       +141       —446       +364       +343       —293       +     4 


t41 


r4S 


«s 


p 

389       +  91       +129       +  76 
971       —295       —334       —128 


44 


f4S 


(4f 


r4T 


r48 


>49 


50 


a"  a""  a'*  «"  «*'  a""  a' 

—106       +  25       —127       +85       +35       —100       +119 
—270       +     7       +212       —  99       —224       +  13       +255 


51 


,$t 


fSS 


p  u»*  «••  a* 

389       +  49       —140       +  11 
971       +371       —416       —392 


54 


SS 


,S6 


57 


,S8 


59 


87       +193       +171       —  44       —  41       +6 
220       —282       —  79       +243       +286       —386 


+  94 

—     8 


61 


»CS 


(SS 


p64 


rSS 


iB§ 


«T 


.68 


p69 


-70 


p  a"*  a"  tt' 

389       +176       +164       —  24       +13       +74       +122       +96       —  52       +93       —  99 
971       —381       —303       +266       —431       —  14       —424       +198       +448       —  26       +461 


,11 


TS 


TS 


rT4 


r7S 


rTf 


TT 


rT8 


,19 


P 

389       +     6       —181       +17       +7       —  20       —  64       —  68       —  28       +80 
971       +229       —139       —187       +440       —407       +168       +485       +401       —201 


«80 

—173 
16 


p81 


-89 


-8S 


r84 


-85 


,86 


-87 


,8  8 


,89 


p  a"*  a' 

389       —117       +112       +69       —  86       +79       —  59       +113       —  45       +73 
371       —209       —366       +459       —109       +  28       —123       —396       +76       +52 


«9  0 

—153 
+  49 


-91 


-99 


r9S 


p94 


-9S 


-96 


p  a"  a"  a'*  a*«  «*•  a' 

389       —  63       +180       +  97       —166       —137       +  58 
971       —458       +278       +374       +  91       —157       —316 

Primfactoren  der  Primzahl  p  ideal, 
wirklich  in  118982593 ter  oder  3437  .  118982593 ter  Potenz.? 

Es  ist  N(l  —  «'  +  «")  =«  971 .  304262609969 . 

20  • 
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X  =  97 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
48  zweigliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


%  =  «  +  «"*» 

^     ^10  j_  ^-10 

>?,  =  «'  +  «"' , 

„,  =  „«• + «-•• , 

*?,  =  «•  +  «-• , 

ri^=.a^+a'\ 

,,  =  «» + «-" , 

^       ^48  _,     ^-48 

t)j,  =  a*  4-  «"* , 

*?!,==«     -t-  a       » 

„        ^44  _,     ^-44 

„„  =  «"  +  «-", 

8     •        -8 

,„  =.  a"  +  «-"  . 

^»4  _,     ^-84 

*?,!  =  «     +a       » 

^        ^41  _,     ^-41 

•  ^1*             -t- «       » 

^81  _,     ^-81 

»?,8  =  rt*  -f-  «"*  , 

^40  _,     ^-40 

^        ^88  _,     ^-88 

*?,!  =  «     -t-  a        , 

*;„  =  «    -t-  a      > 

»?,e  =  «     -t-  «        , 

^        ^89  _,     ^-19 

*?,g  =  «'  +  «"'  , 

6     .         -6 

^41  =  «     H- «       > 

^       ^18  _,     ^-18 

*?4,  =  «     -r  «        > 

^        ^14  _,     ^-14 

»?4,   =  «       +  «           » 

>J4,  =  «** -f- «-" , 

*,^^=  «"  +  «-"; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*»o  =  24-t,,,, 

Vi 

=  ^4  "*"  *'84  ' 

V8  ~  ^88  ■•■  ^88  » 

%''8  ==  ^96  "+■  ''41  » 

%*'4  *=  *»!  +  ^19  » 

V» 

=  ^u4-*»4o» 

Vfi  =*  ^85  "♦"  ^^88  » 

Vt  *=  '»84  "*"  '^89  > 

%''8           ''18  "♦"  ^19  » 

^0*^9 

=  ^li  4-  *?J6  » 

Vl0  =  *'l0"*"''l8' 

''o'^ll  ==  '^88  +  '»40  ' 

V18  ==  ^10  +  ^'ll  » 

Vi  8 

*=  ''8  ^"  ^^48  » 

^0*^14  ==  ^1»  "^  %4  » 

Vi»  ="  '^14  "*■  '^81  ' 

%*^1«  ~  %  "*■  *^89  » 

Vit 

'^ST  ■•■  *^41  » 

V18  ~  *?«-*-  *?s  » 

Vl9  =  '»94-  %,  . 

Mao  "=  ^88  ^"  ''ai » 

V81 

=  'Jii  4-  *?ij  , 

V88         ''80  +  ''a* ' 

V88  =  '^89  +  ''41  ' 

V84  ="  *?T  "^  ^81  > 

V85 

="%  +  ^88  » 

^0%6  =  *?«  4-  »?4g  , 

V8T  ==  '»89  "+■  '^48  » 

''o''88  =  ^8  +  ''ll  » 

V89 

«=  *?,,  4-  t?,y , 

V80  ~  '^84  +  '^SS  » 

Vai  "^  '»80  +  ''84» 

^^'aa  ""  '^le  "*"  ''41 » 

V8I 

=  *?6  4-  >?4,  , 

%^U  ~  ''l  +  ''80  » 

Vai  ^  %0  "*"  ''48  ' 

^^o^'as  =  *'9  "*"  *'4f  » 

%%1 

=  *?1T  "+■  *^89  ' 

V88  =  ''o  "^  ^8  ' 

V89  =  ''t  "+■  '^8T  ' 

V40  =  *?»"♦"  ^'ii » 

V4I 

=  ^ir  "*■  *?8«  » 

%*?4,  =  »^is  4-  *?„  , 

V48  '^  ''18  "*■  '^81  ' 

V44  ^  ''m  "*■  *'45  » 

%\l 

l  =  *?„  4-  t?44  , 

''o''46  =  ''as  +  ''16  » 

V4T  =  ''8  +  ''88  • 
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X  =  97 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


P  1o      1i      »Ji      *Jj      I4      I5      'Is      1t      *Ie      lg 

193   —  3   +73   —  18   H-  96   +12   —  71   —  45   —  69   —  87   —  9 


P  *JlO  In  lia  *Jl8  1l4  ^15  *Il6  1lT  I18  1l9 

193       +81       +70       +62       +22       —  20       —  33       —  27       +60       +84       +46 


P  'J«0  ^81  IjJ  1«i  *Jl4  1>»  1j6  IjT  1j8  I29 

193       —  58       —  74       —     8       —  88       +91       +82       +19       —  86       +47       —  56 


P  Ijo  'lai  1ia  1i«  *la4  1»5  "Ise  ^n  •Iis  'ijs 

193       +41       —  11       +90       +53       —  38       —  86       +54       +63       +7       —  77 


P  I40  ^Al  ^42  1«»  *ln  ^Ab  ^*6  'J4T 

193   —  64   —  50   —  51   +21   +93   —  66   +40   +79 


Primfactoren  von  p  =  193? 


Nonnen  complexer  Zahlen  in  ^. 

^(l+^4o+*»4«)  =  ^^^  •  ^^3  ,  -^(l+^,5+'?,6)  =  -  971 .  389  , 

iSr(l+tjg-»y„)  =  —193.389,         ^(l+'»i4+*?«)  =»  193.3169183, 
JV(1— *?^— »?,  J  =  193  .  15131 ,  ^(1— ^+*?„)  =  —  193  .  4657  , 

iV(l— t?^— t?  J  r=  389 .  3881 . 
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X  =  97 


in.    jp  zum  Exponenten  3  gehörig. 
32  dreigliedrige  Perioden  (flir  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


,j^  =r  a  H-  a"  H-  «"  , 


=  a 


so 


a 


84 


a 


80 


a 


97 


=  a 


14 


.8T 


ce 


sc 


''11 

*Jl8 


=    «»0^^4.^^4^ 


=    «•» 


a 


>9 


tt 


>8 


-t-  a     -t-a     , 


*J„  =  «"  +  «'  4- «"  , 


'S4 


=  a 


TS 


»?,y  =  « 


19 


a     -h«   , 
a     -r  a     » 


'so 


=  «•* 


« 


44 


«        9 


v)^  =  a 


4-  a     -t-a     , 


1)^  =  «•  -f-  «**  H-  a"  , 


.T6 


IT 


i?y  =  «--ha^H-« 


.41 


^49  _,     ^19 


«       » 


a 


-t-a     -1-  o     , 


„91  _i_  „TO  _i     -.9 


=  a 


n 


a 


es 


« 


60 


*?,  =  a'  +  «"  4-  «•  , 


=  a 


90 


a 


»8 


«       » 


.81 


a 


91 


a 


99 


tjii  ==  «*  H-  «"  +  «^'  , 


'14 


''IT 
*»90 


'9S 


'98 


'99 


= 

«     -f- «     4-a     , 

— 

a     -t-a     -t-a     , 

» 

„TS  j_  „88  j_  ^ss 

a     -t-a     -i-  a     , 

= 

a     -t-a     -t-a     , 

=s= 

«»»  +  a"  +  «"  . 

SS 

„"  +  «"  +  «»»  , 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?n    = 


»»O^S 

M9 
Ml  9 
Ml* 
Ml  8 
M9I 
M94 
M9T 

Vso 


91  "♦•  ''so  » 


•'s  "*"  ''sf  "*"  ''so » 

''1  "*"  •'16  ■*■  ''90 » 
%•■  '« 

^,  +  *?4  +  *?j  . 
*J|  "f"  *?£  +  *?2^  I 

•'t  •+■  ''m  "^  ''91 » 

•'s  ■*"  *'9S  "*"  ''98  » 
''9  "*"  •'10  "*"  *'ll  » 


''o^'i 

''o''4 
Mf 


•'15  "*"  ''18  "*"  ''95  » 


•'0*': 


",+ 


'11 


10  —  ''s  "^  •'19  +  •'so  » 

Mis  =  *'t  "*"  •'19  *^  •'; 

•'o''l6  =  3  +  %  +  »J. 

Ml9  '^  •'11  "*"•'! 


'94' 

'85  > 


^0*'l9 
V99 

M9» 

Msi 


'96  ■*"  •'si  * 


*»,+*'l5» 


H 


18  "^  •'98  "*■  ^O  » 
■IS"*'*'16'*"*'9S- 


V9 

•'o*'» 

*'0^8 

Mii 

*'o''l4 

Mit 

1)0 


*'o*»i 


%  -*-  *'i9  "♦•  *'lT  » 
''1  ■*■  *'8  "*"  *'98  » 
''iS  "*"  *'9T  ^"  ^99  ' 


^10 
^19 
''90 


''90 


*?,8l 


*'l8 


'91  "*"  ''99  » 


..       *'si» 

*?o''9S    ~    ^8  "*"  *'9S  ■*"  *'99  ' 
*'lO  "+■  ''14  "*"  *'9T  ' 
*'l  "*■  ''9s  "*"  ''9T  ' 


M9f 
*'o*'99 
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X.  =  97 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

no 

1i 

*>> 

*>i 

*J4 

15 

16 

»If 

18 

1» 

61 

4-  1 

4-  3 

4-  27 

+  17 

—  26 

+  14 

—  11 

—  25 

+  4 

+  5 

229 

4-  3 

4-114 

—  71 

—  67 

+  38 

+  81 

—  61 

+  47 

+  34 

—  83 

449 

4-  8 

—206 

+110 

—142 

+148 

+155 

—  76 

+  45 

+147 

+178 

617 

4-  9 

—143 

—  59 

+  80 

+118 

+209 

+  64 

—264 

+204 

+172 

811 

—  2 

4-307 

+309 

+381 

+  60 

—163 

—321 

—  70 

+  44 

—104 

P 

•Jio 

»lii 

In 

*lii 

1l4 

1l5 

lis 

IlT 

*ll8 

»ll9 

61 

4-  4 

—  3 

—  23 

+  3 

-  30 

+  6 

—  28 

+  15 

—  27 

+  10 

229 

—  26 

—  64 

+  33 

+  26 

—  12 

+  84 

—116 

—  69 

+  99 

+  63 

449 

4-  28 

4-184 

+139 

+131 

—  36 

—  36 

+  73 

+144 

—219 

—222 

617 

4-  31 

—  42 

—283 

—319 

—  94 

—229 

+  76 

+251 

+293 

—135 

811 

—  68 

—337 

—398 

—264 

+  75 

—139 

—218 

—280 

—201 

+133 

P 

•Jjo 

*>21 

«Iss 

«Ist 

1J4 

*>»5 

1l6 

IlT 

1»8 

189 

61 

4-  14 

4-  6 

—  4 

—  21 

—  10 

+  26 

—  23 

+  3 

+  7 

—  4 

229 

4-  48 

—  8 

+  12 

+  61 

+  96 

—  39 

—  62 

—  98 

+  37 

—  37 

449 

—  18 

—  96 

—  82 

—  68 

—  34 

—  46 

—  61 

—  31 

—  48 

—104 

617 

—  63 

—  77 

—  69 

+203 

—190 

—117 

—141 

+  28 

—  31 

+186 

811 

—268 

4-378 

• 

—371 

—  78 

P 
61 
229 
449 
617 
811 

+185 

—  25 
+  48 
+125 
+  40 

—  66 

—274 

—  25 
+  97 
—103 
+202 
+  10 

+  61 

—139 

—  25 

+190 

Piimfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  3437  ter  Potenz  wirklich. 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

JV(i))  «  27683,  -^(1—%)  =»  61.6881,     N(l+v})   =  19960061, 

iV(»j^+»y„)  =  229 .  6283307  ,     -^('»i*— »»i  J  ~  97  •  449 .  3923 . 
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>.  =  97 

IV.    ;;  zum  Exponenten  4  gehörig. 
24  viergliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


»:=«    4-«     +«     -H«    , 

&0     .        64     I        47     I        33 


10 


.Tl 


.87 


.V6 


*?,  =  a'  -f-  «"  +  «"  4-  «* , 


'10 


„49  _,     ^86  _,        48  j^      11 

=  rt        -T"rt        -f-Cf        "T"f<        ) 


lä 


«"4.«"   +„"_|_« 

ff        -f-  «     -t-  «        , 


«*1   _1_  ^*^  _i_  y,.*«  _L_  r»** 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


S     ■        31     I        94     ■        66 

n  =  «'•  +  «"  +  „'  +  „" , 

„     =  a»  +  „"  +  „»«  +  «"  , 


»),.  =  « 


53 
38 


«"  +  «" 


re 


.37 


.69 


60 


„        „73  _i_  „4  3  ^^      -AA  _,     ,^H 


„•»  _|_  ,,»9  _,     41 


re 


'0 


^0  '8 

'0    6 

0    9 

■o^ia 


r,4-*!,4->?io  +  ^i' 

*:6'*'*'l3'*'*'l8"*"''l3» 
"*"*'l0"*"''«l'+"*'3l' 


%*?!  =  *?4  +  \  +  *?io  +  *?J1  » 

^^Jio  =  »»i  +  'Je  "+■  *?io  "*■  ''iJ  ' 

Vll  =  ^+%  + ^17+^9» 


^''u  =  ^  -»-  '»7  +  »»li  +  *»si '       %*»i6  =  '?»-»-'?«  +  %  +  »»n 


%^1« 
*^«^1 


P 

269 
813 
463 
701 


r 

■ 

r 


'I,  4-  t?,  4-  >?,  -f-  *jj,  , 
''ia'*"*?ii'+"*'jo'+"''»3 » 


Vl9 


»■.0 

—  5 
4-  6 
4-  6 

—  1 


1i 

—  21 

—  21 
4-  75 
4-125 


=  *?«■*■  *JlI  +  ^3'*"''l8» 

Vss  =  *Ji  "^  *?»  ■+"  ^li  +  '»so  ' 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


'»o'^i 

*»0*?5 
"0^8 
^''ll 
Vl4 
Vi  7 
^*»J0 
%%3 


»?„, 


=  >7,  4-  *j^  4-  *?i4        .„  , 

=  *'l3"*"^16"^^17  +" 
==  »»4  +  »?6  +  ^6  + 

=  %  +  *?,  4-»?,j4->? 


»I191 


so 


=  %  +  '?i3  +  2*J,,. 

—  *?y  4-  *?j^  4-  *?gi  4-  *?„  , 
=  r,  4-  »Jj  4- »?,  4-  r,, . 


4-  75 

—  25 

—  98 
4-  95 


—  57 
4-  41 
—141 
4-187 


4-117 

—  43 

—  32 

—  56 


»I5 
—105 
—106 
4-156 
—  76 


»Je 
4-  60 
4-154 
—  160 
—260 


4-102 
4-  54 
4-  73 
-f  31 


»l8 

4-  17 
4-  92 
—230 
—322 


19 
4-  12 

—  32 
—113 

—  8 


P 

269 

313 

463 

701 


»j|0 

—  89 
4-U7 
4-125 
—349 


In 
4-  67 
4-  56 
—121 
—209 


—  43 

—  55 
—216 
4-132 


^13 

—  37 
4-114 

—  24 

—  105 


I1« 
86 
4-114 
4-102 
—  65 


»Jii 
4-134 

—  60 

—  46 
4-162 


I16 

—  52 

4-  54 
4-103 

—  76 


^11 

—  74 

—  105 
-1-168 

—  88 


*ll8 

4-101 
—150 
—  127 
4-  45 


'!l9 


78 
—  137 
4-117 
—100 


/'  ISO  »Jai  *J83  Tjj 

269  —  96  4-6  4-17  —  25 

313  4-59  —  66  —  66  —  27 

463  4-179  4-91  —  10  4-58 

701  —191  —315  —161  4-212 

X-^o)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p  wirklich,  z.  B. 


P 

269 


Ario) 


^-^i 


P 

701 


Au) 

1+^ 


Normen  complcxer  Zahlen  in  v|. 

N(r)  =  1  ,  A^(l-r)  =  —  193  ,  N^l-hV^^-^^^^)  =  313  .  4969  ; 

AXi4-r„4-»?,,)  =  313* . 
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IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
16  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  lo  von  97): 


1. 
"4 


=  «  +  «**  +  «"  +  «**  +  «"  +  «" , 
=-  «*  +  «"  +  «••  +  tt"  +  «'  +  «" , 


=  «•- 


t).  =  « 


«e 


it 


.*» 


1.    = 


"ItO    = 


•'u 

%4    =" 


«"  4. «"  4.  „'»  4.  „"  4.  a**  4-  «"  , 
=  «'•  4.  «•»  4. ««  4- «"  +  «*  +  «"  , 
a»«  4.  a"  4-  «"  +  «"  +  «"  +  «•*  , 


'9 


X9 


«       » 


=    «•  -f-  «*     +  « 


.4S 


.T4 


.»• 


SS 


.31 


.68 


=  «"  +  «"  -h  «"  +  «"  -f- «"  -h  «"  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


f,J  =  6  +  215^  +  tj^  +  2i] 

'9' 

%^  = 

U,H-^, 

+  *J, +  1J, +  t?, +tl,j, 

%%  =  '»i  +  »J*  •+•  »»5  +  % 

+  *?!!  +  *»14  ' 

V«^ 

%  +  2*». 

I0"*"*'ll  "*"  *'l4  "*■  ''iJ  » 

*^o''4  *=  ^»1  +  ^,  -*-  »»f  -*-  ^9 

+  »»14  +  1J„  1 

%*»5=' 

u,-hu, 

+  tj,  +  1j„+tj„- 

+  ^„, 

^'o'^e  =  *»o  "+■•»!"*"  ''i  ■*"  ^»4 

+  2*j,, 

Vt  = 

2tj,  +  fi 

»  "*"  '»11  "*"  ^^'l»  ' 

Vi  =  ^i  +  »»5  ■*"  ^t  +  ''ii 

l  +  »»1,  +  \^  . 

%^  = 

'  2%  +  t] 

fi  4- 1?4  +  2fi^  , 

%\q  "^  ^^t  ^"  ''lO  "*"  *^ll  ^"  ^'ll  ■*■  ^4  » 

Mll  ■" 

^^»+^ 

•+•  %  +  ^10  +  ^a 

+  »?„, 

Wt  =  ^,  +  »»»  +  *?io  +  *» 

11  "*"  ''l»  ■*■  ^14  » 

Vi»  ™ 

•  ^j  +  21, 

V  +  'J,  +  *Jxi  +  ^»' 

"fo^iu  =»  ^,  +  *J,  H-  ^4  +  »»10  +  *»ii  •+•  »»I»  » 

Vi»  *" 

1J1  +  1?, 

+  »»4  +  ^j  +  %  H- 

^i«- 

1 

Congruenzwurzeln  med. 

1^- 

p 

lo            I1              1a 

nj          I4 

1» 

1« 

1f            »J» 

»If 

353 

-f-25       +100       +  65 

+151       —  99 

—163 

+134 

+  88       —  84 

+  41 

521 

—  8       -f-247       -+-121 

+245       —169 

+  186 

+184 

+140       —212 

—  45 

547 

-f-61       —270       —106 

+210       +116 

—200 

+112 

+224       +197 

+229 

P           lio 

I11           In 

•»1» 

Im 

1l4 

353       —  89 

+145       —  70 

+  99 

—  42 

+  51 

521       +132 

—252       +  95 

+  53 

+  42 

—239 

547  •    +182 

—121       +189 

+  98 

—147 

—228 

XO^  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  wirklich  z.  B.*) 

-853     2+ij^+ij,+2t,^^ 


Normen  complexer  Zahlen  in  ij. 

61'  ,  ^0+t),)  -  61 ,  ^(*»4+^„) 

—30713 ,  iV(2+ij)  =-  1 ,  JV(3+i)) 

353.1129,  ^(^-H^,-*-*?,») 


—353  .  61  , 
27583 , 
521.229. 


*)     Dm  Zeichen  zeigt  an,  data  NAng)  ^  —p  i»t 


21 
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VI.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
12  achtglledrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 

»?,  =  «•  +  «*•  -4-  a"  +  «•*  -f  «•*  -f-  «**  4-  «••  -H  «'  , 

,jj  *  «»«  + a"  ^- a*' 4- «"  +  «*+«*•  +  «*•  4- «"  , 

„^  «  «»•  +  «"4-«'*  +  «"4-«"4-«'^  +  «"4-«", 

t,^  =.  «"  +  «''-h«"4-a"4-«"4-«"4-«"  +  «**. 

1,^  «  a»*4-«"-f-a"  +  «"  +  «"4-«"  +  «"  +  «**, 

t,,^  -  «*•  4-  «"  4-  «••  4-  «"  4-  «*•  4-  «"  4-  «"  4-  «"  , 

yj^^  =  a»  4-  «»•  +  «•*  4-  «"  +  «»•  4-  «"  4-  «"  4- «"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

1)"  -h  ty"  —  44t)"  —  23»)'  4-  608»;'  4-  iS8f|'  —  3867tj*  —  1647ij*  4-  7469t)*  4-  «68Stj*  —  7037if* 

—  10341)  4-  «209  «=  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

»»J  *=  *  4-  »?,  4-  »»?,  +  2i)^  4-  2*»,^  ,  %Vy  =  »»4  +  2*?^  4-  ,,^  4-  t,^  4-  »j^  +  2ijj^  , 

%*f,  ■■  %  4-  2t)j  4-  2fij  4-  1,^  4-  tjg  4-  »»j^, ,  yf^fl^  =  2ijj  4-  2ijj  4.  ty^  4-  i,^  4-  ij^  4-  n^^ , 

^»o^'i  *  *»i  ■♦•%■♦•  '»j  "*"*»•"*"  •»8  +  ^'s  "^  ^^n  '      ^'o*'»  ~  ^''i  ■*"  •»4  "^  ^*^4  +  *»s  +  ^»8  +  *Jii » 

*»•*»«  —  —  1  —  %  —  *»,  —  *?«  —  *?«  »  ^o^T  —  ^*»0  +  *?i  +  »^i  -*-  *?s  +  ^'»8  "*"  *»11  » 

%'^%  «=  *?i  4-  »),  4-  *»^  +  tjj  4-  2*;^  4- 1)^  4-  tjj^j ,      %fi9  =  2iy,  4- »?,  4-  »?^  4- 1?^  4- »?,  4-  2vi^^ , 
^^o^^io  *•  ^''o  +  ^''i  +  *»,  4- 1»5  4-  i?j  4-  ijjo  ,  %i?„  =*  1?,  4-  2i?^  4-  *?j  4-  t?j  4-  »?^  4-  2fij  ; 
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X  =  97 

Congruenzworzeln  mod. 

p. 

p 

»lo 

*Ii 

Ij 

*ii 

14 

*1* 

16 

^1 

18 

19 

47 

0 

—  19 

—  22 

+  s 

—  21 

+  8 

+   1 

0 

+  20 

+  16 

227 

—  7 

—  72 

—  34 

—  94 

+110 

—  74 

+  98 

+  63 

—  63 

+  98 

241 

+10 

+  46 

+  40 

—  109 

—114 

—  46 

—  74 

—  34 

+  40 

—  60 

421 

—22 

—182 

+184 

+132 

—198 

+  82 

—  186 

—187 

+141 

—118 

743 

+30 

+  90 

—246 

+  39 

+208 

+297 

+303 

+138 

—282 

—  67 

809 

+  9 

+269 

—312 

—312 

—402 

+238 

+120 

—382 

—  89 

—370 

823 

—  2 

+314 

+264 

—277 

—309 

+393 

+108 

—233 

—146 

+110 

937 

—17 

—380 

—166 

+289 

P 
47 
227 
241 
421 
743 
809 
823 
937 

—321 

—  8 

—  10 
+120 
+  30 
—266 
—269 

—  6 
+333 

+248 

In 
+  22 

—  26 

—  61 

—  98 
—286 
—119 
—208 
—460 

+  79 

+367 

—439 

+466 

X^))  Primfactoren  der  Primzahlen  />,  z.  B.*) 


47 


/(lo) 


1-    % 
—227     4—    iy^+    fi^-h    *J^  H- *?5  +  2*1,  +  ij,  +    rj^^ 

—241  5  —  4tyj  —  2ij^  —  4fij  —  ij^  —    1,,  —  ,j^  — 2»?,    —  i^^, 

-421  2-    ij^-    tj, 

—809  3  +  3ij^  +  3fj^  —  2ty,  +  1,^  +    ,,,  +  ,,^  +  2ijj^  —  tj„ 

—823  2  + 1)^ 


^(O 


47' 


^(»Ji+^s)  =  21241 , 


Normen  complexer  Zahlen  in  \, 

iV(l+f,)  =»  389  ,        i^(*?y+*Jg-f-*»io)  =  -  227  .  47  , 

^(l-%-U4-%)  =  -  64  ,  ^(1+2*,^  J  =  241  .  18743  , 

—  —  421 .  47  ,  N(^i^fi^^fi^^fi^)   =  —  743  .  313 , 

=  —  809  .  47  ,  ^(rio-^^^ii)   ==  —  937  .  241 , 

=  47  .  67  .  467  ,  ^(2—»?)  —  —  13967  . 


Sie  liegen  zum  Theil  den  obigen  Primfactoren  /(fi^)  zu  Grunde. 


*)    Das  Zeichen  +  Tor  den  PrimMblen  p  zeigt  an,   dais  ^«Iq)  ^  +f »  ^'^  Zeichen  — , 
das«  Aj^ijo)  =  —  P  wt. 

21- 
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X  — 97 

VII.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
8  zwöltgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 

»j=aH-a      H-«     -r«      H-«     -r«     +«     "T-ä     -t'*     -r«     't"«     "T"ä> 

H-s?«        -T-«        "T-ft        -T"<*        "T"Ä        -T"<*        "T"Ä        "T"Ä        "T"<*        "+"<*        "T"*        "l~Ä        i 

^^  =  «>  +  «*»  4- «••-!- «"-+-«" +«"  +  «•*  +  «*•  +  «•  +  «"+«"  4-«", 
^^^«»-h«*«  4-«"+«"  4- «•'+«"  +  «••  +  «''  +  «"-+-«* +  «"  +  «", 

^^««»•h-«"-h  «"  +  «"  +  «*•  +  «*'  +  «' +  «"  +  «** +  «*•  +  «"  +  «", 

^^'_„tT^^»3^^95^^8»^^9S_^^a9^^70^^4«^^T9^^1,^^.^^«»^ 

»j=a     +«      -r'*     "T-flf     "l~«     -pÄ     •+•«     "♦•<*     -pÄ     -f-a     -t"«     -r-cf     9 

Wurzeln  der  Gleichung: 

1,*  -h  *?'  —  42ty'  —  69tj*  -f-  497ij*  -h  719fi*  —  I792tj'  —  2296»?  +  193  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


.«  ^ 


10  —  2t,^  —  2t?^  —  fi^  , 
*»,  4- »»,  +  3i?,  +  3tj^  +  »»j  4-  3%  , 
3^1  +  3ij,  +  I»,  4-  2iy,  +  8i>^  +  t;^ 
*f«  4-  3*!,  4-  3»y,  +  tj,  4-  3»»^  +  ij,  , 


*?o»»j  =  —  1  4- 1?,  -f- »»,  —  t?,  +  *?^  • 
%*?,  «=  —  1  +t?^  —  *»!  +  ^•»j  +  *?a 

%^5  »*  —  1+  %  +  1J^  +  *?j  —  *?^  - 

%*If  =  —  1  +  %  —  ♦?,  +  *?,  4-  2tjj 


Congruenzwurzeln  mod.  />• 


^  it    I1  ij     ij  I4  1»    1«  1t 

108  4-8  -+-39  —  19  —  16  ■+•  9  —  49  —  84  —  42 

118  —  8  —  89  —  41  —  88  4-18  —  21  —  66  —  47 

307  4-9  4-94  —  66  —116  —  80  4-54  —106  —108 

479  —62  —  89  —197  —221  —118  4-137  4-149  —  79 

491  —  1  4-179  4-168  —147  —214  —226  4-101  4-139 

673  —46  —318  —  61  —  83  4-278  —290  4-132  —301 

857  —  2  —  61  —288  —370  4-396  —117  —290  —166 


/(tjj,  Primfactoren  der  Primzahlen  />.*) 

-108     24-Ät,^4-  tj,4-«f»,-*»,-»»,  4-491     14-% 

—  113     84-  %  4-673     24-»», 4-»?, 4-»?, 

4-807     24-  %4-9*Ii-  flj  —867     24-% 

H-479     24-  %4-  *?,4-  % 


*)    Dm  ZeiciMD  4-  vor  dea  Primi »blen  p  s^igt  an ,   dasn  Affin^)  "*  4-  p ,    daa  Zeichen  —  ^ 
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Normen  complexer  Zahlen  in  ". 

iN^(»-%-*»,)  =  307  .  113 ,  JV(l+i,,-i,J  =  -  16 .  103 ,  ^(l-*?.-'»*)  =  2* ; 

diese  3  liegen  bei  obigen  Primfactoren  J(fi^  zu  Grunde.  —     Femer : 

N(fi)   =  193  ,  -^(1— n)  =  8777  ,       N(fi^^iri^)   ==  103?61  , 

JV(1— 2ij^)  «  —113 .  8909 ,    JV(5— 2ijj)  =  103 .  61 ,      ^(6H-f,J  =  61 .  463  . 
JV(9— ij)  =  8053  ,  ^(i^-2ij^— 8ijy)  —  103  .  132971  , 

JV(»»,-»J,-ijO  =  -  -*7Ö  •  307  ,     iV(8-i,j+f,j-i,.4-ijJ  -  479  .  467  . 


Vm.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
6  sechzehngliedrige  Perioden  (f&r  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


SS 


+  a"  4-  «"  -4-  «"  , 

4-  «"  4- «'  4-  «**  , 

4-  «"•  4-  «•"  4-  «••  , 
tj^  =  «4-Ä     4"«     4"'*     4-'*     4"<*     4"«     4-Ä     4-cc     4-ä     4"«     4"«     4"** 

4-  «  4-  «  4-  «  > 
tjj^«     4-a4»a     4-<*      4-<*     4"ä     4"ä     4*ä     4*ä4-«     4-ä     4-«     4"<* 


a"  4-  «••  +  «" : 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tf*  4-  t)*  —  40i>*  4-  45*»'  4-  836i)'  —  230i|  —  389  »  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


t,J  =  12  -  4t,^  -  3ij,  —  2fi^  , 
^^V^  =  —  3  —  2t^^  4-  t),  4-  *?^  —  2if  j  , 


'0  '1 


%T^  =  —  3  4-  1?,  +  *»,  —  2iy,  —  2»j^ 


Vi 

" 

-»  +  *), 

-I1- 

-«1,  . 

1,1, 

= 

-1+3,, 

+  «1, 

.  +  »". 

+  «1,. 

V, 

- 

-3-1.  ■ 

-»•», 

+  1,  • 
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X» 

97 

Congraenzwurzeln  med 

.  p. 

p 

*lo 

•ii 

*»« 

*l« 

»Sl 

•li 

79 

+  6 

4-  36 

—  13 

—     6 

+  20 

+  35 

89 

-f-  2 

—  20 

—  10 

—  15 

+  27 

+  15 

109 

—  9 

4-  62 

—  36 

—  16 

—  29 

+  36 

167 

—  6 

-h  27 

+  47 

+  63 

+  22 

+  13 

283 

—14 

4-  66 

+  71 

—  69 

—  16 

—  29 

467 

+  6 

+  40 

+219 

—119 

+199 

+122 

503 

—27 

+216 

+104 

—225 

+140 

—209 

661 

—77 

4-109 

—249 

+136 

—133 

+213 

691 

-Ml 

—331 

+156 

+  60 

—169 

+233 

881 

4-80 

+203 

—126 

—254 

—263 

+359 

997 

—21 

—168 

+  63 

+352 

+  35 

—267 

/(%))  Primffu^toren  der  Primzahlen  p.^ 


p  A^o) 

—  79  5+41,^+  t,^+2i,,+  3i?j 

-  89  2-  „^ 

+109  2ijj+4tj,+  ff^ 

—167  17— 6tj^+  1),— 5ii,— 13fi^ 

+283  2-   »j,—  r, 

--467  3—  *ij—  tjj 


p 

An.) 

+503 

77-27»,^+5ij,-21i,,-54i,^ 

—661 

3-     1?,-  fl. 

^691 

50+llt,^-3ijj+12f,,+14*,,-18i,j 

+881 

2—  «^,+  »», 

—997 

96+20tj^— 6iyj+21tj,+26iy,— 33ijj 

Normen  complexer  Zahlen  in  \]*. 

Ar(l+i,,)  -  -  8  ,     iSr(9-2i,^-2>,,-2i,J  -  27  ,        i\r(l-t,^+„^)  =  -  3f79  . 
Ar(4-2f»,-f,3  -  S?109 ,        JV(l-2t,^-i,,)  «  -  2?  167  , 
iSr(4+»,,+i, J  =  -  2f691 ,        iSr(3u^+i,,)  -  -  2f 997  ; 

gen  Primfactoren  X^J  zu  Ghronde.  —  Femer  ist: 

7Sr(6+fi  J  =  79  .  167  .  N(b+%fi^)  =  —  109 .  269  , 

^(2-%-*-0  *  8  .  «83 ,  JV(2+>,,+2t,  j  =  -  27  .  283 , 

Ar(7-fr,— t^,)  «  503  .  79 ,  iV(7+2t)  J  =  79  .  2683  . 


i^0+2»?,4-»j,)  =  2f5O3, 

diese  8  liegen  den  obi- 

i^^(2+ij,)  =  47 , 
JV(l+2t,^+t,,)  =  -8.79, 
i^^(6-ij,4-*jj  =  -167  .  241  , 


*)     Du  Zeichen  +  vor  den  Primiahlen  p  seigt  an,  dati  NAn.)  =  +/>»    das  Zeichen  —  , 
<**«•  W*Io)  »  —  P  i»t. 
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X.  =  97 

IX.    p  zum  Exponenten  24  gehörig. 
4  vierundzwanziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 

4-  «*•+  «*'  4- «"  +  «**  4- «"  4-  «*  4-  «'•  4-  «"  4-  «'  4-  «** , 

n^  =  «"4.««o  +  «"4.«"^-«»«  +  a"  +  «"4-«"4-a"4-«**4-«"4-«"  +  «''4-«' 

4. «"  +  «•«  4. «»»  4.  a*«4- «"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  +  «**  4-  «** , 

t,,  =  a*4-«"+«"4-«"4-«"4-a"4-«"4-«"4-«"4-«**4-«''4-a"4-«"4-«'* 


a**4-a**4-a*4-«' 


»,,  =«  «"  4-  «'•  H-  «*  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «"  4-  «'*  4-  «•*  4- «"  4- «"  4-  «"  4-  «"  4-  «" 


.91 


.»1 


.•0 


.41 


TS 


.ts 


.11 


.10 


4-  «"  4-  «"  4-  «'"  4-  «"  4-  «"  4-  «••  +  «"  4-  «'"  4-  « 


.11 


,••. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


»^*  4-  *»*  —  36t)'  4-  91i}  —  61  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*?;  =  W  4- 6*J,  4- 5ij,  4- 4ij, , 
»»o*»!  =  —  ß  -H  2%  4-  2f|j . 


*Jo''i  =•  —  ö  -♦-  H  "*■  ^1 ' 

Vi  *=  —  5  4-%4-3ti,  . 


Congmenzwurzeln  med.  p. 


p 

•lo 

ni 

I1 

*>i 

P 

*Jo 

*li 

li 

I1 

43 

—10 

4-  11 

4-  20 

-h  21 

431 

H-19 

—  45 

4-  78 

—  53 

73 

4-10 

4-  19 

4-  11 

4-  32 

461 

4-42 

—  87 

—217 

—200 

101 

—  7 

—  22 

4-  47 

—  19 

509 

—  9 

4-105 

—183 

4-  86 

151 

—  3 

—  72 

—  28 

—  49 

683 

4-27 

4-108 

—  80 

—  56 

379 

—  2 

4-130 

4-  97 

4-153 

733 

—62 

4-259 

4-128 

—326 

397 

—24 

4-146 

4-170 

4-104 

877 

4-54 

4-367 

—251 

—171 

y(«}J,  Primfactoren  der  Primzahlen  j?.*) 


p 

Ano) 

P 

/(lo) 

P 

Xlo) 

—  43 

5— 3*»^4->?,H-2tj, 

— S79 

^^% 

—509 

7-  6»,, 

—  73 

9-^%-^t 

—397 

9-4i,^4-2t»j 

—683 

24-  2ij^4-  t». 

4-101 

13-41,, 

4-431 

12-3t,^-  fi^ 

H-733 

39-14iy^4-4f,,4-  2ij, 

4-151 

7-2n^ 

—461 

124-  %-4iy. 

—887 

1254-10t,^4-4i,,-44,,, 

*)    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,    dass  i^io)  ^^  -hp,  daas  Zeichen  — , 
daM  Nßr\^)  ^  —  p  ist. 
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Nonnen  complexer  Zahlen  in  V* 

iV(9— »ij^-+-«i),)  —  —  397  .  47  ,  iV(7— 6ijj4-2»?,)  =  101  .  733  , 

i\r(l9-+-2%-h4t,j)  -:  —  101 .  877  ,  iV(3— 4,,  J  «=  —  43  .  73  . 

A^(9-+-2i),)  -=  -  73  .  193  .         i\r(2i,^4-3i,,-+-i),)  -  193 , 
^^(8-1»^-+-»»,)  -  -  4 .  431 ,  i\r(3+2f?^-+-t?,)  =-  -  4  .  461 . 

Diese  Normen  liegen  bei  obigen  Primfkctoren  X^J  zu  Ghrunde;  es  ist  aber  femer: 

^(l+O  «  -  4 .  47  ,  ^(3+0  «  -  4  .  161 ,  iV(5-*»,)  =»  4 .  61 , 

i\r(2-.i,)  -r  1 ,  iV(4+ij,)  -  -  809 ,  -Äf(«-^,)  =  701 , 

i\r(6-+-i),)  -=  —823  u.  8.  w.;  endlich:  -^0— %— *Ji)  =•  3? 43, 

-Ar(6— 6ijj+2ijj)  —  IIJ43I ,        i^(6-+-6ij^-Mi),)  —  431 .  673  ,        iV(7H.4»»,— 2t,,)  =  461 .  363 , 
iV(9-+-3ij^4-i»,)  —  —  877  .  43  n.  8.  W. 


X.    p  zum  Exponenten  32  gehörig. 
3  zweiunddreissiggliedrige  Perioden  (ftkr  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


«f 


^.«"^.  «>•  +  «"  4.«**, 

4- «"h- «"  +  «•' 4- «••+«"+«*•  +  «"  +  «"-!-«•• +  «'•  +  «*• +  «*+«"  +  «" 

4.  «"  +  «•  +  «"+«*'. 

4- «'  4-  «••  4-  «**  4-  «••  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

ij*  4- 1»'  —  32f,  —  79  «  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

*»I  —  23  4-  3ij^  4-  ij,  ,  %*J,  —  10^0  +  ^1  -•■  ^•'»1 » 

%»»,  —  9i)^  4-  13i»,  4-  lOij,  . 
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97 


Congruenzwurzeln  mod.  f. 


p 

»lo 

ni 

»If 

P 

»I.» 

*li 

li 

19 

—  2 

-f-  6 

—  5 

443 

+  9 

+  31 

—  41 

67 

—  6 

-h  31 

—  26 

457 

+139 

+144 

+173 

127 

+  4 

—  19 

+  14 

563 

—104 

—155 

+258 

131 

4-  2 

—  25 

+  22 

601 

—  55 

+162 

-108 

139 

4-  3 

—  23 

+  19 

659 

—  10 

+107 

—  98 

149 

—  7 

4-  47 

—  41 

709 

+  49 

+104 

—154 

239 

—57 

—113 

—  60 

757 

+165 

+212 

—378 

257 

4-48 

4-  81 

+127 

821 

+143 

+293 

+384 

263 

-+-37 

—  80 

+  42 

827 

—  168 

—240 

+407 

271 

—  8 

4-  65 

—  58 

839 

—166 

+344 

—179 

311 

—50 

+139 

—  90   • 

853 

+211 

+362 

+279 

337 

+32 

—106 

+  73 

907 

+  93 

+184 

—278 

433 

—21 

+  48 

—  28 

919 

+124 

+277 

—402 

439 

—  9 

+  85 

—  77 

/(*^o)'  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^o) 

19 

+  «H-  % 

67 

+  6+  % 

127 

-  *+  ^0 

131 

-  2+  1,^ 

139 

-  3+  fi^ 

149 

•h  ^^h% 

239 

+13-2i,j 

257 

+  3+2f,, 

263 

—  &-  ^-^^ 

p  Ano) 

271  +  8+  1,^ 

311  -10-21,^+*,, 

337  +19— 3»j^ 

433  _  7+  1,^-»,, 

439  +  9+  fi^ 

443  +9-1,^ 

457  -  5-  ij^+ij, 

563  —  5— 2ijj+ij, 

601  +  3+3t»^+i»j 


P 

659 
709 
757 
821 
827 
899 
853 
907 
919 


A^o) 
+10+  r, 

-  6-21,^+  fi^ 

-  1+2»,, 
-37+6f,^ 
+13+2>j, 
—15-  %+2»,^ 
+16+31), 

-  2+21,^-  fi^ 

-  9+  »1^-2*,, 


22 
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X  =  y: 


XI.    p  zum  Exponenten  48  gehörig. 
2  achtundvierziggliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  10  von  97): 


"r  et        -+•<*  "T"W        "7"^        "T"^        "♦"W        "t~<* 

-f-rt        -f-W  "T-<*        ~f~Ä        "T"'*        "T"'*         ~f~^ 

=  cc      -T~^      -r  et  'j'  et     -T"Ä      -T"Ä      4"tt      4"tt 

-f-a     4"'*  4"tt     -T"<*     4~tt     4"'*     4"Ä 

H-  «*'  -f.  «^  4-  a"  +  «•'  H-  «»•  4-  «•»  4-  «* 

-t"ff  "t"'*        "T~rt       "T"'*       4j'*        4"'* 


•1 


4-  «*'  4-  «*'  4-  rt"  -f.  rt 
4-  a*^  4-  «'•  4-  «*'  -i-  « 
4-  «'*  4-  «•  4-  «"  4-  « 
4-a*   4-«*    4-«"  4-« 


4-«'*  4-«*'  4-«"  4-a 
4-«'*  4-«"  4-«"  4-« 
4-  «*•  4-  «•**  4-  «**  4-  « 
4-  «"  4-  «*^  4-  «"  4-  « 


4-  et 


»  4-  «''* 


4-  a     I 


4-« 


Tl 


»4-«" 


4-  « 
4-  (€      l 


Wurzeln  der  Gleichung: 


>?*  4- 1?  -  24  =  0 ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


»»?-»*-%' 

*'o''i  =  -  24  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

p 

1o 

*li 

P 

»»0    1i 

P       »lo     1i 

P 

1o 

»ii 

2 

0 

1 

191 

55  —  66 

571  101  —102 

677 

110 

—111 

3 

0 

—  1 

197 

28  —  29 

693   84  —  85 

727 

114 

—  115 

11 

1 

—  2 

298 

59  —  60 

607  163  —164 

751 

164 

—  165 

31 

U 

—16 

419 

150  —151 

613  284  —285 

773 

130 

—131 

53 

18 

—19 

487 

132  —133 

631  277  —278 

787 

79 

—  80 

163 

44 

—46 

557 

173  —174 

647   62  —  63 

967 

215 

—  216 

171 


X  =  97 


/(tj  ),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


p 

Ä^q) 

4-     2 

31-  7,,^ 

-+-     3 

9-  ^\ 

—   11 

53— 12»jj 

—  31 

»35—  8*^j 

-h  53 

19-  4»,„ 

—163 

13-  4»,^ 

4-191 

151-34*?^ 

—  197 

23—  6»^j 

—293  451-102»?^ 

4-419  275—  62»^j 

4-487  187—  42»j^ 

4-657  337—  76ij^ 

4-571  35—     6*^^ 

—593  557- 126»?j 

H-607  83—  18*^^ 

H-613  161—  36tjj 


P 
—631 
—647 
—677 
4-727 
—751 
—773 
—787 
—967 


855— 149»7j 

211—  48*;^ 

11-     6>j^ 

37-     6t;^ 

353—  80»j^ 

121—  28»jj 
601-136»jj 


Xn.    p  zum  Exponenten  96  gehörig,  in  Beziehung  auf  96te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 


5, 


7,       13,       17,       23, 


29,  37,  41,  ^    59,  71,  83,  107,  131,  137,  157,  173, 

179,     181,     199,     211,     223,     233,  251,  277,     281,  317,  331,  347,  349,  359,  367,  373, 

383,     401,     409,     499,     503,     521,  523,  541,     569,  577,  587,  599,  619,  641,  653,  683, 

687,     709,     739,     761,     769,     797,  859,  863,     883,  911,  929,  941,  947,  953,  977,  983, 
991. 


*)    Das  Zeichen  -4-  Tor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dasa  Nßy[^)  sc  -{-p,   data  Zeichen 
daw  WiJo)  =  —  p  i«t 

22* 


Zweite  Abtheilung. 


Einheitswurzeln,  deren  Grad  k  eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl  ist. 


Die  Bezeichnungen    sind  dieselben  wie   in  der   ersten   Abtheilung,  des- 
gleichen die  Anordnung  der  (primitiven)  Congruenzwurzeln. 
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n. 


1. 1>  =  9m-h  1. 

6  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«•  +  «•  + 1 


0. 


Congnienzwurzeln  mod.  p. 


p 

a 

o« 

a* 

a» 

a' 

o» 

19 

+  5 

+  6 

—  2 

+  9 

—  3 

+  4 

37 

—  4 

+  16 

—  3 

+  12 

+  7 

+  9 

73 

4-  2 

+  4 

+  16 

+  32 

—  18 

—  36 

109 

—  43 

—  4 

+  16 

—  34 

+  27 

+  38 

127 

—  24 

—  69 

+  62 

+  22 

—  28 

+  37 

163 

+  53 

+  38 

—  23 

—  78 

—  30 

+  40 

181 

-+-  73 

+  80 

+  65 

+  39 

+  43 

+  62 

199 

—  37 

—  24 

—  21 

—  19 

+  58 

+  43 

271 

—  13 

—102 

+106 

—  23 

—  93 

+126 

307 

+  63 

+  46 

—  33 

+  93 

—  20 

—139 

379 

+180 

+186 

+116 

—146 

+  84 

—  40 

397 

—  86 

+  79 

—111 

—  93 

+196 

+  14 

433 

-f-  27 

—137 

+150 

+163 

—177 

—  16 

487 

+220 

+187 

—  95 

+  41 

—126 

—228 

523 

+  94 

—  55 

—113 

—162 

+  19 

+217 

641 

+226 

—229 

—  36 

+  16 

—189 

+214 

677 

—266 

—242 

+287 

—193 

—  31 

—142 

613 

+160 

—146 

—139 

—  172 

—  21 

—296 

631 

—266 

+  32 

-238 

+114 

—138 

—146 

739 

+317 

—  15 

+225 

—358 

+197 

—366 

757 

+  3 

+  9 

+  81 

+243 

—  84 

—252 

811 

—279 

—  16 

+226 

—328 

+  64 

+343 

829 

—204 

+166 

+199 

+  26 

+  5 

—191 

883 

+286 

—323 

+135 

—242 

—421 

—318 

919 

—  96 

—166 

—346 

—309 

+440 

—446 

937 

—241 

—  13 

+169 

—438 

+  72 

+461 

991 

—  70 

—  66 

+  62 

+324 

+  18 

—269 
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9 


X«) 

,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p 

y(«) 

P 

Xa) 

P 

/(a) 

19 

1-4-  «  — «* 

307 

l-f.2«'—  «' 

631 

3H-  «  -f-  «*—  «' 

37 

1-4-  «  —tt* 

379 

1—  «»^  a*-+-2rt^ 

739 

2-|-2a*-h  «*—  «* 

73 

2—  « 

397 

3-1-  «*-+-  «''-  «' 

757 

3—  « 

109 

2H-2«*-|-«* 

433 

1—3«  -j-2rt'— 2«^ 

811 

2—  «»-4-2«^  H-2«' 

127 

2-f-  a  H-«* 

487 

2—  rt  —  «*-f-  «* 

829 

3—  «V  «'—  «• 

163 

2-h  «'— «• 

523 

2-  «'—8«* 

883 

2—2«  —  «'-+-2«* 

181 

2-f-  «'—«*- 

-«' 

541 

1-4-3«'—  a'-h  «* 

919 

3H*3«*—  «^—  «• 

199 

2-h  «*— «* 

577 

24-3«* 

937 

l-f-2«'-f-  «*— 2«' 

271 

34-2«  — rt- 

613 

3— 2«'-h  «• 

991 

3-h  «*-H  «* 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
3  zweigliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  2  von  9): 

%  =  «  +  «"*,  ijj  =  «' -h  «"' ,  »?,  =  «* -4-«-*, 

Wurzeln  der  GIdchung: 

>j»-3*^H.l  =  0, 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?, » 


p 

lo 

*li 

If 

17 

—  3 

-4-  7 

—  4 

53 

-h  4 

-h  14 

—  18 

71 

—16 

—  30 

—  «5 

89 

—  12 

—  36 

—  41 

107 

—  7 

-4-  47 

—  40 

179 

—34 

-4-  80 

—  46 

197 

—  6 

-h  34 

—  28 

233 

-4-56 

-+-105 

+  72 

251 

+56 

+122 

+  73 

269 

4-3,) 

—  122 

+  87 

W  =  —  1  -+-  % »       \i^t  =  —  1  •+■  r. 


Congruenzwurzeln  med.  p, 
P        no        ii         Hl 

359  —  58  +131  —  73 

431  —113  —163  —155 

449  —103  —169  —177 

467  —  20  —  69  +89 

503  +40  +89  —129 

521  —  31  —  83  +114 

557  +22  —  75  +53 

593  —  80  —125  +205 

647  +  96  +156  —252 

683  +124  —335  +211 


p 

»!• 

1i 

»li 

701 

—  9 

+  79 

—  70 

719 

—  13 

+167 

—154 

773 

—  41 

+133 

—  92 

809 

+  24 

—235 

+211 

827 

+116 

+222 

—338 

863 

—  80 

+357 

—277 

881 

+120 

+302 

—422 

953 

+  80 

—273 

+193 

971 

+  10 

+  98 

—  108 
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X=-^ 


X%),  PrimÄdorMi  dor  lVim«Ahl<^n  f.*) 


p 

Au) 

17 

—  -^-HSfj^ 

53 

—17—9^0 

71 

-+-U— 9f?j 

89 

H-  24-3»?^ 

107 

4-  8-4-3»,^ 

179 

-  *-+-9fjj 

197 

—  7+6rj 

233 

—  13-h9f,j 

251 

-h  2—9»,^ 

269 

-f-  8-f.3fj, 

-3,, 


r 

359 
431 
449 
467 
503 
521 
557 
593 
647 
683 


Au) 

—  19—  9i5^-4-l2rj 

-H  *-+-  *%--  <^% 

—  7—  3*j^—  6^1 
+234-121,^ 

—  16—  9ij, 
4-U^  3U^^  6i,, 

4-17—  9»j^4-  «•», 

—  l^  «»^-^  «^, 

—  114-  (^^-^   3»», 


r 

Äv,^ 

roi 

10^  9y^ 

n9 

-  13-  3y^^- 

«% 

773 

^-  ^     ^*% 

'^N 

809 

^  «  -  »^%^ 

^^ 

817 

-  224-tfty^ 

863 

1-  3y^^- 

9y, 

88  t 

4-Ä.1-»-  m^-- 

««% 

953 

-  74-1«% 

• 

971 

-  1   Wy^ 

III.    p  zum  Kxpononteu  3  gehörig: 


7,  13,  31,  43,  61,  67,  79, 

241,  277,  283,  313,  331,  337,  349, 

571,  601,  607,  619,  643,  661,  673, 

859,  877,  907,  967,  997. 


97,  103,  139,  161,  157,  193,  «II,  ««»,  999. 
367,  373,  400,  491,  439,  4A7,  4ft9,  499,  Hl, 
691,     709,     727,     733,     751,     769,     787,     899.     859, 


Hure  bei  X  =  3  angegebenen,  aus  dritten  Kinlinit4iwurxf*lii  gphllilpf  1*114  Prilti- 
factoren   sind  auch  in  Beziehung  auf  9te  fiinheitswiirxnhi   prim)  ihmt   vciii  (Iph 
dreigliedrigen  Perioden  der  9ten  Einheitswurxetn  sind  die  firitnUitnii  mill: 
a  4-  «t*  4-  «^  =  tt'  +  a*  4-  «t*  ->  0 ,   die  nichtpritnitiroti   abffr  ri*duc;iri<ti   slc^i  mif  (i\p 
dritten  Einheitswurzeln:  3«'  und  3«*. 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig,  m  Heziehfitig  anf  IMi*  KHnhf\ifmmtf\fi 

selbst  complexe  Primzahl#fn$ 

t,        6,       11,       23,       29,      41,      47,      59,       HZ,     tot,     tt%,     t%t,  t^l,     14«,     l«7,     i1% 

191,    227,    239,     267,     2^,     281,    293,    311,    317,     »47,     3J^9,     389,  389,    4/11,     4f9,     449, 

4C1,    479,    491,     509,     563,    569,    587,     599,     S17,     f^4t,    «59,     «59,  «77,     749,     7«l,     797. 
9tU     S39,     857,     837,     911,     929,     941,     947,     977,     999. 


Iiir 


i-^U 


<iw   ^fiflMMt'MfM 


17, 
3- 


IJ>/  r>.  f.  #. 
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A  =  25 


1,    p  ^  35m -f»  1. 


20  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


Congruenzwurzeln  xnod.  p. 


P 

101 
151 
351 
401 
601 
701 
751 


H-  16 
—  57 
+100 
—177 
—111 
—118 
4-171 


—  47 

—  73 

—  40 
-+-  51 
—300 

—  96 

—  48 


—  45 

—  67 
+  16 
+196 
+245 
+112 
+  53 


—  13 
+  44 
+  94 
+195 
—150 
+103 
+  51 


+  5 

—  41 
+  5 

—  80 

—  75 

—  74 

—  195 


—  21 
+  72 

—  2 
+125 

—  89 
+320 
—301 


—  33 

—  27 
+  51 

—  70 
+263 
+  94 
+348 


—  23 
+  29 
+  80 

—  41 
+256 
+124 
+179 


—  30 

—  3 
+  63 

—  86 
+128 
+  13 
—331 


+  25 
+  20 
+  25 
—  16 
+216 
—132 
—276 


P 
101 

151 
351 
401 
601 
701 
751 


—  4 
+  68 

—  10 
+  25 
+  64 
+154 
+117 


+  37 
+  60 
+  4 
—  14 
+108 
+  54 
—270 


—  22 

—  26 
+  91 
+  88 
+  64 
—277 
+193 


—  49 

—  28 
+  64 
+  63 

+  16 
—261 

—  41 


+  24 

—  65 
+125 
+  77 
+  27 

—  46 
—252 


—  20 

—  70 

—  50 
+  5 
.+  8 
—180 
—285 


+  31 

—  24 

—  8 
—146 
+  4 
—245 
+162 


—  9 
+  9 

—  47 
+178 
+157 
+169 

—  85 


—  43 

—  60 
+  69 
+173 
+  3 
—314 
—266 


+  19 

—  53 
+133 

—  145 
—222 
—101 
+325 


p  yt«) 

101  1— «•— « 

151  1— «*— « 

251  1— a*— « 


II 
II 
if 


/(a),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

X«) 

P 

X«) 

401 

1—«'—«* 

701 

!+«'+«•+«" 

601 

1—«  «.«»*—«" 

751 

1 +«'+«'+«• 
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X  =  25 

n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
10  primitive  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wm*zel  2  von  25) 


*»4  =  «*  +  <»"'  , 


«'  +«"'• 


»?,  =  «*  +  «"* »        ij,  =  «•  -h  rt 

»?,  =  «'  +  «" 


-8 


^^« 


Wurzeln  der  Gleichung: 


.11 


# 


>j"  —  lOij*  +  36ij*  +  »I*  —  60ti*  —  W  +  35»)'  4-  6»J  —  l  =  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


s  


=  2    -+- 


*», . 


%^k  —  *J|  +  %  > 


»'O'?«   =  '»4  •+-*»»  » 


%*»! 


Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


p 

*Io 

1i 

«)i 

*Ii 

14 

*I» 

»I« 

1f 

1i 

^9 

149 

+15 

+  74 

—  39 

+  29 

—  55 

+  43 

+  59 

+  52 

+  20 

—  49 

199 

+  5  . 

-+-  23 

—  70 

—  77 

—  43 

+  56 

—  50 

—  89 

—  41 

+  87 

349 

4-13 

+167 

—  33 

+  40 

—  147 

—  31 

—  88 

+  64 

—  94 

+109 

449 

-+-  8 

+  62 

—199 

+  87 

—  66 

—136 

+  85 

+  39 

+172 

—  52 

499 

—  4 

+  14 

+194 

+209 

—233 

—104 

—164 

—  52 

+207 

—  67 

599 

—45 

+226 

+159 

+121 

+263 

+282 

—145 

+  58 

—232 

—  88 

/(»jj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 


p 

A^o) 

P 

Ario) 

P 

Ao) 

149 

>?,+%+% 

+349 

2+»J,— »?j 

+499 

ri-2f,, 

199 

2  +*?y+*?, 

+449 

2-»»,+»?, 

—599 

2  +2»»o-% 

*)    Hier  kommen  auch  die  nicht  primitiven  zweigliedrigen  Perioden,  d.  h.  die  zweigliedrigen 
Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln,  vor  und  sind  durch  v|'  und  i}"  bezeichnet,  so  dasa  also 

»|'  =  a»+a«o,  ,"^.i0  4.«n  (Vgl.  X  =  5). 

*^    Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  bedeutet,  dass  I^ffino)  «=»  +  z' ,  das  Zeichen  — , 

23 
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X  —  25 


in.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
5  viergliedrige  Perioden  (ftlr  die  primitive  Wurzel  2  von  25) : 


vi^  s  «•  4-  «•  4-  a"  4-  «»•  , 

Wurzeln  der  GBßächung: 


«"  4.  «"  4-  a»  -h  «"  , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


*?«»» 


0  '1 


4  4-  f^j  -+-  2ij,  , 
—  1  4-  2fy^  +  f,^  , 


—  1  —  *J,  —  »?,  > 


«*+«'  + 


«     4-«     > 


ly*  —  lOi)'  4.  6t»'  -»-  10»^  4-  1  «  0 , 


^n'n 


0  'f 


-  1+  fjj  +  21,, 


Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

lo 

I1 

1i 

1i 

14 

P 

I0 

I1 

»Ii 

1i 

14 

7 

4-  1 

—  2 

4-  3 

4-  3 

4-  2 

467 

—  67 

4-154 

+117 

+109 

+144 

43 

—  3 

4-  10 

—  19 

4-  19 

—  7 

667 

4-  37 

4-212 

+197 

—259 

—187 

107 

—18 

4-  62 

—  40 

+  27 

—  21 

593 

+  66 

—220 

+117 

—  86 

+123 

167 

—  6 

—  54 

—  62 

+  43 

+  69 

607 

4-  34 

4-212 

—240 

—137 

+131 

193 

—16 

+  68 

4-  29 

—  96 

4-  26 

643 

—  82 

—166 

+132 

+228 

—117 

267 

—  6 

—  26 

4-114 

—106 

4-  22 

743 

4-  24 

—224 

—  44 

—346 

—164 

293 

4-  6 

—  82 

4-  70 

—  96 

+102 

757 

—  68 

—109 

+128 

—168 

+197 

307 

—  7 

—  20 

—100 

—121 

—  59 

867 

4-  35 

—160 

+369 

+267 

+366 

443 

4-76 

4-218 

4-  94 

—178 

—209 

907 

4-110 

+290 

+347 

—446 

—301 

/(^o)?  Prin^actoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^o) 

P 

A^.) 

P 

Ano) 

7 

+1-  \ 

293 

+2+2i,^+  tjj+  f,, 

607 

+  %—   »?,4-2ij. 

43 

+3+  % 

307 

-+-3ij^+  ij,—  ij, 

643 

+  1— ^»Jo"***'!"'  *»4 

107 

-3+  ly^-ij^ 

443 

—1+  %4-3ij,+2t,, 

743 

-4+2tj^+  »,, 

167 

+2+  tjj— t,. 

457 

-6+3»,, 

767 

—1+  ^'^^^'^  % 

193 

+1-»»?, 

567 

—6+  »?,-"2»jj—  1,^ 

867 

-8+  1,,-  fi^ 

267 

+4+  t?,+»»^ 

693 

-3-2t,^-3i,,-  v^ 

907 

+4-3t,^ 
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X  »  25 

IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig: 

11,       31,       41,       61,       71,     131,     181,     191,     211,     271,     281,     311,     331,     421,     431,     461, 
491,     521,     541,     571,     631»     641,     661,     691,     761,     811,     821,     881,     911,     941,     971,     991. 

Ihre  bei  X  =  5  angegebenen,  aus  5ten  Einheitswurzeln  gebildeten,  Prim- 
factoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  25  te  Einheitswurzeln  prim,  denn  von  den 
f)in%liedrigen  Perioden  der  letzteren  sind  die  primitiven  null: 

«  +  «"  +  «•  +  «"  -+-«"=»  0    u.  8.  w. 
und  die  nichtprimitiven  reduciren  sich  auf  5a* ,    ba^^ ,    5a" ,    5a'® ,  d.  h.  auf  die 
5ten  Einheitswurzeln. 


V.    p  zum  Exponenten  10  gehörig: 

19,       29,       59,       79,       89,     109,     139,     179,     229,     239,     269,     359,     379,     389,     409,     419, 
439,     479,     509,     569,     619,     659,     709,     719,     739,     769,     809,     829,     839,     859,     919,     929. 

Ihre  bei  X  =>  5  angegebenen,  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  5ten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  hinsichtlich  der  25ten  Ein- 
heitswurzeln prim,  weil  von  den  zehngliedrigen  Perioden  der  letzteren  die  primi- 
tiven null,  die  nicht  primitiven  aber  nichts  anderes  als  die  Fünffachen  von  den 
zweigliedrigen  Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln  sind. 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig,  in  Beziehung  auf  25  te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

2,         3,  13,       17,       23,       37,       47,       53,       67,       73,       83,  .  97,  103,  113,  127,  137, 

163,     167,  173,     197,     228,     227,     233,     263,     277,     283,     313,  317,  337,  347,  353,  367, 

873,     383,  397,     433,    463,     467,     487,     503,     523,     547,     563,  577,  587,  613,  617,  647, 

653,     673,  677,     683,     727,     733,     773,     787,     797,     823,     827,  853,  863,  877,  883,  887, 

937,     947,  953,     967,     977,     983,     997. 


23< 


L    2)  =r  27m  + 1. 
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27 


18  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«"  +  «•-1-1  = 


Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


P 

109 
163 
271 
379 
433 
487 
541 
767 
811 
919 


a 

—  28 
-f-  22 

—  60 
+  24 
+  3 

—  12 
-f-  76 
+228 
+213 
—404 


+  21 

—  6 

+  77 
—182 
+  9 
+144 
—176 
—249 

—  47 
—366 


+  6 
+  26 

—  33 
+161 
+  81 
—206 
—212 

—  73 
-224 
—218 


—  31 
+  61 
+  83 
—166 
—190 
+  26 
+118 
+  10 
+137 
—162 


+  3 
+  21 
—113 
—108 
+  22 
+191 
—  92 
—219 
+  49 
—427 


+  26 
—  27 
+  6 
+  61 
+  66 
+143 
+  41 
+  30 
—106 
—264 


—  20 

—  28 
+114 
-111 
+161 
+138 
—142 
+100 
+116 
+129 


+  16 
+  36 

—  66 

—  11 
+  60 
—196 
+  28 
+  90 
+378 
+267 


«1» 

—  12 

—  17 
—127 
+107 
+  17 
+166 

—  31 
+300 
+  76 
—308 


P 

109 
163 
271 
379 
433 
487 
641 
767 
811 
919 


+  9 

—  48 
+  32 

—  86 
+  61 

—  44 
—192 
+270 

—  32 
+367 


—  29 
+  77 
+  26 

—  69 
+  26 

—  6 
+  68 
+143 
—118 
—148 


+  49 
+  64 
+126 
—140 
+  78 
+  60 
+  80 
+  63 
+  7 
+  67 


r  48 
6 

—  54 
+  87 
—164 
—126 
+  66 
—328 
—329 
+276 


—  36 

—  31 

—  12 
—186 

—  69 
+  61 
+147 
+169 
—331 
+  99 


+  7 

—  8 
—111 
+121 

—  98 
+  39 
+243 
—227 
+148 
—393 


+  22 
—  13 
—116 
—128 
+139 
+  19 
+  74 
—280 
—106 
—216 


+  26 
+  66 
+  88 
+177 
—  48 
—186 
+  34 
76 
69 
—344 


+  36 

—  37 
—131 
+  79 
—144 
—203 
—121 

—  83 
+  99 
+207 


y(«),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(«) 

P 

A) 

P 

/(«) 

109 

l««t  ^«10 

433 

14.«"-«»* 

767 

1««  ««" 

163 

!-«•  ^.«io 

487 

1—««  4-«« 

811 

14.««-«» 

271 

1-«^  -«" 

541 

1—«  V«"+a'* 

919 

1««»-«" 

379 

1+«"+«"+«" 

181 


27 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
9  zweigliedrige  Perioden  (filr  die  primitive  Wurzel  2  von  27) 


-I 


fj.  =  «    4-« 


tj^  =  «'  -h  «-' , 


=«  ^* 


-4 


8       I        -8 

»?,  =  cc'    +«"'  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tj*  —  9ij^  4-  27tj'  —  30tj*  +  9ij  4- 1  =  0     oder     (fj*  —  3i?)*  —  3(tj* 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


—  3i?)  +  1  =  0  , 


2  +  *?i, 

^O*?!  =  ^' 

+  *?0  >      *?0»7, 

=  V4-*?5 

> 

*»o^i  =  - 

-  1  4-  *?, , 

V4  -■ 

m    , 

+  ^j  »        ^qV^ 

=  -1  + 

*»4' 

%^f   =  V 

'  +  »?8' 

V8  = 

m    , 

•  ' 

Congruenzworzeki 

med.  p. 

P 

lo 

11 

1« 

n»     »i4 

1» 

16 

lT 

18 

53 

—  3 

+  7 

—  6 

—  19   —  12 

—  17 

+  22 

+  5 

+  23 

107 

—  8 

—  45 

—  10 

—  9   —  28 

+  33 

+  17 

^   34 

—  23 

269 

—27 

—  80 

—  58 

+134   —  69 

—  83 

—107 

—120 

—128 

431 

+28 

—  80 

—  67 

+177   —136 

—  39 

—205 

—215 

+106 

593 

+56 

+169 

+  95 

+128   —222 

+  63 

—184 

+  53 

-158 

647 

449 

—189 

+134 

—162   —285 

—299 

+113 

—173 

+165 

701 

—35 

—179 

—207 

+  86   —317 

+244 

—  61. 

—205 

—  37 

809 

+31 

+150 

—154 

+253   +  96 

+315 

—284 

—246 

—161 

863 

—75 

—418 

+396 

—252   —360 

+148 

+327 

—  85 

+319 

971 

4-46 

+172 

+452 

+392   +244 

+303 

—438 

—416 

+216 

P 

Ano) 

P 

53 

4-1  +  1?,+»?, 

593 

107 

—1  4-  1?^— 1?, 

64f 

269 

4-1  +2t,. 

701 

431 

+%■*"  ^%'',^i 

/(t?  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Ana) 
-2+ij,-2ijj 

4-1— 1?4--  i?,4-i?, 

+2— 1J^+    Y}^ 


p 

Ario) 

809 

—%+   i?j4-»?g 

863 

+2  +2i,^+t,, 

971 

—1  4-  ^,—^,4-»?^ 

— *?. 


*)    Hier  kommen  auch  die  nicht  primitiven  zweigliedrigen  Perioden  vor,  d.  h.  die  zweiglie- 
drigen Perioden  der  9ten  Einheitsworzeln  nnd  sind  durch  V,  i)",  ti*"  bezeichnet,  so  dassalso: 


ij'  =s  a*  +  « 


S4 


n  Ä5  «•  +« 


Sl 


IJ*"  =  «"  +  « 


1» 


• 
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in.    p  zum  Exponenten  3  gehörig: 

19,       37,       73,     127,     181,     199,    307,     397,     523,     677,     613,     631,     739,     829,     888,     937, 
991. 

Ihre  bei  X  »  9  angegebenen,  aus  9ten  Einheitswurzeln  gebildeten  Frim- 
factoren  sind   auch  in  Beziehung  auf  die  27ten  Einneitswurzehi  prim,  denn  die 
dreigliedrigen  primitiven  Perioden  der  letzteren  sind  null  (a  +  a^^  +  a^*  »  o  u.  s.  w.) 
und  die  nichtprimitiyen  reduciren  sich  auf  die  9ten  Einheitswurzeln 
(«'  4- «"  4- «"  =  8«'  u.  s.  w.). 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig: 

17,       71,       89,     179,     197,     233,     261,     359,    449,     467,     603,     521,     557,     683,     719,     773, 
827,     881,     953. 

Ihre  bei  X  »  9  angegebenen,  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  9ten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  27te  Ein- 
heitswurzek  prim,  weU  von  den  sechsgUedrigen  Perioden  der  letzteren  die  pri- 
mitiyen  null  sind  («-!-«•  +  «"  4-  «*'  -f- «"  -f  «*•  =  o  u.  s.  w.),  die  nichtprimitiyen 
aber  auf  die  zweigliedrigen  Perioden  der  9ten  Einheitswurzeln  zurückkommen 
(«« +  ««*  +  ««•  +  «"  +  «"  +  «"  «  8(«»  +  «")  u.  s.  w.)- 


V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig: 

7,  13,  31,  43,  61,  67,  79,  97,  103,  139,  151,  157,  193,  211,  223,  229, 

241,  277,  283,  313,  331,  337,  349,  367,  373,  409,  421,  439,  457,  463,  499,  547, 

571,  601,  607,  619,  643,  661,  673,  691,  709,  727,  733,  751,  769,  787,  823,  853, 

859,  877,  907,  967,  997. 

Ihre  bei  X  ^  3  angegebenen ,  aus  den  3ten  Einheitswurzeln  gebildeten 
Primfactoren  sind  auch  hinsichtlich  der  27ten  Einheitswurzeln  prim,  weil  von  den 
neungliedrigen  Perioden  der  letzteren  die  primitiven  null,  die  nichtprimitiven  aber 
nichts  andres  als  die  Neunfachen  der  3ten  Einheitswurzeln  sind. 


VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig, 

in  Beziehung  auf  27  te  Einheitswurzeln  selbst  complexe  Primzahlen ;  übrigens  sind 
es  dieselben  Primzahlen  j?,  welche  bei  X  »  9  in  IV.  zusammengestellt  sind. 


• 
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X  =  49 


!./>=*  49m  + 1. 


42  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


p 

197 
491 
883 


a 
—  97 
—109 
+126 


—  47 
+  97 

—  18 


«*>  -f. «"  ^  a"  ^-  a"  4-  «**  +  «^  -+.  1  SS  0 , 

Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


+  28 
4-229 
+381 


+  42 
+  80 
+324 


+  63 
+118 
+206 


—  4 

—  96 
+349 


—  9 
+  17 
—101 


+  85 

+111 
—364 


10 


+  29 
+176 
+  62 


—  55 

—  35 
+371 


P 

197 
491 
883 


JS 


+  16 
—113 
—  63 


>\% 


rlft 


+  24 
+  42 
+386 


+  64 
+146 
+116 


«1« 

+  81 
—202 
—396 


IT 


+  23 
—  77 
—322 


«18 

—  64 
+  46 
+  46 


—  96 
—104 
—385 


»>o 


+  63 
+  43 
+  65 


,S2 


+  70 
+243 
—107 


«»3 

—  92 
+  27 
—237 


P 

197 
491 
883 


+  69 
4-  3 
+160 


A% 


—  10 
+164 
—149 


>  16 
-200 
-231 


,ST 


+  76 
+196 
+  33 


—  26 
—137 
+289 


>so 


—  39 
+203 
+211 


+  40 
—  32 

+  96 


a»2 

+  60 
+  61 
—266 


+  90 
—158 
+  38 


«8  4 

—  62 
+  37 
+373 


P 

197 
491 

883 


r86 


—  41 
+162 
+360 


+  37 
+126 
—  60 


—  43 
+  14 
—119 


>89 


+  34 
—  63 
4-  17 


p40 


4-  51 
—116 
+376 


—  22 
—231 
—306 


p48 


+  49 
+179 
+210 


,44 


—  26 
+129 

—  30 


«4* 

+  61 
+178 
—248 


r4  6 


—  7 
+238 
—343 


V 
197 

491 

883 


+  88 
+  81 
4-  49 


«4  8 

—  66 
+  9 

—  7 


Primfactoren  der  Primzahlen  jp  ideal,  in  43ter  Potenz  wirklich. 


Normen  complexer  Zahlen  in  tu 

N(l  —  a"  +  «")  =»  197 .  491 ,  N(l  —  a"  —  «")  «>  883 .  197 , 

iV(l  +  a*   +«")  =  197.28818. 
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49 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
2 1  zweigliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  49) : 


\ 

= 

«     4-  «*• , 

»?i 

^ 

a     -t-  «     , 

♦J, 

= 

*?, 

= 

«     4-a     , 

\ 

s 

•»» 

= 

^4T  _,     ^S 

^6 

» 

„48  j«  ^6 

^T 

= 

^8 

SS 

„44     ,     ^» 

^9 

= 

*»10 

= 

a     -t- «     > 

^1 

- 

^» 

SS 

a     -ha     t 

^11 

^ 

^14 

= 

«     -t-  «     , 

^IS 

s= 

^U 

= 

«"  +  «"  , 

^T 

= 

«     -r «     » 

^18 

= 

„8»     .    ^80 

^1. 

= 

%ö 

=: 

«"  4- «" ; 

• 

Wurzeln  der  Gleichung: 

(^»  —  7,,»  4.  14^»  —  7,,)»  —  (,,'  —  7»j*  4-  14t?'  —  7t?)'  —  3(»?^  —  7ij'  4-  14fj'  —  7tj)  —  1 

mit  den  fundamentaleit  Relationen:*) 


o; 


%  — 

2     +i?j    » 

• 

Vi 

—  •>»    "^  ''lo  >           Vs  —  ''is  "*"  ''l»  ' 

^'^i  =-  »J 

'4-7,,. 

%\  = 

^f   + 

''so' 

%^»    *=    %     "*"  ^1     »               %*'6    ^    '^       +  ^8     » 

Vt  —  ''4 

+  •»14' 

^O*»!    = 

%   + 

*?io> 

%%         ''     ■''  ''so »         ''o^'io         ''l    "^^   » 

%^ 

11    '^    ''l«"'"''!»» 

Vis  '^ 

n"  + 

»7,11 

Vl8    *=    ''s     '*"''lf'             Vl4    *=    ^1     "^''18» 

%^ 

1»    "    *» 

4-t?,  , 

^0^16    ^ 

^.4- 

''iT» 

%^lf    =    •»,     "^''lO»            Vl8    *"    '^       ■*'''l4» 

%^ 

if  *™  ''n  "♦"''18» 

^0^80    =" 

*^4     ■*"%     • 

Congruenzwurzeln  med.  p. 

P 

1o 

ll 

1s                  18               14            1»                  1«               1t 

»l8 

1f 

«lio 

97 

—  3 

—  18 

4-  42     4-  48     —  35     4-     7     4-  31     4-  16 

—  26 

—  38 

4-  47 

293 

—  6 

+  95 

4-  65     —111     4-133     4-34    —  60     4-121 

4-  13 

4-107 

—  18 

587 

—41 

—119 

—  112     4-  99     4-278     —  82     4-71     4-215 

—180 

—202 

4-265 

881 

—12 

4-  70 

4.  81     —  46     —247     4-142     —388     4-392 

4-261 

4-218 

—101 

P 

In 

1l8 

• 

I18                I14                *Jl8                 I1«                IIT 

118 

*lif 

lao 

97       - 

-  11 

—  37 

—     6       —  13       —  24       4-22       4-9 

4-  23 

—  27 

—     8 

293       +  82 

—  11 

—126       4-20      4-29       —  17       4-119 

4-  52 

4-105 

—  40 

687       • 

-244 

—150 

4-113       -288       —217       4-247       4-192 

—147 

4-176 

-fl27 

881       - 

-109 

4-368 

4-282      —  52       —373       4-426       —252 

• 

• 

/(t?  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

4-232 

* 

4-  59 

—  71 

P 

Ano) 

p            A^o) 

/> 

Ano) 

97 

4-  1  4-  ^,  4-  i?,o 

587     -l  +  tj^  +  i,^^ 

881 

+  % 

-''i.- 

^0 

293 

—  1 

-n,+ 

"i« 

*)    Die  hier  Torkoiiunendeii  iweigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitswnrzeln  sind  mit  1)',  fi", 


>]"'  beieichnet,  so  das«  also  vj'  ^  a'  4-  «^ ' 


l14 


4-« 


8S 


tSl 


4-« 


S8 
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m.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
14  dreigliedrige  Perioden  (för  die  primitive  Wurzel  3  von  49): 


%  =  a  +  «"  H-  «"  . 
»),  =  et"  +  «**  +  a** , 
„^  =  «"  +  a»  H-  «»» , 


=  a'    +«"  +  «'   , 


^  et     -r  et     -T"  Ä     , 


»»^  = 


'4 

•»1. 


„"  +  «»  +  a"  , 


•'s  = 


„«♦  +  «♦•  +  „»    , 


Wurzeln  der  Gleichung: 

1}"— 28i)"4-7i)**+W>?'-t-189i»'— 90»>'— 98>)*— 196t)*+427i)*— ai7i)*— 140»)'h-119»)+79  =  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


H  +  ^1« 

f 

%*?!  = 

"  i 
•  »7  +» 

»10  +  ^11 

%»? 

.  "  ^a 

+  ^6  +  »»11  ' 

^o'^t  = 

V  +*?, 

+  »»8  » 

^0*»4  = 

'■     %  +  *? 

5  ■*"''H' 

Vi 

-+•  *?«  +  »Jt 

t 

%%    = 

%  +  % 

+  ^ll» 

Vt  = 

3   +1? 

4  ■*"^11' 

^''i 

.  =  ''t 

4- »?,  + 1?5 

» 

Ms  = 

1?  +*?i 

+  1?,  . 

VlO  ~ 

i?i4-»?, 

9     "*"^10' 

%^ii 

=  VI 

+  %  +  ^5 

> 

MlJ  = 

i?,+i?. 

+  V 

\^lt  = 

V  4-1?, 

9     +*'lJ* 

Congruenzwurzeln  med. 

!>• 

P           lo 

*li 

1> 

ii 

»l4 

1» 

16 

*lT 

1« 

1» 

67   -4-1 

—  24 

—  7 

+  30 

+  29 

+  33 

—  32 

—  13 

—  11 

+  24 

79     0 

+  3 

+  10 

—  23 

—  21 

+  13 

+  36 

+  31 

+  11 

—  29 

263   +  S 

+104 

+  27 

+  85 

+103 

+117 

—  42 

+  50 

—  70 

—  34 

373   —26 

4-  77 

—  79 

—120 

+  76 

+158 

+179 

+  35 

+102 

—  37 

557   +  8 

+184 

—120 

—230 

—  33 

+239 

—219 

+  37 

+195 

—  45 

569   —15 

+129 

+  98 

+  41 

+219 

+188 

+240 

• 

—  36 

+  92 

—  27 

863   —  1 

—342 

+213 

—178 

+294 

—274 

—  16 

+173 

+239 

+247 

P 

lio 

*lii 

lit 

1»* 

67 

—  7 

+  22 

+  27 

— .  5 

79 

+  26 

+  18 

+  17 

—  13 

263 

+  10 

+  31 

—  36 

—.90 

373 

—112 

+130 

—140 

+130 

557 

+179 

—231 

—  10 

+  46 

569 

+207 

—251 

—272 

—  44 

863 

—384 

+393 

—345 

—  19 

*)    Die  hier  vorkommenden  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln  sind  mit  v{  and 


I}"  beieichnet,  sodass  also  f{  ^  a^  -^ 


ai4  +  >*, 


tt 


,%u 


+  «"+« 


4S 


24 
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p 

67 

79 


X  — 49 

y(i9j,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.^ 

P  /(io) 

263  1— »?^— »jj4-%— 1? 


'10 


373 


»?  —  %— »? 


1) 


P  A^a) 

657  1+»?.— »Jg— i?i, 

669  l+yj^y^^^n^ 


p     /M 

863  l+f)^ 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
7  sechsgliedrige  Perioden  (für  die  primitive  Wurzel  3  von  49) : 


„^  =  «•   +«»*  +  «»  4.a**  +  «"  +  «**, 

Wurzeln  der  Gleichung: 


ij^  ■■  «•   4-  «**  +  «**  +  «*•  +  «'   +  «•   , 
«*' 4- «'•  4- «"  4- «'   4- «"  +  «", 


'S 


yf  —  31»j*  —  21ij*  4-  91»j'  4-  112»j'  —  84>7  —  97  «  0 , 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


6  +  2ij^  4-  2ij^  4-  i?j  , 

—  1+    ^i  4-   »»,  4-  »7,  +  2tj,  , 

—  1  4-  2ij,  4-  2»?j  4- 1?,  , 

—  14-   i?|  4- 2*?j  4- tj,  4-    tjj. 


—  14-   tj,  4-2*7,4-    '7j4-t7,, 

—  14-217,  4-    »?,4-2i7,, 

—  ^  +    *?o  "*•    *»,  4-  2i7^  4-  *7g  , 


CongmenKwunseln  med.  p» 


P 

19 
31 
227 
313 
509 
521 
607 
619 


4-  1 
4-  2 
—47 
—26 
4-10 
—82 
—  8 
4-16 


—  6 

—  9 
4-  49 
—100 

4-  18 
—248 
4-236 
4-112 


1s 
4-  8 

—  12 

4-  85 

—  62 
4-249 
4-214 
4-292 

—  64 


1» 
4-  3 

—  7 
—101 

—  83 
—219 
4-  84 
—137 
—209 


14 

—  8 

—  14 

—  71 
4-  45 
4-  81 
—125 
—299 
—273 


1* 
4-  9 

—  9 

—  58 

—  47 

—  88 
—162 
4-  65 
4-145 


16 

—  8 

—  13 

—  84 

—  41 

—  51 
—202 
—149 
4-263 


*)    Das  in  iweian  der  Primfactoren  ytio)  vorkommende  «)'  hat  dieselbe  Bedentang  wie  oben, 
*}'  ^  a'  4-«^^  4-  a'«  und  ist  (vgL  X  »  7)  V  =  4- 154  mod.  373 ,      i|'  =  —  179  med.  569. 
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X  i«  89 


/(»?  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


19       +1-1,^ 

31      +8-»,^ 


p  Ano) 

313  — 1— »,^4.2^^ 

509  4-1+1,^+2»,, 

621  -24.»,^4.  1,, 


607 
619 


Ano) 


29,      43,      71,     113, 
659,     673,     701,     743, 


V.    p  zum  Exponenten  7  gehörig: 

127,     211,    239,     281,     337,    379,    421,     449,    463, 
757,     827,     911,     953,     967. 


547,    617,     631, 


Ihre  bei  X  =  7  angegebenen,  aus  den  7ten  Einheitawnrzehi  gebildeten 
Primfiustoren  sind  auch  in  Bezug  auf  49  te  Einheitswurzehi  prim,  indem  die  primi- 
tiven siebengliedrigen  Perioden  der  letzteren  null  sind, 

«  4-  «*•  4-  «••  +  a"  4- «"  -h  «"  4-  «•  =  0  u.  8.  w., 

die  nichtprimitiyen  aber  auf  die  7ten  Einheitswurzeln  (7«^  u.  s.  w.)  sich  reduciren. 


643, 


VI.    p  zum  Exponenten  14  gehörig: 

13,      41,       83,     139,     167,     181,     223,     251,     307,    349,    419,    433,    461,     503,     601, 
727,     769,     797,     821,     839,     853,     937. 

Ihre  bei  X  =  7  angegebenen,  aus  den  zweigliedrigen  Perioden  der  7ten 
Einheitswurzeln  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  hier  prim,  weil  die  primitiven 
▼ierzehngliedrigen  Perioden  der  49ten  Einheitswuzeln  null,  die  nichtprimitiyen 
aber  nichts  anderes  sind,  als  die  7  fachen  zweigliedrigen  Perioden  der  7ten  Ein- 
heitswurzeln. 


24< 
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Vn.    p  zum  Exponenten  21  gehörig: 

2,  11,  23,  37,  53,  107,  109,  137,  149,  151,  163,  179,  191,  193,  233,  277, 
317,  331,  347,  359,  389,  401,  431,  443,  457,  487,  499,  541,  571,  599,  613,  641, 
653,     683,     709,     739,     751,     821,     823,     877,     919,     947,     991. 

Ihre  bei  X  «=  7  angegebenen,  aus  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten 
Einheitswurzehi  gebildeten  Primfactoren  sind  auch  in  Beziehung  auf  49  te  Ein- 
heitswurzek  prim,  weU  deren  prmütiye  21  gliedrige  Perioden  nuU,  die  nichtprum- 
tiyen  aber  nichts  anderes  sind  als  die  7  fachen  dreigliedrigen  Perioden  der  Tten 
Einheitswurzeln. 


VJII.    p  zum  Exponenten  42  gehörig,  in  Beziehung  auf  49te  Einheitswurzeln 

selbst  complexe  Primzahlen: 

3,  6,  17,  47,  59,  61,  73,  89,  101,  103,  131,  157,  173,  197,  229,  241, 

257,  269,  271,  283,  311,  357,  367,  883,  897,  409,  439,  467,  479,  523,  563,  577, 

593,  647,  661,  677,  691,  719,  733,  761,  773,  787,  829,  857,  859,  887,  929,  941, 

971,  983,  997. 
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81 


h    p  ^  8im  +  1. 


54  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

Congruenzwurzeln  med.  p. 


p 

a 

a< 

a* 

a» 

a» 

a« 

^10 

all 

ai8 

ai« 

163 

+  10 

—  63 

+  67 

+  81 

—  60 

—  11 

+  41 

—  79 

—  76 

+  55 

487 

+189 

+170 

+167 

—  92 

—  66 

+130 

+186 

—  99 

+216 

+214 

811 

+184 

—206 

+264 

—  84 

+273 

—  60 

—243 

—107 

+145 

—  83 

P 

«i« 

a»» 

ai9 

«so 

a" 

a»» 

a" 

a« 

a»8 

a«9 

163 

—  42 

+  69 

+  64 

+  61 

+  47 

—  19 

+  66 

+  71 

—  72 

—  68 

487 

—146 

—133 

—208 

+136 

+  61 

—169 

+242 

—  40 

+  18 

—  7 

811 

+  67 

+163 

—327 

—164 

+  96 

—362 

—  40 

—  61 

+401 

—  17 

P 

tt»i 

a»> 

at4 

tt" 

tt»» 

ata 

^4  0 

«4  1 

a*> 

«** 

163 

+  46 

—  29 

+  34 

+  14 

—  67 

—  18 

—  7 

—  70 

+  9 

—  73 

487 

—216 

+  84 

+167 

—  34 

+  64 

—  79 

+206 

—  26 

—  37 

—175 

811 

+268 

—377 

—194 

—  12 

+  39 

—123 

+197 

—247 

—211 

+104 

P 

a*« 

a*' 

«4» 

tt»0 

«•» 

tt»» 

tt»» 

«»« 

a»8 

«59 

163 

+  36 

+  24 

-n  46 

+  39 

—  12 

+  43 

+  62 

—  32 

+  60 

—  62 

487 

—  43 

+162 

+  29 

+124 

+139 

—  27 

—207 

—163 

+  49 

+  8 

811 

—338 

+266 

+186 

—  22 

—334 

+180 

+226 

+223 

+289 

—360 

P 

a«i 

«es 

tt«4 

«6* 

a6T 

a«8 

«fo 

ttfi 

a'» 

a'* 

163 

+  16 

—  3 

+  26 

—  66 

—  80 

+  16 

+  33 

+  4 

+  74 

—  76 

487 

—101 

—  96 

+238 

+178 

+  66 

—188 

+182 

—179 

—236 

+200 

811 

—  79 

+  62" 

+204 

P 

163 
487 
811 

+230 

«T« 

—  2 

—  90 
—280 

—342 

—  20 
+  36 
+384 

+330 

—  44 

+106 
+374 

+144 

«80 

+  49 
+  67 
—119 

—267 

—146 

—101 

PrimfiM^ren  der  Primzahlen  p  ideal  (in  2693 ter  Potenz  wirUich). 


Normen  complexer  Zahlen  in  a. 

If^l  4.  „10  4.  «")  =  3  .  163?487  ,  N(l  -  «"  -  «") 

N(l  +  a"  +  «")  =  3  .  487  .  121601 ,       N(l  —  «"  +  «**) 
2^(1  +  «  —  «*•)  =r  811 .  163'  . 


163 .  1133677 , 
811.163.1469, 
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81 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
27  zweigliedrige  Perioden  (fbr  die  primitive  Wurzel  2  von  81): 


•»1« 

•».0 
•»14 


a     4-  a' 


«^   4-«" 


+  « 


«"  -h  « 


»»1 


==«*  4-«- 
a"  4-  «" 
«*•  4-  «■ 
«**  4- «' 
a"  4-  «■ 
a"  4-  «■ 


^i  = 


a'®  4-  «• 


«*  4-  «"* , 

«      4"  <*  » 

«     4- «  I 

«4-«  f 

«4-«  f 

«4-«  9 


=  «»*  4-  «-** , 
=a «     4-a       , 

SS»  C«      4"  **         1 

^l&  .  • -I» 


^6- 


«"  4- « 


-40, 


Wurzeln  der  Gleichung: 

(,,»  —  3,,)»  —  9  (,,»  —  Zriy  4-  a7(»j»  —  817)'  —  30(>?'  —  3»j)'  4-  9(»j*  —  3ij)  4-1  —  0 

[(»?'  -  S»,)'  -   8(1,»  -  3»,)]»  -  Z[{fi*  -  3»,)»  -  3(»,*  -  3»,)]  4-  1  -=  0 ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen:*) 


oder 


»»J « « +  *»1 . 

'Jo^i  ^  ^0  "^  ''o  » 

^o^t  —  ''o  '*'  %t  » 

*?0*?J  ="  •?  +  ^JJ  > 

'»0^4  =  *»i  +  ''s  » 

»»0»?,  =  »?4  +  *?,Q  • 

%'lf    =    »»44-  1?„  9 

^•?8  ^  *?S  +  *?i7  > 

•?0^f  '*°  ""  ^  **■  *Ji»  » 

%^10  '*"'•"*■  ^^IB  » 

%*?11  =  *?i  +  »?i4  . 

•?o^ij  ^^  ^    4-  i?|  9 

%*?!»  =  ^1  +  *J>4  » 

%'?i4  =  »Jr  +  »Jj,  9 

%*?!»  ==  ^"^  +  ^„  . 

%^i«  ^^  ^i  "^  *?i » 

^'^IT  '^  *'»**'%  » 

V18  "  ""  ^  "+"  ^10  » 

Vif  *^  ^^1  +  ^9     » 

•^o^jo  ™"  •'e  **■  ''i » 

v>t  ""%"♦■*»«» 

'?0*'l»  ^  ''i  ^"  ^1  » 

^•?J4    ^   ^    4"  *?jj  9 

VjI  *=  ^T  ■*■  *>>!  > 

%*'t6  *•  •>«  "^  •'ss  • 

*)    Hier  rind  die  xweigliedrigen  Perioden  der  dten  Bioheitswiinelii  mit  ii'»  V,  if"'  und  die- 
jenigen der  27  ten  mit  ij^  i  tis  9  *}  1  n.  s.  w.  bexeichnet,  so  dase  also : 


«'  4-  «"•  9 

-  «»  +  «-" , 

,-  -  «"  H-  «-»• , 

ferner: 

«*  4-  «"*  9 

f. 

-«•  +  «-*, 

,;-«"+«-", 

*),  «  tt     4-a       9 

«     4- «        9 

-a"+«-", 

,',-«••+«-••, 

»?f  ^  «     4- «       ♦ 

.99 


.'!• 
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X  «•  81 

Congraenzwurzeln  mod.  p. 


p 

no 

li 

1t 

ni 

»l4 

1» 

*l6 

1f 

18 

1» 

647 

+  24 

—  73 

+151 

+154 

—225 

+157 

+  61 

—163 

+  40 

+304 

809 

—  10 

+  98 

—106 

—  92 

+372 

+  43 

+229 

—146 

+280 

—  75 

971 

+  13 

+167 

—272 

+186 

—362 

+  43 

—  95 

—284 

+  61 

—165 

P 

lio 

»In 

«lis 

• 

»li» 

Im 

»lii 

lic 

nu 

1l8 

1i» 

e47 

—107 

—199 

+132 

—  47 

+266 

+231 

+305 

—145 

+319 

—180 

809 

—  40 

—  20 

+398 

—162 

+354 

—  81 

+  87 

+286 

+  85 

—  58 

971 

+  35 

+252 

+387 

+233 

—175 

+151 

+  63 

—350 

+152 

—202 

P          »l| 

0      •)] 

11     1i 

IS      «1 

>a    *1>4     *Is 

»     1< 

16 

647   +48   — 

286   +272   +224   — 

292   —142   +105 

809   +126   — . 

306   — 

210   — J 

897   — 

148   + 

59   +243 

971   + 

SO   +398   +129   +132   — 

56   +221   +289 

p 

647 


y(f}J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


^-%  +  '»16 


P  Ana) 

809       -l+ui-i,^,*) 


P 
971 


Ano) 


Normen  complexer  Zahlen  in  '. 
^(^-»»ii-O  =-  ^'^09,       2V^(i - ^^  +  ,,^ - ,, j 

809 .  139969,  N(2  —  ij^^  +  *,,  J 


809 .  487 » 
809.12799. 


m.    p  zuni  Exponenten  3  gehörig: 

109,     271,    379,    433,     541,     757,     919. 

Ihre  Primfactoren  sind  dieselben  wie  bei  X  »  27,  I;   denn  die  primitiven 
dreigliedrigen  Perioden  der  81ten  Einheitswnrzeln  sind  null 
(«  +  «'*  +  a'*  SS  0  u.  8.  w.),  die  nichtprimitiyen  aber  sind  die  dreifachen  der  27ten 
Einheitsworzeln  (3a'  u.  s.  w.).    Ebenso  bei  allen  folgenden  Perioden. 


^    Hier    hat    n^    die    vorhin    deflnirte  Bedentang    ii^  »  a**-^a-**  =  — 161  mod.  809 
(vgl.  X  «  27). 
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X»81 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig: 

63,    107,    269,    431,    593,    701,    863.        Ihre  Primfactoren   sind  dieselben  wie  bei 
X  =  27,  IL  aus  ähnUchem  Grunde. 


V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig: 

19,       37,       73,     127,     181,     199,     307,     397,     523,     577,     613,     631,     739,     829,     883,     937, 

991.  —     PrimfSEtctoren  dieselben  wie  bei  X  »  9,  I. 


VI.    p  zum  Exponenten  18  gehörig: 

17,       71,       89,     179,     197,     233,     251,     359,     449,     467,     503,     521,     557,     683,     719,     773, 

827,    881,    953.  —    PrimfiEtctoren  dieselben  wie  bei  X  «  9,  11. 


Vn.    p  zum  Exponenten  27  gehörig: 

Dieselben  53  Primzahlen  wie  bei  X  =  27,  V.  mit  denselben  Primfactoren 
wie  bei  X  ==  3,  I. 


Vlll.  p  zum  Exponenten  54  gehörig,  in  Beziehung  auf  Site  Einheitswurzeln 
selbst  complexe  Primzahlen.  Es  sind  dieselben  Primzahlen  p  wie  bei  X  »  27,  VI. 
und  bei  X  «  9,  IV. 


Dritte  Abtheilung. 

Einheitswurzeln,   deren   Grad  n   eine    aus   verschiedenen   Primzahlen    zusammen- 
gesetzte ungerade  Zahl  ist. 


Bezeichnungen: 

u)  ist  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  oy**  =  i , 

w^,  wo  r  eine  Zahl  kleiner  als  n  und  prim  zu  n  ist,  eine  Periode  der  primitiven 
Wurzeln  w,  wobei  der  Index  r  dem  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz 
von  u)  gleich  ist,  welche  in  der  Periode  vorkommt; 

wig,  wo  k  irgend  eine  Zahl  kleiner  als  n  ist,  eine  beliebige  primitive  oder  nicht- 
primitive Periode. 


Die  den  nichtprimitiven  Wurzeln  und  Perioden  entsprechenden  Congruenz- 
wurzeln  werden  aus  den  früheren  Tafeln,  in  welcher  sie  zuerst  aufgestellt  worden 
sind,  nicht  wiederholt,  aber  es  wird  bei  jedem  n  auf  dieselben  verwiesen.  Die 
den  Wurzeln  w  entsprechenden  Congruenzwurzeln  sind  auch  hier  stets  aus  dem 
Canon  arithmeticus  genommen. 


In  den  Ausdrücken  der  Primfactoren  und  anderer  complexer  Zahlen  wer- 
den die  nichtprimitiven  w  und  w,  obwohl  sie  meistens  durch  die  primitiven  aus- 
gedrückt werden  können,  zur  Abktlrzung  gebraucht. 
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m. 


n 


15 


I.    jp  a=  15m  4-1. 


8  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

tu*  —  fiü'  4-  fiü'  —  (ü*  -h  w*  —  w  4- 1  =  0 ; 

die  nicht  primitiven  lassen  sich  durch  die  primitiven  ausdrücken,  mittelst  der 
Gleichungen :  w***  4-  w*  4-  i  «  o ,  w*'  4- »'  4-  w*  4-  w*  4- 1  «  0  (oder  mittelst  der 

obigen  Gleichung). 


P 

31 
61 
151 
181 
211 
241 
271 
331 
421 
541 
571 
601 
631 
661 
691 
751 
881 
991 


(I) 

4-  10 
—  4 
4-  38 
+  82 
4-100 
-flOO 
4-  87 
4-  83 
4-  35 
—234 
4-255 
4-  18 
4-  64 
—259 
4-331 
—232 
4-196 
4-106 


Congruenzwurzeln  mod.  p.  *) 


w 


4-  7 
4-  16 

—  66 
4-  27 
4-  83 
4-119 

—  19 

—  62 

—  38 
4-115 

—  69 
—277 
4-310 
4-320 
—308 
—248 
4-299 
4-335 


—  13 

4-  18 

—  23 
4-     5 

—  74 

—  58 
4-  90 
—128 
-t-181 
4-241 
-M93 
—199 
4-188 

—  55 
4-197 

—  78 
4-191 
4-242 


(I)' 

—  11 
4-  ?5 
4-  2 
4-  29 
4-  21 
4-  24 
4-     9 

—  2 
-t-  82 
-M98 

—  98 

—  37 
4-  79 
4-144 
4-159 
4-168 

—  58 
4-459 


4-  14 
+  22 

—  75 
4-  25 

—  10 

—  10 

—  30 
4-165 

—  77 
4-194 
4-134 

—  65 
4-  8 
—280 
4-113 
4-  76 

—  14 
4-  95 


w 


11 


—  12 

—  5 

—  46 

—  36 

—  77 
4-  54 

—  3 

—  75 
4-107 
4-110 

—  71 
-M51 
—292 
4-  12 
4-228 
—337 
-f-276 
+  86 


(1) 


IS 


4-     9 

—  19 
4-  16 

—  67 

—  61 

—  81 
-f-  57 
4-  16 
4-144 
4-207 
—240 
-f243 
—287 
—126 
4-358 
4-215 
—198 
4-  71 


b) 


14 


—  3 
4-  15 
4-    4 

—  64 
4-  19 
4-  94 
4-  81 
4-    4 

—  12 
4-252 
—103 
4-167 

—  69 
4-245 
—286 
—314 
4-120 
—402 


*)    Dia  den  nichtprimitiven  Wnneln  w',   w^®;   w',  w^,  w*,  w'*  entsprechenden  CongroenZ' 
wurzeln  itehen  in  den  Tafeln  f&r  X  «ss  3  und  X  as  5  (refp.). 

25 
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n»  15 
/(at;),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^) 

P 

A'^) 

31 

1  -f-cw  -f- w^ 

271 

1  —  w*  4-  w' 

61 

1  4-  üü  —  oü' 

331 

2  4- w^ 

151 

2  — to' 

421 

2  4-  w*  —  w*  —  2qü' 

181 

2  4-  w'  —  oü* 

541 

2  4-c«j*4-w*4-  w^  — üü* 

211 

2  4-  w*^  +  üü* 

571 

2  — oy'4-w" 

241 

2  -f-  oy*  4-  üy^  -4-  &•' 

601 

2  4-  w«  41  w" 

—  w' W**  —  OÜ 


p 

/(«) 

631 

2  —  w^  4-  üü' 

661 

2  —  w'  —  w* 

691 

2  —  w'4-2w' 

751 

2  4-  üü*  4-  w' 

811 

2  4-  w  4-  w* 

911 

2  4-  w  —  'jü 

14 
14 


M 


—   W 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


Vj    a=t    C(ü' 


-». 


II,  1.    p  =  15m— 1;       w^  =  w'*4-a"'',     also: 

tüj  =  ot;  4-  w""*  ,         07^  ss=  ciü*  4-  W* ,         w^  =  w*  4-  {«•"*  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  tu*  —  4w*  4-  4w  4-  1  =  0 ; 

mit  den   fundamentalen  Relationen  unter   einander  und  zu  den  nicht  primitiven, 
d.  h.  zu  den  zweigliedrigen  Perioden  der   5ten  Einheitswurzeln  v,,  w,  (während 


w 


W.W 


,  =  or,  +  OT^  , 


W 


l^f      =     «^,    +  «^,   » 


tu 


jtr^  =  —  1  4-  w,  , 


tr  w 

IT 


==  w  4-tr   £ 


Wjtiy^  Ä  —  14-tiTy    (allgemein:  WjW 
Congruenzwurzeln  mod.  p. 


Wjb-l  4-  WiH-l)- 


p 

«^1 

»1 

«^4 

»T 

29 

—  8 

4-  4 

4-  14 

—  9 

59 

—  13 

—  10 

—  20 

—  15 

89 

—  22 

4-  37 

4-  32 

4-  43 

149 

—  21 

— .  8 

4-  62 

—  32 

179 

—  23 

—  10 

—  81 

—  64 

239 

—  9 

4-  79 

4-  25 

—  94 

269 

—  6 

4-  34 

4-  78 

—105 

359 

—  79 

4-136 

—174 

4-118 

389 

—  51 

—124 

—186 

—  27 

419 

—185 

—135 

4-206 

4-115 

p 

449 
479 
509 
569 
599 
669 
719 
809 
839 
929 


—  25 
4-  63 

—  45 

—  72 
—179 
4-  49 
—101 
4-144 
4-  73 
—381 


4-174 

—  67 

—  13 
4-  61 
4-292 
—237 
4-133 
—300 
4-293 
4-235 


«^4 
4-191 

4-176 
4-167 
—264 
4-204 
4-152 
—288 
4-199 
4-269 
4-412 


Wj 

4-110 
—161 
—108 
4-276 
4-283 
-f.  37 
-H257 
—  42 
4-205 
—265 


*)    FQr  oTi  ist  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzenpaars : 
V|  4-  V4  HE  —  Vf  ,  w^w^^  —  1  4-  V,   (niod./>)  gewählt;    die   den  nichtprimitiTen  Perioden 

OT,  nnd  tVf  entsprechenden  Congmenzwnrzeln  stehen  in  der  Tafel  fOr  X  bb  6,  n  (als  i]^  imd  i)|). 
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n  =  16 
y^^Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p',  Nf^w^) 


=  -p. 


p 

A^r) 

p 

A^i) 

29 

l  +  2aT^ 

359 

4  —  8Wj  ■+■    Wj 

59 

14-3»^ 

389 

Sw^  —  2w^ 

89 

3-f-2tiTy 

419 

3ir   —  4ir 

149 

2-t-     07^+207, 

449 

4  —    tTj  +    tr^ 

179 

5  -t-  3tiTj  — 

«^T 

479 

2-f-3Wj-H    «Ty 

839 

2  +  307^ 

509 

5  +    Wj  —  3a[r^ 

269 

1  -f-     flTj  +  30F^ 

569 

5  +    tr^  +  SWy 

—  2aT. 


p 

A«^i; 

599 

2  +  2aTj  +  3tr^ 

659 

1  +  3oTj  —  4wj 

719 

1  —  2tr  j  +  Zw^ 

809 

7  +  SiTj  —  2Wj 

839 

Iw  —    w 

929 

3  —  2oPj  —    Wj 

—  4rr. 


2aT, 


Uy  2.    p  ^  15i»  +  4;     tr^  =  w'*-Hw*'',  also: 


w. 


w^  =s  cü*  +  Oü'  ,         tr 


»'  4-  w"  , 


w^^  »  oü"  H-  oü" 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  tr*  +  207*  +  IT  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  tr^,  w^  (Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln,  wie  in  11,  l.)  und  tr^  =  2oü^, 
tFj^  s=t  2w^®  (dritten  Einheitswurzeln) : 


< 

=  2w' 

4-Wj, 

=  -1, 

1    r 

-c«', 

w  w 

=  24- 

^t' 

=  w 

-f-w^, 

W  W 
16 

—  2c(ü"  4-  Wj 

:     w  w    ^ 

2«^6' 

W  W 
1     10 

=  2w 
11 

m 

Congruenzwurzeln  mod. 

?••) 

p 

«^1 

^t 

Wj 

«^11 

P 

«^1 

w, 

Wj 

«^11 

19 

4-     3 

-4-     6 

4-    9 

4-     2 

439 

—117 

—  15 

—  54 

4-187 

79 

-h  21 

+  15 

4-  35 

4-     9 

499 

4-  63 

4-198 

4-  77 

4-162 

109 

4-  50 

—  24 

4-  14 

—  39 

619 

4-198 

—297 

-h  56 

4-  45 

139 

—  28 

+     5 

—  68 

—  47 

709 

4-178 

4-235 

4-304 

—     7 

199 

—     5 

-4-  40 

4-  98 

4-  67 

739 

4-348 

—189 

4-  71 

—229 

229 

+     4 

+  57 

4-  91 

4-  78 

769 

4-231 

4-253 

4-178 

4-108 

349 

—118 

—139 

—    4 

—  87 

829 

—339 

4-269 

—364 

—394 

379 

+117 

4-149 

—168 

—  97 

859 

4-141 

—396 

4-120 

4-136 

409 

-4-  67 

—116 

—  13 

4-  63 

919 

4-259 

—110 

—206 

4-  58 

*}    Hier   ist  or,    TöIHg  bestimmt  durch    die  Congraenr  m^ta^  ^w^  (mod.  p)  oder  als  die 
gemeinschaftliclie  Wurzel  der  beiden  Congmenzenpaare: 

tr j  4- aT|  ^ — w*®\ 

t«r,ar,        =  —  «*    /   ^^  P-    Vgl.  X  =  3  und  X  «  5. 

25» 


w,4-w,i  =     — «r,  1 
WiW,,        ^  24- Wg  / 
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n»  15 
^or  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^i) 

P 

A^i 

P 

A^i) 

19 

2-    tr,^ 

349 

4+    tr. 

709 

4  4-3», 

79 

2v   4-    w 

379 

2  +  4Wj  —  3ayjj 

T39 

4  4-  307^  —  2w^  4-  3Wjj 

109 

2  —    w,  —  2ay, 

409 

4—     ttTjH-     OTjj 

769 

1  4-  SttTj  4-   w,  —    w, 

139 

2  +  3G[r^j 

439 

1  —  4Wj  +  207^ 

829 

6  —    «Tj  —  3tr, 

199 

3  4-207, 

499 

1  +    w  —    ^i" 

'  Zw 

869 

V                 *'l    ^^  '*'ll                     1.  • 

229 

4-    or^ 

619 

3Wj  +  2Wj 

919 

6  —    w  —  2ar 

.-4r 


—  ou 


6r 


n,  3.    p  s=  16ni  — 4;        w^  =  ((ü'"4-w 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  5ten  Einheitswurzehi, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich 

11,       41,       71,     101,     131,     191,     251,     281,     311,     401,     431,     461,     491,     521,     641,     701, 
761,     821,     881,     911,     941,     971, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren,  als  die  aus  den  5ten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  «s  6,  p  a=  6m4- 1)9  welche  auch  in  Beziehung  auf  15te  Einheitswurzeln 
complexe  Primzahlen  sind. 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
2  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  FaUen: 


in,  1.     p  «  15m  4-2,-7; 

w^  ^  w  4-  «'  4-  w*  4-  w'  » 


w. 


Ar  _i    ^Ar    •    ^.-fr 


07 


=  «'■  4-  ar'^  4-  e«*'^  4-  w       , 
—  ,  .r  _,   ,  .14  _,   ,  .11  _|_  ,  .11 , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  — «7  4-4  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 

wj   a=   —  4  4-Wj,  W^W^   SS    4-4. 

(Nichtprimitive  Perioden  kommen  hier  nicht  in  Betracht,  da  tr,^ 


also: 


-1, 


w,^  ■»  —  2  ist.) 
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n  «  15 

Congruenzwurzeln  med. 

!>••) 

p 

»I 

Wj 

P 

W,         Wj 

P 

ttTj            W^ 

P           071 

^7 

2 

1 

0 

197 

87     —  86 

467 

31     —  30 

743       39 

—  38 

17 

6 

—  5 

227 

83     —  82 

503     227     —226 

773     363 

—362 

23 

7 

—  6 

233 

22     —  21 

557     164     —163 

797     253 

—252 

47 

10 

—  9 

257 

56     —  55 

563 

34     —  33 

827     158 

—157 

53 

21 

—20 

263 

73     —  72 

587 

69     —  68 

857     231 

—230 

83 

32 

—31 

293 

106     —105 

593     276     —275 

863       42 

—  41 

107 

15 

—14 

317 

98     —  97 

617     141     —140 

887     235 

—234 

113 

48 

—47 

347 

65     —  64 

647     228     —227 

947     362 

—361 

137 

41 

—40 

353 

27     —  26 

653 

89     —  88 

953     403 

—402 

167 

37 

—36 

383 

88     —  87 

677     143     —142 

977     462 

—461 

173 

19 

—18 

443 

60     —  59 

683     216     —215 

983     457 

—456 

Primfactoren  ^w,  wj  =  <(>(wj)  4-  w*  <()i(ay J 

der  Primzahlen  p.**) 

p 

♦(«^i) 

*i(«^,) 

P 

♦(«'i) 

*i(t^i) 

2 

2 

4-      «7, 

467 

2+15a7j 

+304-     w^ 

17 

6—     Wj 

—  24-  3tr^ 

503 

184-llWj 

+22+  9Wj 

23 

2-f-  Sw^ 

4-  64-     w, 

557 

34—  7w^ 

—14+1707^ 

47 

10—     tUj 

—  24-  bw^ 

563 

34—     Wj 

—  2+17w^ 

53 

10—  3trj 

—  64-  ötTy 

587 

34—  dw^ 

— 18+17tr^ 

83 

64-  5ayj 

4-104-  Sw^ 

593 

30— 1307^ 

— 26+15try 

107 

2+  7w^ 

4-144-     w^ 

617 

184-13tiTj 

+26+  907^ 

113 

14—  5Wj 

—104-  7w^ 

647 

64-1 7aTj 

+34+  307^ 

137 

14+  Zw^ 

4-  64-  7aT^ 

'653 

304-  7trj 

+14+15try 

167 

18—    ÖtTj 

—104-  9Wj 

677 

38—  507^ 

—10+1907^ 

173 

24-  907^ 

4-184-     w, 

683 

6— 1907^ 

—38+  3o7y 

197 

18—  7Wj 

—144-  9aTy 

743 

24-1907^ 

+38+     tr^ 

227 

22—  SoTj 

—  64-1  IWy 

773 

34-1507^ 

— 30+17tr^ 

233 

22—     Wj 

—  24-lltry 

797 

384-  307^ 

+  6+1907^ 

257 

104-  9Wj 

4-184-  5a7y 

827 

10— 2107^ 

—42+  507^ 

263 

14— llw^ 

—224-  7»^ 

857 

304- 11  w^ 

+22+15(17^ 

293 

64-1  IWj 

4-224-  SoTy 

863 

42—     07^ 

—  2+21tX7^ 

317 

6— 13Wj 

—264-  3»^ 

887 

30— 19tr^ 

— 38+15Wy 

347 

224-  bw^ 

4-104-1  ItTy 

947 

26— 2107^ 

—42+1307^ 

353 

24-13Wj 

4-26+     Wy 

953 

384-  7trj 

+14+1907^ 

383 

26—  9w^ 

— 184-13iry 

977 

38— 1707^ 

-34+1907^ 

m 

443 

14— 15ti7j 

—304-  7try 

983 

264-1507^ 

+30+1307^ 

^  Fdr  tr,  ist  diejenige  gewählt,  welche  >0  und  <  ^p  (resp.  ss  ^p  für  />  =  2)  ist 
••)  Es  ist  ^K^'j)  ^  4>i(ti7,)  ^  0  (mod.  p)  nnd  N^w^)  ==  N^j(w^)  =  2p,  alsdann  ist 
^w/l«^»^!)  =  — wfP  '»o<i  ^^A^i^i)  =  "•"P*'  —  Indessen  hängen  die  beiden  complexen  Zahlen 
^  und  ^1  so  von  einander  ab,  dass,  wenn  ^«i)  =  2a-\-a^w^  gesetzt  wird,  ^i(Wj}  =  2a]  +  aa7, 
ist,  oder  es  ist  ^i(Wj)  ss  ^^i  »H^Oi  ^"^^  daher  kann  der  Primfactor  auch  in  die  Form  gesetzt 
werden: /(w,»|)  =  <K"^i)(l +"i*'**''^r)>  ^^  *^®  ^(^i)  <M«  «"s^e  der  in  der  Tafel  enthaltenen  com- 
plexen Zahlen  und  l+^ta^w^  ein  fSr  alle  Primzahlen  p  gemeinschaftlicher  complexer  Factor  ist, 
dessen  Norm  sss— -j^w^  ist,  und  der  auch  in  die  Form  ^(2 +  w  +  w*  +  w* +  (<)>*)  gesetzt  werden 
kann. 
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n»  15 

III,  2.     p  =  15m  — 2,4-7;     w^  =  w'' +  c«''' +  w*'' -H  w'*''  =  —««"'*> 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  Sten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

r,  13,  37,  43,  67,  73,  97,  103,  127,  157,  163,  193,  223,  277,  288,  307, 
313,  337,  367,  373,  397,  433,  457,  463,  487,  523,  547,  577,  607,  613,  643,  673, 
727,     733,     757,     787,     823,     853,     877,     883,     907,     937,     967,     997, 

haben  daher  keine  andern  Primfactoren,  als  die  aus  den  dritten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  s=  3,  p  a  3m  + 1),  welche  auch  in  Beziehung  auf  die  15ten  Einheits- 
wurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


;i  =  21 

I.    />  =  2im  + 1. 
12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w"  —  w"  -H  w*  —  w'  4-  w*  —  w*  +  »•  —  oü  4-  1  a«  0  ; 

die  nichtprimitiven  Wurzeln  lassen  sich  durch  die  primitiven  ausdrücken,  mittelst 
der  Gleichungen: 

w"  -f- «'  -h  1  —  0 ,      w"  4-  w"  4-  w"  -H  w'  4-  w*  +  w*  + 1  «  0    (oder  der  obigen)/ 
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n  =  2l 

• 

Congraenzwnrzeln 

med. 

p.*) 

p 

fa) 

w» 

„4 

«5 

«8 

«10 

«u 

«1» 

«16 

«17 

43 

+  10 

+  14 

—  19 

—  18 

+  17 

—  20 

+  15 

—  5 

—  12 

+  9 

127 

—  27 

—  33 

—  54 

+  61 

—  5 

+  38 

—  10 

—  51 

+  25 

—  40 

211 

—  31 

—  94 

—  26 

—  38 

+  43 

—  33 

—  32 

+  54 

—  50 

+  73 

337 

+  13 

—168 

—  84 

—  81 

—  21 

+158 

+  32 

+  16 

+104 

+  4 

379 

+  93 

—  68 

+  76 

—133 

+  91 

—124 

—162 

+  25 

—  57 

+  5 

421 

+122 

+149 

—112 

—192 

—  86 

—184 

—135 

+  93 

—182 

+109 

463 

+163 

+178 

+200 

+190 

+182 

—  44 

+  33 

—145 

—212 

+169 

547 

+  14 

+196 

+126 

+123 

+  13 

—187 

+117 

—  42 

+169 

+178 

631 

+272 

+157 

+  40 

+153 

—293 

+  62 

—173 

—  28 

+  33 

+142 

673 

—156 

+108 

+223 

+208 

—  73 

+192 

+333 

+295 

—  55 

—169 

757 

+  79 

+185 

+160 

—229 

—138 

+208 

—222 

—192 

+119 

+317 

883 

—  45 

+259 

—  27 

+332 

—154 

—151 

—269 

+  86 

—125 

+327 

967 

+181 

—117 

+151 

+255 

P 
43 
127 
211 
337 
379 
421 
463 
547 
631 
673 
757 
883 
967 

—407 

—  3 
+  50 
+101 
+  2 
+  39 
—178 

—  13 
—120 
+209 

—  81 
+356 

—  75 
+281 

+236 

«10 

+  13 
+  47 
+  34 
+  26 
—163 
+176 
+196 
—  89 
+  58 
—151 
+115 
—157 
—390 

+168 

• 

—316 

+292 

—333 

p  /(w) 

43  1+w*  +w' 

127  l+«"+w" 

211  l+w'^-w" 

837  1— w'  +w*  +w"— 

879  1— w"+ciy*® 


/(»),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

421  1— w*  — w^  -^w^' 

463  l+w'  +to"+oü" 

547  1— w    +(«• 

u,^«  631  l+a,^0-u,"-a,"-.c«" 


P 

673 
757 
888 
967 


l+w'+w'  — w^^+w*' 
1+Oü  +w*  +w^^ 


*)    Die  den  nichtprimxtiTeii  Wmzeln  w',   w^^;    w*,  w*,  w',  m^',  w'*,  w'^  entuprechenden 
Congraenzworzeln  stehen  in  den  Tafeln  f&r  X  ss  3  and  X  =3  7. 
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21 


U.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
6  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.    p  —  21m  —  1 , 

07^  8  tt;'*-4-((ü"*',    aUo: 

W ^    ^    W     -H  W"*  t             OTj    =    W*     -f-  (t)"*  9 

07^    ««    W*  +  «"*  ,                  W 

(T,  =  a*  +  »-•  ,       w^^  =  w"  +  w-"  ; 

rzeln  der  Gleichung: 

* 

OT*  —  w*  —  6aT*  +  6w* 

4-  8w*  —  8ay  +1  «  0  ; 

w*  4-  w"* , 


mit  den  fundamentalen  Relationen   unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiyen, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln  v^ ,  v, ,  v,  (wfthrend 


AT        ^S     Or           SS     —   J 

^;s 

wj  =     2-Hw,, 

.     w, 

m      sas    tV 

IS                ] 

i4-«T,, 

14 

=  tr,+ 

w^, 

(allgen 

CP^tTj    s=    »4  -H  W^ 

•     «'l 

i^t    ™    "■ 

•  1  -f-  »3  , 

07  W 
1     10 

-tr,+ 

^10 ; 

dTjWj   a 

0*^0»,  =  Wj  -H  w^ 

'     «^] 

^W^    sr    — 

•  1  -♦-  w^  , 

tIT  tu 

=  tr.+ 

10    J 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

p 

«^1 

w. 

^A 

^$ 

w. 

«^10 

41 

4-     8 

—  20 

—  12 

—  10 

+  19       +16 

83 

—     7 

—  36 

—  34 

—  21 

^^^ 

8       +  24 

167 

—  17 

—  47 

+  36 

—  75 

—  42       —  55 

251 

—  34 

—101 

—  92 

—  89 

—  72       —113 

293 

—  61 

—  90 

—106 

+  36 

+100       +122 

419 

—  13 

+167 

—186 

—  33 

—183       —170 

461 

—     8 

+  62 

+164 

+178 

+203       —127 

603 

—  64* 

+  70 

—132 

—214 

—183       +  21 

687 

4-  44 

+173 

—  10 

+210 

+  98       +73 

797 

+126 

—817 

+  65 

+  65 

+238       —165 

839 

—  109 

+133 

+  68 

+264 

—412       +  67 

881 

—  22 

—399 

*262 

—393 

—  76       +272 

Wj-l  +  Wt^.l). 


*)    Pfir  V,  ist  die  aboohit  kleinere  der  beiden  Worteln  deo  Congmensenpaars 
»1  +  w,  ^  —  Wg  ,  w^m^  =  —  1  + 1»^     (mod.  p) 

gewählt;  die  den  nichtprimitiven  Perioden  w, ,   v^,   cd,  entiprechenden  Congmenzwnneln  stehen  in 
der  Tafel  filr  X  «  7,  IL  (als  1)0,  t)i ,  i],). 
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n  =  21 
/(a7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     ^/(^i)  =  —  p. 


P 

41 

83 

167 

261 


1 
1 
2 


w. 


07 


11 


A^i) 

P 

A^i) 

p 

A^i) 

—  2w 

293 

8_    0,^-4-    w^   —0,^ 

687 

2  —  tFj  +    ar^  -t-    tTj^* 

-    w,    +    w, 

419 

oTj-    tr,    -4-Wj^ 

797 

6  -f-  tTj  —  2w^ 

-3«',o 

461 

1  — 3ay^ 

839 

w,  -f-    Wj  -f-  3Wj 

30T,    +2<»„ 

603 

1+    ar^-f-Sar^^ 

881 

3 -f- Wj  4- 2ayj  4-    w, 

11,2.     ;)  = 

2im  — 

8; 

w^  =  w**  -H  w"*'* ,    also : 

=  lU  +  w"  , 

"» 

=  «• 

+  w'  ,              w    —  w*  -f-  w"  , 

OT,   =  (*;•  4-  w"  , 

=  «"  +  »"  , 

s 

W 
^tA 

=  u,"  +  <«"; 

9 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  «y*  +  3w*  -f-  6ar*  —  2ar  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiTen, 
d.  h.  w^,  w^,  w^  (den  zweigliedrigen  Perioden  der  7  ten  Einheitswurzeln  wie  in 
n,  1.)  und  Wj  =  2w^ ,    w^^  =  2w**  (den  dritten  Einheitswurzeln) : 


"l 

=  2io"  + 1 

"i' 

tu  w 

1    » 

=    07,4- 

tr,, 

07  or 

14 

=  tr,  4-  07^, , 

"*1   11 

=  »,  +  », 

> 

w  w 

1     16 

=    07,4- 

«^11 5 

"l"» 

=  '".  +  "x*  ' 

=  2e«'  4-  07^ , 

07  07 

=    07^4- 

«^4; 

tTjtr, 

=  ««-,. 

07  07 
1     14 

=  2o7, . 

Congruenzwurzeln 

mod. 

!>.•) 

P 

«^1 

«^» 

»4 

07, 

»11 

»16 

13 

—     2 

—     2 

—       1 

—     6 

-H     4 

—     6 

97 

—  21 

—  17 

—  27 

—  20 

4-     2 

—  13 

139 

—     7 

—     4 

—  68 

—  16 

4-  63 

4-  38 

181 

—  87 

+  66 

—  34 

—  13 

—     3 

4-  73 

223 

—  37 

4-111 

—  22 

—106 

4-  34 

+  20 

307 

-4-106 

4-160 

4-126 

—  66 

—101 

4-  94 

349 

4-  44 

—  63 

—  86 

4-172 

4-108 

4-166 

433 

4-162 

4-120 

4-148 

—214 

—140 

—  66 

601 

4-297 

—  88 

—117 

—  84 

4-197 

—204 

643 

—284 

—     6 

—318 

—114 

4-298 

—218 

727 

—201 

—146 

4-70 

—  24 

—111 

—814 

769 

4-     3 

4-  58 

4-241 

—814 

—104 

4-117 

811 

—226 

4-246 

—249 

—184 

4-  70 

4-846 

863 

—  21 

4-  30 

—398 

—866 

—307 

4-194 

937 

4-  50 

4-336 

4-  78 

4-171 

—188 

—460 

07 


07      s=    2  4-  07 


^    Hier  Ut  07,    völlig  be«timmt  durch  die  Congroens  07^  w^^  =  07g  (mod.  p)  oder  aU  die 
gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzensysteme : 


07 


07, 


—  07 


x,a7,  =  2  4-  07 


',) 


=   —  Cü» 


»1»4 


»16-H»I6»1    =-2w»*,   I     Vgl.    X  — 

a7i07^07|f   z^  1  ' 


mod«  p, 
8  und  >. 


7. 


26 


202 


/(»,) 


n  =  21 
y(ay  J,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

I 


13 

1  4-    w^ 

1 

97 

2-aT,, 

w 

139 

1-    w, 

,  -+-      tF^ 

181 

1  -h2w^ 

j  -4-2trj 

1  ^^          1« 

223 

2  4-    tp^ 

j-h     tFj 

6 

307 

3—    Wj 

, -f-    w. 

—      W 

1« 

349 

"^1 

—  2w 

-2or„ 

433 

3—    tr 

—    w^ 

+    ".. 

P 

« 

A«^i; 

601 

w 

—      "^4 

—  2aT 

8 

-    *ii 

643 

w 

—     07, 

—  3aT^ 

-3«^ii 

727 

1  -+-2arj 

-f-3w^ 

+  20T„ 

769 

3—    Wj 

811 

1  -f-     OTj 

^207, 

-      «^4 

—      07 

16 

853 

l-|-2Wj 

«^4 

-    '^n 

^^         1« 

937 

2—      tTj 

-h    «r^ 

+   tr. 

+  2v 

—  OT 


IC 


or 


IC 


n,  3.     I?  =  21m  4-  8  ;         o7^  =  oü'^  -h  w»*'  =  —  w»»'' , 

(L  h.  hier  redaciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  7ten  Einheitswurzeln^ 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  n&nUch: 

29,       71,     113,     197,     239,     281,     449,     491,     617,     659,     701,     743,     827,     911,     953, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren  als  die  ans  den  7ten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  =  7,  />  =  7fn4- 1)9  welche  auch  in  Beziehung  auf  21  te  Einheitswurzeln 
complexe  Primzahlen  sind. 


111.    p  zum  Exponenten  3  gehörig  (/>  =  21  m -+-4,  —  5): 
4  dreigliedrige  Perioden:  w^  =  w'^4-c«;*''4- «-»**,  also: 

«Tj  =  w  4-  w*  +  to**  ,      o7,  =  («•4-««'  4-  w"  ,      oTj  =  üü*  4-  tt  '"  4-  u."  ,     TTj^  =  uj^^  4-  w"  4-  w"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

«*—«*  —  07'  —  207  4-  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln  o', ,  07,  und  07^  =  Zw\ 
w^^  =  Zw^^  (den  3ten  Einheitswurzeln) : 


07 


07  or 
11 


J  =  w,  4-  2o7j  ,  w^w^  =  —  1  4-  tTj  , 

=  2»' .  w,w,  =  ti7j  4-  2a7j^  ; 


07|Wy    =   3«^ 


1   10  ' 

I      14  «w,  • 


203 


n  = 

21 

Congruenzwurzeln 

mod. 

!>••) 

p 

^i 

«^j 

«^» 

«^10 

P 

^i 

«^» 

^i 

«10 

37 

-  16 

—   12 

—  14 

-f-     6 

499 

—  170 

—177 

—182 

+  31 

67 

—  13 

+  25 

+     5 

—  16 

541 

-f-159 

—112 

—  17 

—  29 

79 

—     4 

-+-   17 

+  39 

+  28 

571 

—201 

--2U 

—250 

+  92 

109 

—  37 

—  42 

—     3 

—  26 

613 

+235 

—185 

+120 

—169 

151 

-4-  25 

■+■  45 

—  12 

—  57 

709 

+290 

—  183 

—  44 

—  62 

163 

—  41 

-H  67 

—     8 

—  17 

739 

—296 

—315 

—     5 

—122 

193 

—  79 

—  40 

—  44 

—  29 

751 

—359 

-314 

—364 

+287 

277 

-h  38 

—   14 

—102 

+  79 

823 

—  77 

+307 

+342 

+252 

331 

-h  59 

+  98 

—129 

—  27 

877 

—219 

—290 

+     8 

—375 

373 

—     6 

-4-161 

+124 

-H  95 

907 

+126 

+313 

+  72 

+397 

457 

—  13 

-h  99 

4-  35 

-120 

919 

+457 

—130 

+183 

+410 

487 

+222 

—118 

—136 

-4-  33 

991 

+175 

—130 

+  17 

—  61 

y(ar^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^i) 

p 

J 

\^i) 

87 

2  +    or   —    w 

331 

4+      07j 

+    «^s-    «'lO 

67 

1  +  20Tj  +     07^ 

373 

l  +  807j 

79 

1  +207j 

457 

3  — 2o7j 

—    «,  +  2t»J 

109 

3+     07j 

487 

4-      07^ 

+  207,—     07^^ 

151 

1  —    07j  —  2a7j 

499 

2—     07  j 

+  207^  tTj 

163 

1  —  2Wj  +      OTj^ 

541 

l  +  2a7j 

+  3Wj  —     07j 

193 

1  —     07j  +  207j 

571 

3  +  207, 

+  2w,  —    07^ 

277 

2  +    07j  +  Zw^^ 

613 

5+     07j 

—  2a7j 

P 

A^x) 

709 

3—    w, +  3o7j^ 

739 

5+      07j 

751 

5—     «^1+     tFj 

823 

2o7j  — 3o7,  +    a7j^ 

877 

1  +  307j  —     07^ 

907 

1  —  3o7j  +  2a7j  +  2o7^^ 

919 

5  +  207, 

991     1  — 


2Wj  —    o7j  +  4tr 


10 


*)     Hier  ist  w ,   völlig  bestimnit  durch  07  ^  u  ^  ^ 
Wurzel  der  Congmenzenpaare : 


=  0^1  (mod.  p)  oder  als  die  gemeinschaftliche 


w 


,  +07,    =    -07,  I 

07,07,   =   —  1+orJ  * 


07. 


+  07         = 
^^      10    — 

V  07         ^= 
l     10    — 


81."  I 


(mod.  p). 
VgL  X  »  3  «nd  >. 

26« 


7. 
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n»21 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen. 

rV,  1.    />  =  21m  — 4,4-6;       07^  =  c(ü'*+w*'* -f-w*'* +  («"'' -fw"*''-|-w"**',    also: 

w^  =  oü  -4-  w*  -H  w*  -f-  w'®  +  w"  -H  ciy"  ,         tr^  =  w'  +  w"  -♦-««'  +  w"  -f-  w"  +  w"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

ar*  —  07  —  6  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 

OTj  =  5  -f-  Wj^  >  ^i'"'f  ^^  —  ^  > 

(Nichtprimitive  Perioden  kommen  hier  nicht  in  Betracht,  weil  w^^  < 

Congraenzwurzeln  mod.  p.*) 


— 1 ,  w 


fr 


-3). 


p      w, 

P 

tr    w 

1       2 

6   1 

0 

227 

97  —  96 

17   8 

—  7 

257 

74  —  73 

47  16 

—  16 

269 

29  —  28 

69  14 

—13 

311 

40  —  89 

89  17 

—16 

353 

78  —  77 

101  42 

—41 

383 

170  —169 

131  63 

—62 

467 

38  —  37 

173  30 

—29 

479 

130  —129 

/(v 

j),  Primfactoren  der 

P 

A^,) 

P 

/(tr,) 

5 

""% 

227 

2+  7Wj 

17 

l-f-2«r, 

257 

4—  Iw^ 

47 

1— 307^ 

269 

84-  9Wj 

69 

3-Ma7, 

311 

1-f-  8Wj 

89 

4+5«rj 

363 

4-h  9aTj 

101 

9+7tifj 

383 

2+  907^ 

131 

3— 6ayj 

467 

114-1207, 

173 

l-+-6tr. 

479 

74-llw, 

P 

77 
I 

509 

51 

—  60 

521 

167 

—156 

568 

206 

—206 

593 

56 

—  54 

647 

151 

—150 

677 

262 

—261 

719 

47 

—  46 

761 

367 

—356 

OP. 


07 


773  165 
867   66 


a 

164 


-  66 
-136 
-882 
-126 
-128 
983  186  —186 


887  137 

929  833 

941  127 

971  129 


Primzahlen  p.    -^t«»,)  = 

P  /K) 

609  1— lOtPj 

521  7— lOor, 

563  34-lltrj 

693  14-1107^ 

647  9-+-13Wj 

677  84-1307^ 

719  144-1507, 

761  134-16W, 


-P' 


p 

A«^,) 

TIZ 

94-l4trj 

857 

1—13»^ 

887 

7—1307, 

929 

34-14o7^ 

!    941 

84-15or^ 

971 

74-16or^ 

983 

114-16V, 

*)    Pfir  07,  ist  diejenige  gewählt,  welche  >  0  nnd  <  \p  ist. 
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n  »  21 
IV,  2.     p  =  21m -♦-2,  — 10;         w^  =  w''-|-w*'' +  »*'•  +  »•'• -4-0)"'* -4- («-*•*' 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  dreigliedrigen  Perioden 
der  7ten  Einheitswurzehi,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p^  nämlich  : 

2,       11,       23,       53,     107,     137,     149,     179,     191,     233,     263,     317,     347,     359,     389,     401, 
431,     443,     557,     569,     599,     641,     653,     683,     809,     863,     947,     977, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren,  als  die  aus  den  dreigliedrigen  Perioden 
der  7ten  Einheitswurzeln  (vgl.  X  =  7,  p  zum  Exponenten  3. gehörig),  die  auch 
hier  Primzahlen  sind. 


IV,  3.     p  ==  21m— 2,  +  10;         tr^  =  «'^  4- «"'' -H  flu"*' -H  «"'* -4- w*    -f- w'"^  =  —  a'*^ , 

d.  h.   hier  reduciren  sich   die  primitiven  Perioden  auf  die  3ten  Einheitswurzeln 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p^  nämlich: 

19,       31,       61,       73,     103,     157,     199,     229,     241,     271,     283,     313,     367,     397,     409,     439, 
523,     577,     607,     619,     661,     691,     733,     787,     829,     859,     997, 

haben  daher  keine  andern  Primfiftctoren,  als  die  aus  den  dritten  Einheitswurzeln 
(vgl.  X  3=  3 ,  p  ==  sm  -h  1),  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


n=  33 

L    I?  =  33m  -f- 1. 
20  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

to'ö  —  oy*'  4-  ew"  —  w"  4-  flu"  —  »"  -f-  w"  —  w"  4-  w*  —  w'  4-  »•  —  flu*  -h  to*  —  w  -h  1  =  0  ; 

die  nichtprimitiven  Wurzehi  lassen  sich  durch  die  primitiven  ausdrücken,  mittelst 
der  obigen  oder  der  beiden  Gleichungen: 

flu"  4-  »"  H-  1  =  0 ,       fly"  4-  w"  4-  »**  4-  »"  4-  flu'*  4-  fly"  4-  fl»"  -H  flt'  -h  au*  4-  w*  -4  1   =  0  . 
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n»33 

Congruenzwurzeln  med. 

/>••) 

p 

CK* 

w' 

«* 

«» 

«' 

«• 

«" 

c«;" 

«" 

.«" 

67 

+  10 

+  33 

+  17 

—  31 

—  18 

+  21 

+  23 

+  19 

—  11 

—  28 

199 

4-  5 

+  25 

+  28 

—  59 

—  82 

—  12 

+  98 

—  88 

—  42 

—  55 

331 

—  13 

—162 

+  95 

+  89 

+146 

+  88 

—  23 

—112 

+132 

+131 

897 

—  43 

—136 

—163 

—137 

—  27 

—  30 

+110 

+140 

—  65 

+106 

463 

+133 

+  95 

+228 

+229 

—  6 

+128 

+122 

+143 

+  36 

+179 

661 

4-  20 

—261 

+  38 

+  99 

—  60 

+122 

—114 

+180 

+295 

—319 

727 

—  90 

+103 

—296 

—259 

+222 

—351 

+197 

+  84 

—152 

+338 

859 

+348 

—  15 

+225 

+131 

—247 

—  56 

—  19 

+395 

+  20 

-300 

991 

+451 

+246 

+  65 

-415 

—  17 

+261 

—209 

—296 

+289 

-258 

P 

u," 

c«" 

«" 

«" 

«" 

«" 

«" 

u," 

w" 

.«" 

67 

—  12 

+  6 

—  7 

-  32 

+  16 

+  26 

—  13 

+  .4 

—  2 

—  20 

199 

—  76 

+  90 

+  52 

—  67 

—  83 

—  17 

—  27 

+  64 

+  8 

+  40 

331 

—  48 

+163 

—133 

—  72 

+  79 

—  34 

—119 

—108 

—  47 

—  51 

397 

—191 

+171 

+190 

—  83 

+172 

+147 

—  142 

+151 

+108 

+120 

463 

+194 

—  90 

+  68 

—148 

—170 

+  77 

—  93 

+132 

+  39 

+  94 

661 

+230 

+121 

—224 

—  29 

+298 

+  11 

—127 

+  87 

—233 

—  33 

727 

+114 

+110 

+278 

+155 

—  29 

—298 

—160 

—140 

+120 

+105 

859 

+398 

+  43 

+361 

+226 

+  46 

—313 

+400 

+  42 

+229 

—195 

991 

—411 

—  24 

+  77 

+422 

—243 

+408 

+277 

+  61 

+141 

+167 

p 

67 
199 
331 


/(«) 


1 
1 
1- 


— tu 


16 


/(o)),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p  A») 

397  l+w'+w^+e«;" 

463  J +(«*-(«* 

661  1—«  +w*  +w" 


P  /(«) 

727     l+w*®+w"+w" 

859     1+ftü*  — w" 


— n; 


S9 


•)     Die  den  nichtprimitiTen  Wuneln  w*  *  ,   «•*  ;  w*  ,   «•,   «•,   w*',  w**,  w",  »' * ,  »*'*» 
.^sf  ^  .^10  •ntfprecbeiideii  CongraeDtwuneln  ftehen  in  den  Tafein  Ar  X  «k  8  nnd  X  ss  ii. 
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33 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
10  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


U,  1. 


vs.     = 


ÜÜ  +  Oü"^  , 


W.       =    (» 


tt) 


-T 


p  ==  33/n  —  1 ; 

W     =    ÜÜ*  -f-  w~* 
OTj    =    w'  + 


m    =  ot'"  4-  w 


—  r 


also 


w 


^   =  w*  -h  to"*  , 


w.   = 


w*  -f- W-* 


ui-'. 


w 


10 


10  «/       -r-  w 


-10 


II 


11 


u; 


-IS 


w       = 

14 


-.1*  _i_  —-1* 


IC 


X« 


-16. 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ar**  —  or*  —  lOw'  +  lOw'  +  34w*  —  34tü*  —  43tr*  -f-  43«?*  -f-  12w*  —  12tr  -h  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.h.  zu  den  zweigliedrigen  Perioden  der  Uten  Einheitswurzeln  or, .  w^,  tr, , 
''ii '    «^15    (während  m^^  =  »„  =  -  l) : 

Wj  =  2  +  Wj  ,        ^i^j  =  tr^  +  Wj  ,        '''i*'^4  =^  ^j  "f"  ^1  >        '^l^S  ^^  ^4  "^  ''s  »      ''l^T  ^  ^6  "*"  ^1  • 


WJWg  =  «^J  -f-  tüj  , 


w.ar 


1     10 


^^       •  »  1     II  IJ  ^^       14  »       *1*14  II  ^^       1» 


^i"^i«  ~  ^15  ■*■  ^16  5       ^i^i  ==  «^,  +  «^41  WjOT^  =  Wj  +  ar^  ,         WjCPj  =  «^«  +  «^,0 

WjWj,  =  —  1  +  «7^3 ,    Wjor^j  =  tFj^  -f-  tTj^ ;       (allgemein:  oyjtr^  =  w^_^  -h  ar^^,). 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


131 

197 
263 
461 
598 
659 
857 


«^1 
+  19 

+  13 

-J-  67 

—  99 

—  78 
—161 

—  45 


07 
1 

—  34 

—  30 
4-  16 
+118 
+152 
+218 
+309 


w. 


4 

—  25 

—  87 

—  9 
+  92 

—  25 
+  74 
+352 


+  59 
+  60 

—  80 
+170 
+  89 

—  42 
—266 


—  31 

—  18 
+  93 
—166 
—193 
+  80 
+226 


tu 
—  32 
+  81 
+  79 
+164 
+  30 
+202 
—363 


—  58 
+  52 
+109 
—145 
+210 
—215 
—377 


tr 
11 

—  44 

—  56 
+  44 
—183 
+216 
+  93 
—135 


«^14 

+  42 

—  72 

—  32 
—106 
—112 
—192 
—346 


—  26 
+  58 

—  73 
+156 
—288 

—  56 
—211 


/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  />;     Nf(fB^  =  —jt?. 


p 

A^y) 

P 

/K) 

P 

A«^: 

.) 

131 

1 

-  ^»  —  '^lO 

461 

1  — 

2ar^ 

-«'ll 

659 

3 

— 

rr,- 

w 
10 

197 

1 

-»,+    w^ 

— 

«'is 

593 

2  + 

«^4 

+  aT^  + 

«'u 

857 

3 

— 

w^- 

w 

10 

263 

tr,  +  2Wj 

+ 

«^11 

—  w 


IC 


*)    Ffir  or,  ist  die  absolut  kleinere  der  beideo  Wurzeln  des  CongmenxenpaAn 

^^^  j  ^1^16  ^  —  1  +  Wy  (mod.  p)  gewählt.     Wegen  der  den  mieht- 

primitiven  Perioden   ^,  »  v^  >  v^  >  ^it  *  ^is    ^otsprecbeaden    Congmenzwuntln    ist   X  <»  11    ta    ver- 
gleichen, wo  sie  resp.  t)^,  i], ,  i|, »  i|| ,  1)4    heitsen. 


1  ^^     10  —  1« 


208 


n,  2. 


w.   = 


m.  = 


»  +  »<", 


P  ' 


IS 


33m  +  10 ; 

=  «»  +  «»% 


33 

07      SB 
4 

1« 


w^  4-  fltf"'' ,     also  : 
w*  -4-  w^  ,  w. 


,.!•  _,    ,.»8 


w 


!• 


W  3S      (t> 

»1 


13 


(U 


IS 


QT 


SC 


»"4-w 


«9. 

9 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ar^o  —  rr*  -f  5tr'  —  2w'  -f-  1607*  —  7w*  +  20ay*  4-  w'  -+-  12tr'  —  3tr  -+-  1  =  0  ; 

mit  den  inndamentalen  Relationen  untereinander  and  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
«r, ,    w^,    Wj,    Wjj,    Wjj    (zweigliedrige  Perioden  der   Uten  Einheitswurzeln   wie 


Q    11, 

1.)  und 

11 

2«", 

«^ss  = 

2to"         ( 

3te  £] 

mheitswu 

rzeln) : 

•: 

-  2:«" 

4-»^, 

w^w^ 

=    07,+ 

«T„,         w 

07      äs 
1^4 

tI7j  +  07,, 

07  07 
IS 

«07^  + 

^is» 

l     8 

»tr^-h 

•  (V 

1   11 

-«r,^4- 

•  "'si '      ^1 

07         SB 

«'s  +  «^S«  ' 

07  07 
l^lf 

=  tr,+ 

«'s«» 

l^SJ 

=    2  +  IT,  , 

=    07,  + 

07^;               07 

m      SB 
11 

«^4  ■♦-  «'ll  ' 

07  07 

=    07^  + 

«^16» 

=  rr,-f- 

«^19» 

07  OT 
1     IS 

=   2w"  +  07^,  ,     Wj 

07         = 

07       +07 
1«  ^^  *^ll 

1    07  OT 

=    207„ 

i 

1     SS 

=  2«f„ 

• 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P-') 

p 

«'i 

"^S 

«^4 

^» 

«^8 

07 
^11 

W 

^19 

07 
81 

S4 

43 

-h   18 

+    11 

4-     6 

—     2 

—  19 

—  20 

—   12 

+  15 

+     3 

+        1 

109 

—     8 

4-  47 

4-  48 

+  54 

—     2 

+  18 

+  23 

—   17 

—  33 

—  20 

241 

—112 

4-  44 

—  22 

+  20 

+  34 

+  19 

—  79 

—  62 

+     7 

—  89 

307 

+  66 

—  37 

4-107 

+  75 

+126 

+  52 

—122 

—119 

—123 

—  23 

373 

-f  41 

-     6 

—  140 

—154 

+     9 

+161 

—  95 

—  55 

—122 

—  11 

439 

+196 

4-128 

—201 

—  32 

—  82 

—  66 

—203 

+  56 

—152 

—  129 

571 

—213 

4-  42 

4-271 

—187 

+135 

+  10 

+173 

—  131 

+  19 

—118 

769 

+184 

—  27 

4-     9 

+  84 

+  34 

—250 

—333 

+  30 

+106 

+164 

967 

—  54 

—269 

4-122 

+  86 

+  95 

+482 

—359 

—  48 

—  14 

—  40 

p 

43 
109 
241 


1-07,^ 

1— 07      —-07 

U  If 


1 — 07j    +07 


11 


/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


A^,) 


307     l-.07j^+a7„ 
373     1—07,  — 07^  ""«'ii 
439     1— 07j  — ÄW|g 


P  /(t^i) 

571  07,+    07,    +tI7^,+07,,+07^, 

769  1-07,+  07„-orj, 

967  l+07,+2o7j. 


*)    Hier  ift  07,  röllig  bettimmt  durch  die  lineire  Congroenz  07,v"   =  07 1,   (mod.  p)  oder 
aU  die  gemeinsebafUiche  Wnrzel  der  beiden  Systeme  Ton  Congruenzen : 

Or  +    07  ^^  —      W.  «WT-W-W-W 

1  ^^     si    —  ^'J,  *    ^     4  ^^     11 

W-07. 


l^^Sl 


=      -«'isl 
=  »4-07.1' 


f       +  07        ^^^    -*  00 
18  ^^      If    —  " 


SS 


.11 


\     A     \9i     \%     \%      '         "*~  O»  8* 


..  } 


(mod.  p). 


210 
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Congruenzwiurzeln  mod.  p.^) 


p 

«'i 

«^s 

«^» 

^7 

P 

^i 

tr 

w 

"t 

31 

H-  14 

—     2 

4-     8 

4-  12 

487 

4-  70 

+     7 

—239 

+168 

37 

-h     6 

4-     8 

—  18 

4-    6 

499 

—  64 

—117 

—  22 

+204 

97 

4-  46 

4-  13 

+  23 

+  17 

677 

—140 

—169 

—  44 

—223 

108 

-h  25 

—     4 

—  42 

+  22 

619 

—819 

+130 

+237 

—  47 

167 

—  62 

+    9 

+    4 

+  40 

631 

+180 

+305 

+283 

—136 

168 

—  22 

—  62 

—     6 

+  81 

643 

—220 

—114 

—  63 

—245 

181 

—  59 

—  43 

—     5 

—  73 

691 

+317 

+109 

+329 

—  63 

233 

-h  47 

4-  67 

—  96 

—     7 

709 

—  17 

—167 

—314 

—210 

229 

+  23 

4-  30 

—124 

+  72 

751 

+  69 

+331 

—258 

—131 

313 

-h  91 

.  55 

—169 

4-124 

767 

—194 

—160 

+133 

+222 

867 

—  19 

—174 

—109 

—  64 

823 

—162 

+381 

—206 

—  12 

379 

—  81 

4-  14 

+  38 

+  30 

829 

+107 

+  93 

—218 

+  19 

421 

4-107 

4-122 

—142 

—  86 

883 

—314 

+374 

+172 

—231 

433 

—  61 

—213 

4-  15 

—173 

907 

—377 

—409 

+  25 

—145 

/(^i))  PrimfSEU^ren  der  Primzahlen  p. 


p 

A»,) 

31 

2+  w. 

37 

2—  Wj+  Wj 

97 

4+  w,—  Wj 

103 

3—          W^+         Wy 

167 

4+  w, 

163 

l+2w, 

181 

4— 3Wj 

223 

2+2Wj+  w, 

229 

4—  w,— 2w. 

313 

4 —  Wj— 3Wy 

P 

A^i) 

367 

Wj+2Wj 

379 

2+2Wj—  Wy 

421 

7— 4w, 

433 

6 —  Wj — 2Wj — 4Wj 

487 

2+  Wj— 2Wj 

499 

2+2Wj+3Wj+  Wj 

577 

6— 3Wj+2Wj+2Wj 

619 

4+2Wj— 3Wy 

631 

7— 3Wj—  Wj— öw, 

P 

A^,) 

643 

24-4Wj+3Wj 

691 

6— 2Wj+  w^ 

709 

2— 2Wj+3Wy 

751 

4—  Wj+2Wy 

757 

6+4w^— 4Wj+4a'y 

823 

2+2Wj4-4Wj— 5Wy 

829 

4+2w^+  Wj 

888 

7—  w,— 3w 

907 

1 — 4iüj — 6Wj4-4a'y 

*)    Hier  iit  V|   völlig  beitimmt  durch  v,w>>  =  W|  (mod.  p.)  oder  als  gemeinachAftUehe 
Wanel  der  2  Congmemenpaare : 

Wj  +  tüj  "=  —  w. 


W.W.  =  —  2  +  w.  1 
Vgl.  die  Congmenfwiineln  bei  X «»  3  und  X  «e  n,  m  (wo  iiqi  «in  was  hier  w,,  v^). 


tr.  H-  W-  ^  —  w"  9 
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33 


IV.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
2  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fallen. 

IV,  1.     p  =  33m  4-  2,  —  4, 4-  8,  —  16 ; 


w-"", 


also: 


07^  =  0;   +  «*   4-  w*   4-  w'   4-  «^*  4-  «**  4-  w 
op^  =  w*  4-  »*•  +  w"  +  w'   4-  w"  4- 

9 


u 


Sl 
SS 


«,"  +  „»•  +  o,"  , 


IS 


st 


.1». 


+  flu"  4-  w     4-  w     ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w'  —  w  —  8 


0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


wj  =  8  4-  tTj ,  aTjtTj  =  —  8  ; 

(nichtprimitiye  kommen  hier  nicht  in  Betracht  dav,    =— i,    v^^    ==  —b  ist.) 

Congmenzwurzeln  mod.  p^) 


p     Wj     Wj 

P      w,       Wj 

P 

w          w 

P 

07               07 

2       1           0 

173    66     —64 

479 

181     —9.80 

743 

236     —234 

17       7—6 

227     22     —21 

491 

176     —174 

761 

228     —227 

29    14    —13 

233    38     —37 

603 

64—63 

809 

81     —  80 

41     10    —  9 

239     88     —87 

667 

34    —  33 

821 

247     —246 

83     23    —22 

281     48     —47 

663 

233    —232 

827 

71     —  70 

101     15    —14 

293    49     —48 

669 

69     —  68 

887 

169     —168 

107     26    —26 

347    27     —26 

677 

128     —127 

941 

204    —203 

149     18    —17 

369    47     —46 

701 

307     —306 

963 

333     -332 

167     19    —18 

431     30    —29 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p;    Nf(w^) 

=  -p. 

P        A^,) 

P         /K) 

P 

A^^) 

P 

/K) 

2       24-     w, 

173     31+1407, 

479 

3+  8o7, 

743 

29+1607, 

17      34-  2«^i 

227     254-18W, 

491 

63— 20ti7j 

761 

3+10o7j 

29       14-  2»! 

233       6+  607^ 

603 

1+  8ar, 

809 

1— lOWj 

41     134-  607, 

239     13+  8Wj 

667 

37+18(17, 

821 

3— 10o7, 

83       64-  4w, 

281       1+  6ii7, 

663 

19+12o7^ 

827 

13+1207, 

101     114-  6tv^ 

293       1—  607^ 

669 

ll+lOtP, 

887 

27+1607, 

107       8+  4a7j 

347     23+12117^ 

677 

67+26ti7j 

941 

19+14W, 

149     214-lOtiT, 

369       9+  807^ 

701 

77+34Wj 

963 

66+2607, 

167     164-  StTj 

431     33+1607, 

*)    Fflr  «,  i«t  diejenige  gewlhlt,  welche  >  0  und  <  |p  i*t  (resp.  «b  ^p  fix  p  ^  i). 

27» 
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H-eSS 
IV,  2.     p  r=  33m  +  6,  —  7,  —  13,  4-  U  ; 

tr^  sr  w'  4-  u,»»-  +  w"»-  4-  w-^»-  +  w"''  +  w"*"  4-  w"''  H-  w"'  4-  «*'  4-  w"'*'' 
„  -  («««r  4-  «»''  4-  («"''  4-  «"''  4-  w"')  , 

d.b«  hier  reducireii  sich  die  primitiyen  Perioden  aof  die  ftnfgliedrigen  der  Uten 
Einheitswurzehi,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nftmlich: 

5,  47,  53,  59,  71,  113,  137,  179,  191,  251,  257,  269,  311,  383,  389,  401, 
443,  449,  467,  509,  521,  587,  599,  641,  647,  653,  719,  773,  797,  839,  863,  911, 
929,     971,     977, 

haben  daher  keine  andern  PrimÜEU^ren,  als  die  aus  jenen  Perioden  bei  X  ss  ii,  m, 
die  auch  hier  Primzahlen  sind. 


IV,  3.    I?  =  33m  ^  6, 4-  7,  +  13,  —  14 ; 

w^  -  w»-  4-  w-*'"  4-  w"''  +  «^•'  +  w"*"  +  «-"'•  +  «"''  4-  w-"''  4-  w**"  4-  «"*■  «  -  «"'' , 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiyen  Perioden  auf  die  3ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nftmlich: 

7,  13,  19,  61,  73,  79,  127,  139,  151,  193,  211,  271,  277,  283,  337,  349, 
409,  457,  523,  541,  547,  601,  607,  613,  673,  733,  739,  787,  811,  853,  877,  919, 
937,    997, 

haben  daher  keine  andern  Primfactoren,   ak  die  bei  X  «=  3,   welche  auch  hier 
Primzahlen  sind. 
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n 


35 


I.      p   tm   35fll+  1. 

24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«•*-c«"+«"-w"+w"-c«"+w"-£«"+c«"-w"+w»-(««+c«»-u;«+u;*-u;+l   =  0  ; 

mittelst  derselben  lassen  sich  die  nichtprimitiyen  Wurzeln  durch  die  primitiven 
ausdrücken,  oder  mittelst  der  beiden: 


tßÜ 


so 


UJ 


s» 


+  w"  +  w"  +  «*•  +  w»  +  1  =  0 , 


(10 


38 


U) 


81 


+  W**  +  Oü^  +  1    =r    0  . 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

(0 

w' 

«• 

flu' 

w 

w" 

w' 

to** 

w*' 

flu" 

71 

+  10 

+  29 

+  6 

—  11 

—  35 

—  21 

+  3 

+  16 

+  18 

—  33 

211 

—  98 

—102 

+  79 

+  65 

—  89 

+  5 

—  68 

—  27 

—  97 

+  11 

281 

+  35 

+101 

—118 

+  85 

—126 

—  81 

—  -25 

+  4 

+140 

+123 

421 

—104 

—130 

+  48 

+  60 

+199 

—189 

—181 

+190 

+  27 

+139 

491 

+  20 

—  91 

+144 

—  66 

+114 

—  63 

+213 

—234 

+230 

+181 

631 

—106 

—122 

+312 

—260 

+170 

+  83 

+  36 

+  25 

—126 

+105 

701 

—114 

—323 

—381 

—120 

+205 

—321 

+142 

—301 

—  35 

—216 

911 

—133 

+380 

—435 

—449 

—263 

+270 

—381 

+  69 

—  67 

—199 

P 

«" 

cw" 

«" 

«" 

«" 

Cü" 

«" 

«" 

u;" 

u;" 

71 

+  15 

+  8 

+  9 

+  19 

—  28 

+  4 

—  31 

+  24 

+  27 

+  2 

211 

+  25 

+  82 

—  18 

+  76 

+  96 

+  87 

—  86 

—  80 

—  42 

+  64 

281 

+  98 

+  58 

+  63 

—  43 

+  16 

—  2 

—  70 

—  45 

+111 

—  29 

421 

—  64 

—  80 

—100 

—125 

—106 

+  78 

—113 

—  45 

+  49 

—  55 

491 

+  41 

—162 

+197 

+  12 

—286 

+190 

—128 

—136 

+226 

+  56 

631 

—  52 

—167 

+  34 

+182 

—  6 

+  6 

+101 

+298 

—  38 

+219 

701 

—  6 

—  17 

—165 

—117 

+172 

+  20 

—177 

—311 

—297 

—106 

911 

+  20 

+  73 

+312 

+410 

+206 

—  68 

—  66 

+428 

—442 

—336 

P 
71 

211 
281 
421 
491 
631 

—  13 
+  13 
—119 

—  7 
—186 
—216 

+  12 

—  8 
+  50 
—114 
+208 
+180 

—  22 

—  60 
+  64 
+  68 
+232 
—150 

—  7 

—  28 

—  8 
+  85 
+221 
+125 

701 

—111 

+  36 

+102 

+289 

• 

911 

—130 

+400 

—362 

—127 

*)    Die  den  nichtprimitiven  Wnrteln  eDttprechendeo  ConginenzwaKeiD  stehen  in  den  Tafeln 
für  X  s  5  and  X  »  7. 
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/((u)j  Primfactoren  der  Primzahlen  pJ^ 

p  /(«) 

—  r'  4-  ti-'  (oder  «  —  w*  +  «•) 


71 
211 
281 
421 
491 
631 
701 
911 


w     -u;" 


4-tt.«   -c«" 


H-o,*    .c.«   -    tt,"4.c«"-    w**-Hc«" 


4.  a»«  _  ar»  (oder  «« +  «"  -  w") 

(oder  «  —  w*^  +  «**) . 


«  ^."  4.  j,"  /--i-^-.  ...  -  « ." 


ü.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

U,  1.    p  B  85911  —  1 ;        w^  -i  w'"  4-  w"'* , 
woraus  die  Werthe  der  12  primitiyen  Perioden     v^»  o?,»  v, >  v«»  v^t  v,,  v, »  v^^, 
^11'  °^is>  ^i«>  ^17  ^^'^  selbst  sich  ergeben; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w"— w"— 12a7*Vllw'4-64aT'-43w^— 113w*4-71w*+110w*— 46w*--40ayV8w4-l  =  0; 

deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiyen  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  sowohl  der  7ten  (w^,  w^^,  ^i»)?  ^  ^^^^  ^^^ 
5ten  (oT, ,  v^J  Einheitswurzeln,  sftmmtlich  die  Form  haben:  w^wj^  s  ar^.i  +  V|^, , 
woraus  sie  unmittelbar  sich  ergeben. 


*)    Die  3  eompUcirtereii  find  durch  die  Diviiionsmethode  atu  den  Nonnen  hergeleitet: 
Nll-^w^    —«»•)  —  71.281,  iV(l  — «"  —  »»•  +  «»')«  71.491, 

A'(14-w"*4-w«»)  «  71.631. 
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il»36 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

139 

^1 

r-  28 

—  62 

—  45 

«^4 

-4-  61 

—  62 

—  34 

+  66 

—  4 

w 
if 

—  60 

+  14 

349 

—  82 

+  91 

—  61 

—  97 

+166 

—  16 

+122 

+140 

—  96 

+  64 

419 

—  34 

—103 

+184 

+132 

—  86 

—176 

+  98 

—  68 

+100 

+  10 

769 

-246 

4-  41 

+197 

+141 

+367 

—116 

+163 

—217 

—207 

+178 

839 

4-292 

—316 

• 

—274 

+  13 

P 

139 
349 
419 
769 
839 

+403 

+  42 

—  96 

—  32 
+160 
+200 

+167 

—  36 
—126 

—  36 
+337 
+  67 

—239 

—327 

—369 

+374 

y(^,),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  Nf(m^  =  — /? 

P  /K)  P  A^i) 

419       1  — Wj  +  Wjy  839       2  — aTj  +  OTj^ 

769       1  —  w^  +  Wjy 


p 

A«») 

1S9 

l-w,  4-w„ 

349 

1  +  w„  -  «r„ 

*)    Eßer  i0t  V ,  die  absolnt  kleinere  der  2  gemeiiw ehaftlichen  Wnrteln  der  beiden  Congruenzen- 


Systeme 


w,  +  w,  +  W,  +  W|, 

=^ 

—  (P      \ 

1» 

S,(tüj  ,  w,  ,  w,  ,  w„) 

"~" 

—  8     +07^ 

^%(y^i » «^1 » «^f » «^1«) 

•^~ 

—  fv  -^  2tv 

^1  ^S  ^f  ^11 

^^ 

1  —  w     +  tr 

med.  p. 


trj  +  tü^  +  tü^,  +  tü,  +  tü„  +  tü,  =  -OT^^ 


^4(^1  »  ^4  »  ^if  »  ^i  »  ^11 »  %)  =        6  —  4aT 
^5(^1 »  ^4  »  ^if  »  ^s  »  ^11  >  %)  —        1  +  6w 

=  —1+    w 


w.    w.    w. 


w^    w. 


IV. 


med.  p. 


1      "4  IS  S  11      "9 

(wobei  die  Snmmen  der  Nionen  durch  ein  den  Elementen  w  Yoigesetictes  S^  beseichnet  sind). 
Wegen  der  Congmenf wnneln  für  die  nich^rlmitiven  v  ygL  X  a*  6  und  X  as  7 . 
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86 


II,  2.    p  «B  36m  +  6 ;  v^  n  m'*  +  oti**" ,    also  die  primitiven  m : 


W^msöO       +W,  Wj^Oü       +•       ,  07^  ^(ü       ^-((ü 


.11 


W^  -i  OÜ 


60 


IS 
19 


18 


W  j  aas  ftü       +  ftü 


_       _  ,.11  _i_  ,11 

Wjj  "«flu     +  Oü 


W^  «»  W*     +  Ctf**  , 


07 


19 


W''  +  W* 


OTj  =  (W*  +  W' 

w     ^  w     +  w 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w"— w"+3tr"— 4w*+9w'+2wVl2t»*+t»*+26t»*— llw*+6w'— 2w+l  —  0; 

niit  den  fundamentalen  Relationen  untereinander  und  zu  den  nichtprimitiyen  Pe- 
rioden, d.  h.  v^^  (Perioden  der  7ten  Wurzeln  wie  in  II,  i.)  und  v,^  »  2v'''  (5te 
Einheitswurzeln) : 


< 

=  2w^  +  w,  , 

w  w 

«■  Wj  +  Wj  ,              ^1^1  ■■  ^4    "♦-  Wg  » 

14 

«»,  +  »,.. 

tr^tü. 

-  2«"  +  w, , 

IV  (V 

-«^10  +  ^ 

«^„,     «'i 

■'ii  ■"  «'f  +  ^11 » 

WjWj^ 

==  «'iT  +  «^91  » 

«'l^'lT 

«»,  +  »„, 

IV  IV 

—  2«"  + 

w„,    w, 

■'«"♦•  ^99» 

^1^99 

-2  +  tv,; 

w^tr, 

=-w,+aT„. 

-tü„+t 

■'li »      ^i 

m       SB 
11» 

2»"+w„; 

w^w^ 

—  2w,, 

tV  (V 

-  ««^11 . 

^1 

ar     SS 

l     91 

2tv„, 

«'l«'99 

-  »«„ . 

Congruenzwurzeln 

mod. 

pO 

P 
41 

—  12       +1 

—  16 

«^4 

+     6 

«^1 

+    8 

«^9 

+  10 

"^11 
+  19 

«'li 

+  18 

"'iT               ^99 
+    17         +13 

181 

+     3       —  76 

+  11 

—  76 

—  66 

—  73 

—  73 

+    11 

+  37       —     4 

261 

*  63      +73 

+112 

+122 

+  36 

—  34 

—  19 

—  77 

—  70      —116 

461 

+192      +204 

—103 

—102 

+  86 

+149 

+166 

+206 

—217       +123 

601 

—272      —184 

—171 

—  63 

—266 

+298 

—206 

—166 

+  61       —290 

811 

+204      —169 

+132 

+309 

+266 

—144 

—183 

+290 

+143      —186 

881 

—141       —  87 

—  164 

—488 

P 
41 
181 
261 
461 
601 
811 
881 

+  96 

«'ii 

+  16 

—  81 
+  84 

—  71 
+122 
—166 
—217 

—226 

tv 
"'99 

+     7 
+  13 

—  66 
—161 

—  66 
+307 
+200 

—211 

-392 

—166       —  66 

*)    Hier  ist  Vj  die  gemeinechafttiobe  Warxel  der  beiden  Congmenxeiiiyiteme ; 

91 


(KT     +  V 
1  ^^       11 


W,^         =r  —  ftü' 


1     '        11    •    ^\€          —  " 

111  ^^      II      If  ^^      If     1     "^ 


inod«  p» 


(Simunenzeichen  i9  wie  laror).    Vgl.  X  ^  ö  nnd  X  ^  7.    Obrigcn*  iit  w,  Mch  TSlUg  bettimat  doreh 
die  lineare  Congraens  «|hI*  =  «,,  (mod.  p). 
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n  =  3ö 
/(v^),  PrimfSBU^oren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(•,) 

P 

/K) 

41 

l-or. 

461     l+Wj— w^ 

181 

"»-""i 

601     tp,- 

— tFj — aT^4"Wj — tr^ 

251 

l+w,4-ar,— »,,+» 

it 

-    n, 

3. 

p  =  36»»  — 6; 

OT^  =  w''  4-  w"*'' , 

t 

Wj    =    Ol     +  ft)"  , 

tp    =  «u*  +  (u", 

OT,    = 
«T,    = 

w,  =  w*4-w", 
a.„  =  c«"  4-  0,"  , 

P  Am) 

811     l4-w^4-aTjy 
881     1— tr^— oPj— tFjj 


also: 


tF^   =  w    4- 
tr_.  = 


<»", 


14 


«"4-w 


11 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr"  —  ot"  4-  207"  —  Sotf*  4-  5tr'  —  8w^  4-  13w*  4-  Sor'  4-  5a7*  4-  3flp'  4-  2w'  4-  tr  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  untereinander  und  zu  den  nichtprimitiyen  Pe- 
rioden, d.  h.  Wy^  (Perioden  der  5ten  Wurzeln  wie  in  II,  i.)  und  w^^  =  2a;*'"  (7te 
Einheitswurzeb): 


tr' 
1 

=  2a;'®  4-  tr,  , 

07  tr    ^ 

w,  4- tr 

r 
14  > 

tI7   tu       — 
11 

"^st"^"' 

w  w 

14 

=  2w* 

4-w,,, 

07  W 
16 

OT  tr 
1    11 

07  W 

tr  w 

l      IS 

=  2  4-  07^  , 
=  -1, 

-    tF^  +  «^,, 

w  tr    "~ 

18 

tF  tr      =^ 

1     18 
1     14 

tr  tr      = 

1*^10 

07,  4-  Wj  ,                 W^tTg    = 

ti7     -4-  Ol     .       ti7  tr      — 

11/^      19  '         '*'l     19 

2»     +  tr,  ;        tTjOfj  = 

207j^,                         07^07,^    = 

2tt;  ®  4-  ti7,  ,     Wj07j, 

2a;'®  4-  tr^,  ,  07^07,^ 

2tr  .                tr  ti7 
6 '                   1    10 

2tr                    tr  w 

*19»                      *1     10 

=  «^6  +  «^11 » 
=  2o7^, 

=    2tX7 

*^14 

Congruenzwurzeln  mod. 

!>••) 

% 

P 
29 

tr               07 

1                   ^9 

—     4       —     1 

«^1 
4-    9 

«^4 

—  13 

—     9 

«^8 

4-  13 

4-     7 

4-    4 

tI7 
11 

—     7 

4-     6 

239 

4-106       —  67 

—  89 

4-  94 

4-  73 

4-  36 

4-  13 

—  92 

4-  66 

—118 

379 

4-16a      4-118 

—  31 

—110 

-f  15 

4-101 

4-175 

—  13 

—109 

—  86 

449 

—109       —146 

—  33 

—  68 

4-155 

4-  84 

—  31 

4-  29 

—173 

4-  73 

659 

4-148       4-  38 

4-113 

• 

* 

-«  36 

P 
29 
239 
379 
449 
659 

4-224 

-f     1 
—109 
—106 
4-  96 
4-  52 

—203 

w 

14 

—     5 
4-  79 
—107 
4-123 
4-239 

4-232 

—196 

—236 

4-284 

*)    Hier  ist  w^    TöUig  bestimmt  durch  tV|W*<^  =  Wj^  (mod.^)  oder  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  beiden  Congnienzensysteme : 

tTj  4-  w^  4-  Wj  4-  tr^ 


«7,  4-  tu,   =  -  a;    1 

10  I  ) 

ti7^07j   =r   —  ta;     J 

Vgl.  X  =  5  und  X  =  7. 


tr     4-  07  ^  =  — 

^14  ^^      19    


tZT     07     07      07     07        07   — 

1    «    «    •    »4    1» 


=    —  W,4  1 

=  12  +  SOT,  „.  fc  w.    J   ^"^  f^- 


28 
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n  =  36 
/(^i)>  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P 

29 
239 
379 


1  -«tp  — 
i 

1  4-07,  — 


A^,) 


w^       m^  -f-  Wj^  w^^ 


w 


IS 


449   1  —  Wj  -h  w^  —  Wg  - 


659 


1  +  07,4- 


07. 


07, 


ts 


in.    |)  zum  Exponenten  3  gehörig, 
(p  =  35m  + 11  ,  + 16). 

8  dreigliedrige  Perioden 


tr^  =  oi 


(«;"^-^-u;"^ 


also: 


V.    =    (tf 


07 


11 


«". 


V      SS    (D     4«  Ol*     +  flö 


S9 


IS 


sr 


07,.  «  ((ü**4-w     -h 


1S 


W^    =s 


07. 


If 


w,  s=  ftü   H- 


ss 


11 


IS 


(F.    =    W"  -h  W       -h 


«tf 


«", 


w"  -4-  ««*  4-  öü 


S4  . 


Wurzeln  der  Gleichung: 

»•  —  w'  —  a7*  +  3w*  —  w*  H-  607*  —  4tr*  —  8w  +  16  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.h.  o7^,  w^^  (dreigliedrige  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln)  und  tr,  »  3»''* 
(5te  Einheitswurzeln): 


=    2((Ü^*  ,  ^l"^4    ^^    —  1  -f-  OTj 

=  2»"  ,       WjOT,,  =  2  ; 


I 

-<«'  + 

"i.' 

OT.W, 

= 

—  ttl"  +  07,  , 

07  07 

09  tV 

- 

2««', 

"'.»'. 

« 

-  w"  -h  Wj^  , 

07  07 

«■,»', 

= 

2..,", 

07  OT 
11» 

= 

-«"+07,; 

aT,<r, 

= 

8«r,, 

07  07 
1     14 

= 

307„. 

07  07 
l     tl 

=    307,  ,  07j07„    =    307^  .  ^ 
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n  ==  35 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

w 
1 

«'i 

«^1 

w 

4 

«^6 

w 

8 

^1« 

w 

*19 

11 

—  1 

-h  2 

4-  1 

—  3 

+  3 

—  4 

+  5 

—  2 

151 

4-  39 

—  53 

4-  37 

+  44 

—  48 

+  50 

—  6 

—  52 

191 

—  16 

—  51 

—  30 

—  25 

—  23 

—  79 

+  58 

—  24 

331 

-f-  61 

—  49 

4-  54 

—  68 

+146 

—118 

—101 

+  76 

401 

—189 

4-  26 

—185 

+  48 

+117 

—133 

+  3 

—  87 

431 

—111 

—201 

4-  15 

+  54 

+  16 

—131 

—204 

+132 

541 

—  92 

—  88 

4-209 

+123 

+  44 

+104 

—  52 

—247 

571 

+  35 

-h276 

4-120 

+135 

+  55 

+284 

+189 

+  49 

641 

—161 

-h287 

—134 

—101 

—311 

+213 

—  3 

+211 

751 

+215 

+168 

4-152 

—  73 

+144 

—232 

+123 

+255 

821 

H-  89 

—  33 

+398 

—387 

—227 

+372 

—128 

—  83 

991 

—263 

—458 

—251 

—379 

+103 

4-  64 

—367 

+471 

y(aT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


11  l+OTj 

151  1+tF,—    «Tj, 

191  l-OT^—    OTj, 

381  1—07^—2017^   """^if 


1+  oPj— Wj  +a7jj 

07 
I 

641     l+2w^+Wj^ 

671     1—  w^— Wj  "^^u 


P 
401 

431     1+  w,-». 


641  2—  tTj+tTj^ 

751  1+207^+07^   +»3 

821  1 —  07^ — a7j  — 07^ 

991  1+  w«— w„— 


—07^+07 


It 


w 


19 


*)    Hier  ist  07^  völlig  beatinfant  dturch  V|  w^^  =  w^^  (mocL  p)  oder  als  die  gemeinseliaft- 
llche  Wurzel  der  beiden  CongmenzenBysteme  (Suinineiixeichen  wie  oben  II,  1.): 


Wj  +  07,  +  07^  +  073    =    -  07„ 


1 

07. 


S,(wj  ,  tr,  ,  07^  ,  07,)  =  -  3  -    w, 

07        07        07        07         =:=  2  +  307 

VgL  die  Congroenzwnrzeln  bei  X  ^  5  und  X  = 


7. 


07^  +  117.    =    -     «"1 

w^w^  =        2w*  J   ™^-  P' 


28* 
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n  »  35 
IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 

6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fallen: 

IV,  1.     p  =  36fii  —  8  ,  -f- 13  ;        w^  =  »•'  4-  w"""  4-  w"*''  -h  w"'' ,    also: 

tF^  =  «« -j.  oü" -4- «"  ^- «*   ,  w^  =  w*   -4- w»' 4- w'*  4- w«   , 

tr^  =  w*  +  w"  +  w"  4-  w"  ,  Wjj  =  ftü"  4-  «"  4-  w"  4-  w'*  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  w*  4-  8w*  —  807*  4-  »2w'  —  22tr  4-  29  =«  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  tr^  =  2(«*  4-  ««••) ,  tr,^  =  2((ü"  4- «") ,  w„  =  2(w"  4-  w")  (zweigliedrige 
Perioden  der  7  ten  Einheitswurzeln),  w&hrend  v,^  ss  _  i  nicht  in  Betracht  kommt : 


trj  =  —  2  4-tiTj4- w,  , 

07^07,    =    07,  4-  tTj  4-  07^  4-  W^, 

07,07,   =  07,  4-  07,  4-  w^  4-  w,^ 


07,07,   =  07,  4-  o^,  4-  w„  4-  Wj,  , 

oTjWg  =  3  -  |of^  (oder  3  -  ij , 


or,07j  =  2(o7^  +  »lg)  »  «^1^10  =  2(o7,  4-  «7,) , 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


07,07,,    ==—2  4-  207j  . 


p 

«^1 

^t 

«^1 

»• 

^% 

«^18 

13 

4-  2 

—  1 

4-  2 

4-  3 

4-  4 

4-  4 

83 

~  20 

—  33 

—  18 

—  87 

4-  23 

4-  3 

97 

4-  6 

—  12 

—  33 

—  86 

—  13 

—  8 

167 

—  12 

—  59 

—  74 

4-  67 

+  40 

4-  49 

223 

4-  35 

—  87 

—  72 

4-  96 

4-  99 

—  70 

293 

4-  9 

+115 

4-120 

—  63 

—  99 

—  81 

307 

4-111 

4-  91 

4-  74 

4-133 

—  67 

—  34 

433 

-145 

—174 

—156 

4-200 

4-182 

4-  94 

503 

4-116 

—  73 

—193 

4-244 

—  38 

—  54 

587 

4-  58 

—  30 

4-  12 

—262 

4-  93 

4-130 

643 

—  58 

4-111 

—  47 

—166 

—131 

4-292 

727 

—  93 

—155 

4-318 

4-360 

4-114 

4-189 

797 

4-  96 

4-251 

—  31 

—358 

—351 

4-394 

853 

—135 

—233 

—200 

4-359 

4-386 

—176 

937 

4-299 

4-178 

4-270 

—414 

—283 

—  49 

*)    Hier  ift  v,  die  absolut  kleinere  der  beiden  Worxeln  des  Congmenzensystems 
wj  4-  o7,  =  —  (ftü"  4-  w**)  ,  07,07,  =  8  —  («*  4-  »'•)    mod«  P ; 

die  Congmenzwnrceln  fOr  w*  ^  4-  m'^  oder  ^07,  ^  n.  s.  w.  stehen  bei  X  ^  7,  j)  =  7iii  —  1. 


'IM   « 
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f(v^)j  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
haben  die  Form  /(w ,  «^),  die  hier  nicht  näher  ermittelt  ist.  —  Normen  : 

N(l  4-  w,)  =  iV(wi— w,)  =  N(w^  —  tr^j)  =  7  .  13  ;        i^(3  —  w^,)  =  13  .  83  ; 
JV(1  —  tr)  =  29  ,  .^(2  -h  tr)  =  449  . 


IV,  2.     p  =  36m-h8,  — 13;         m^  =  «•'  + «•'"-f.  w"«»'-»- («-*'••  =  —  w"^ 

d.  h.  hier  reduciren  sich   die  primitiven  Perioden  auf  die   7ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämHch: 

43,     113,     127,     197,     337,    463,     547,     617,     673,     743,     757,     827,     883,     953,     967, 

haben  daher   keine  andern  Primfactoren    als   die  aus  den  7ten  Einheitswurzeln 
(X  SS  7 ,  p  =  7m  + 1),  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fallen: 

V,  1.     p  =  36m— 11,  — 16;        w^  ==  w*' +  w-"'' -4- w"'' -h  w-**  4- w"'' -f- w-"'^    also: 

Wj  =  w   4-  w'*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ,         w,  =  w'  4-  w"  -H  w"  +  «"  4-  w"  4-  («'   , 
w^  «  w*  4-  w"  4-  w"  -h  w"  4-  w»   4-  «*   ,        w^  =r  »*  4-  w"  +  w"  4-  <«;"  4-  w"  +  w"  ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

OT*  —  w*  —  9w'  -H  9w  4- 11  =  0 , 

mit  den  fundamentalen  Relationen   unter    einander  tmd  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  Perioden  der  5ten  Wurzeln     Wj  =  3(aü^  +  w"),       w^^  =  3(((ü**  +  w"), 
w&hrend  «^^  =  —  i  nicht  in  Betracht  kommt: 


J  =  4  -4-  tTj  +  2Wg  *)  ,  aTjOTj  =  1  -h  w,  4-  Wj^  ,  oiTjW^  =  —34- 1»^  , 

jOCTj  ==  1  -4-  ar^  4-  aTy  ;  »^07^  =  3(«r^  4-  w^)  ,  ^t'^i4  =»—3  4-  307^  . 


tu 


•)     Oder  •=  4  +  w,  —  to'  —  »"  . 


222 


n  ==  35 


Congruenzwurzeln  med.  j?.*) 


p 

19 

^1 
—  2 

—  8 

«^4 

-*-  7 

«^8 

+  4 

P 
479 

«^1 

+  74 

1 
—180 

«^4 

+155 

—  48 

59 

-hU 

4-  10 

+  15 

.+  24 

509 

—103 

—158 

+226 

+  87 

89 

—25 

—  16 

-h  35 

+  7 

619 

—  51 

+  14 

+294 

—266 

199 

—34 

—  80 

+  96 

+  19 

719 

—172 

—  40 

—217 

—289 

229 

—  6 

-4-  35 

+  88 

+113 

829 

—  58 

—234 

+154 

+139 

269 

+27 

—  60 

+  45 

—  11 

859 

—  53 

+  79 

+330 

—356 

409 

+48 

—104 

+  82 

—  25 

929 

—  39 

+281 

+  70 

-811 

439 

—36 

—  113 

+106 

+  44 

p 

19 

59 

89 

199 

229 


/(bTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^)  =  —p. 


A^r) 


2- 


w 


+  or 


2+  «Tj+2trg 
4 —  w  — 2(F 
3+2m 


P  /K) 

269  5—  w^— 2aTg 

409  2+  trj+2w^ 

439  2+3aTj+  w^ 

479  7+2tFj—  m^ 

609  4+  07  j—  w^+2v^ 


P  A^^) 

619  3+2arj+2tr^ 

719  4+2w^+  Wj 

829  6+3Wj+2aT^ 

859  l+3trj+2a7j 

929  4+3aT^ 


— tr. 


-6r 


«"»^  +  «;'^ 


V,  2.     p  =  35m  +  4  ,  +  9  ;         tr^  =»  w''  +  w***  +  w***"  + 
Xj  =  ew    +  oü*    +  w**  +  w"  +  w"  +  »•    ,         Wj  =s  oü'  +  «•    +  »*'  +  w"  +  to" 
«,.  =  «.»  +  u"  +  o,"  +  tt."  +  w"  +  üu"  ,         «==«•  +  c"  +  w^'  +  a"  +  tt,." 

Wurzeln  der  Gleichung  : 


ÜÜ 


19 


+  (..^*; 


(T*  —  w*  +  5w'  +  2w  +  4  -=  0  ; 

mit    den  fundamentalen  Relationen   unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  der  7ten 

w^  =  2(w*  +  «"  +  w").  Wj5  —  2(w" +  »"  +  «••)  und  den  zweiglie^ 

drigen  der  5  ten  Einheitswurzeln    w^  =  3(w^  +  w*') ,       w^^  =  3(to^*  +  u,'*) : 

t]  ^  —  2  +  tPj  +  2aT,  +  oTj  ,     WjWj  =  1  —  ^w^  ,       w^aT^  =  —  2  ,         w^tr^  =  4  +  ^w^ ; 


*)     Hier  ist  v,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 

w,tr^  =  —  3  +  2(ft;*  +  to»*)     mod.  p.     Vgl.  X  =«  6. 


Xj  +  07^     =    —  W**  —  W** 
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n  = 

=  35 

Congruenzwurzeln 

med. 

!>.•) 

p 

79 

■^1 
—  5 

«'s 
-h  18 

+  32 

+  35 

P 

569 

«^1 

+170 

«^2 

+  9 

—241 

+  *63 

109 

4-  3 

+  27 

—  37 

+  8 

599 

+255 

—125 

+101 

—230 

149 

—  56 

—  69 

+  19 

—  53 

709 

—137 

+244 

+295 

+808 

179 

—  67 

—  58 

—  16 

—  37 

739 

—287 

—324 

+206 

—333 

369 

4-  32 

+  97 

+157 

+  74 

809 

+  17 

+134 

+838 

+326 

389 

+132 

—  39 

—112 

+  20 

919 

—188 

—404 

+  88 

—414 

499 

—231 

—116 

—108 

—  43 

y(a7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  y. 


P 

/(t«^,> 

P 

/K) 

p 

/(t^i) 

79 

1—207.+  07^ 
3       o 

389 

1     07,   207^ 

709 

3— 30^^+  07j 

109 

3—  07^ 

499 

1—  07j+207j 

739 

3—  «»,+2073 

149 

2+  07^-  w^ 

569 

4— 307j     07^ 

809 

2+  07j+3Trj — vp^ 

179 

07  +  07  — 207 

599 

5 —  07  — 20T 

919 

3+  07,— 2or. 

9      t> 

369 

1 — 2o7,— 4tr^ 

1       6 

-4r 


w 


l6r 


6r 


llr 


-9r  _,   t\r 


V,  3.     p  s=s  35m  —  4,-9;         07^=w''  +  w 

d.  h.  hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  5ten  Einheitswurzeln, 

und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  py  nämlich : 

31,     61,     101,     131,     241,     271,     311,     621,     661,  691,     761,     941, 


keine   anderen  Primfactoren,    als   die    aus   den    5ten  Einheitswurzeln    (X  = 
p  SB  6m  + 1) ,  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


o . 


*)    Hier  ist  07,  die  gemeinschaftlidie  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 
^^-^-tr,  ==  -  (a,"  +  u;"  +  w")    (oder  -io^is),  ti7j«7,  =   1-    (w*  +  c«^«  +  oü'^) 


tu. 


+  «r,  =  -  («"  +  «") 


(oder  —  |07j  J  ,  «FjOrr^  =  4  +  2(1«'  +  w") 


1 


mod.  p. 


Vgl.  wegen  der  Congmenzwarceln   X  =5  5   und  X  s»  7.    Übrigens  ist  07,    anch  völlig  bestimmt  darch 

eine  der  beiden  linearen  Congmenzen: 

«7^07^  =  4((«"  +  w")  ,     O7,o7^  =  -  3(aü"  +  w"  +  w")  («od.  /)). 
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VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig, 
2  zwölfjgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 


VI,  1.     |>  =  35m  —  2  ,  +  3 ,  +  12  ,  +  17  ; 


4-  w"''  4-  «•''  -♦-  «"'• , 


also:     w,  =  w   +  w"  +  oü*  -♦-  oü"  4-  w"  +  w'  +  «"  +  w"  4-  w"  4-  w"  +  w*   +  w"  , 
07,  =  üü'  4-  w"  +  oü*  4-  w"  4-  w"  +  w*  4-  w"  +  w**  +  w"  +  w"  4-  w"  4-  w"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  —  w  4-  9 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


0; 


< 

9  4-  OT^ , 

WjW,  =  4-9. 

(NichtprimitiTe  kommen 

nicht  Tor). 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

•) 

p 

w 
1 

«'s 

P 

1           1 

P           Wj 

«^j 

P 

«^1 

«^f 

3 

1 

0 

257 

108     —107 

523       40 

—  39 

733 

156 

—155 

17 

7 

—     6 

283 

38     —  37 

563       86 

—  85 

773 

74 

—  73 

47 

12 

—  11 

313 

31     —  30 

577       42 

—  41 

787 

49 

—  48 

73 

15 

—  14 

353 

161     —160 

593     127 

—126 

857 

353 

—352 

103 

23 

—  22 

367 

100     —  99 

607     142 

—141 

887 

52 

—  51 

157 

22 

—  21 

383 

71     —  70 

647     251 

—250 

983 

233 

—232 

173 

76 

—  75 

397 

182     —181 

677     207 

—206 

997 

295 

—294 

227 

87 

—  86 

467 

172     —171 

Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  /(eu ,  v^).   —  Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p  gibt   es 

complexe  Zahlen  <f>(vj),  so  dass  N^(v^)  =  3p.^ 


P      4»(t»j) 

P 

*w 

P 

*K) 

P        *(w,) 

P 

K^^) 

3               w 

173 

2l4-2aTj 

367 

33— 4aTj 

577     42—     Wj 

773 

334-lOtiTj 

17       64-  w. 

227 

24— 5aT, 

383 

33— 5aT, 

593    42—  5trj 

787 

484-     tr. 

47     12—  Wj 

257 

154-7aTj 

397 

334-2aT, 

607     394-  4aTj 

857 

51—  5Wj 

73     15—  Wj 

283 

21— 8Wj 

467 

38— 8Wj 

647     394-  5Vj 

887 

514-     w. 

103     15— 4w, 

313 

304-  w, 

523 

394-  w. 

677     39— lOWj 

983 

514-  4flP^ 

157     214-  w. 

353 

33— 2aT, 

563 

39— 7Wj 

733     424-  5v, 

997 

51— lOw, 

*)     Hier  ist  v,  diejenige  der  beiden  Congraenzwuneln,  welche  >0  und  <  ^p  Uu 
**)     Sie  haben  alle  die  Form  3a4-6v,  und  ^v,).|aT,  a  36  +  av,  ist  eine  zweite  com- 
plexe Zahl,  welche  die  gleiche  Norm  3p  hat. 
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n  =:  35 

VI,  2.     |>  =  35m  4-  2  ,  —  3  ,  —  12  ,  —  17  ; 

(r^  =  w'-  +  w""  4-  w*'"  4-  («•'•  4-  w"'"  4-  w"""  4-  w"«'"  4-  w""''  4-  w"*"  4-  w-"»"  4-  w""  4-  w""'' 

d.  h.  hier  reduciren   sich   die  primitiven  Perioden  auf  die  dreigliedrigen  Perioden 
der  7ten  Einheitswurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

2,       23,       37,       53,       67,     107,     137,     163,     193,     233,     263,     277,     317,     347, 
373,     443,     457,     487,     557,     613,     653,     683,     823,     863,     877,     907,     947,     977, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  der  zum  Exponenten  3 
gehörigen  Primzahlen  bei  X  ~  7 . 


n  =  39 
I.    I>  =  39m  4- 1. 
12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w»*-e«"4-c«"-w'Vtt;''-w^V««"-c«"4-w"-c«'Vw'-w'4-w*-wVw^  =  0; 

vermöge  derselben,  oder  vermöge  der  beiden  Gleichungen: 

ft,"4-w"4-l  =  0,      w"4-w"4-w"4-w"4-w'*4-w"4-w"4-w"4-w"4-w'4-w*4-w'4-l  ==  0, 

lassen    sich    die    nichtprimitiven,    d.  h.  die    13ten   und  die  3ten  Einheitswurzeln, 
durch  die  primitiven  ausdrücken. 


29 
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p 

79 
157 
313 
541 
859 
937 


et' 

28 

57 

57 

199 

193 

36C 


tu 

—  6 

—  48 
4-119 
4-217 
4-312 

—  35 


n  =  39 

Congruenzwurzeln  mod.  /?.•) 


3G 
—  51 
4-  7G 
4-  47 

4-277 
4-288 


19 
—  76 
50 
54 
—203 
— 4G4 


—  35 
37 
3 

4-231 
4-230 
4-311 


4-  32 
—  G8 
4-142 

4-  21 
4-278 
—449 


w 

—  34 

—  33 

—  4 
4-181 

—  23 
—214 


11 


4-  4 

—  3 

—  85 

—  83 
4-144 
—384 


—  39 

—  44 

4-  9 
—245 
—358 
4-210 


—  3 
+  71 
4-132 
— lOG 

—  26 
4-146 


+  5 
4-  35 

—  12 
4-239 

—  136 

—  27 


P 

79 
157 
313 
541 
859 
937 


.  19 

(JÜ 

—  30 
4-  47 
4-137 
—102 
—341 
8 


30 

M 

—  29 

—  10 
4-  16 

—  59 
—330 
—117 


16 
9 

26 
—222 
4-120 
4-347 


4-  26 
—  42 
4-  83 
4-129 
4-  33 
4-430 


4-  2 

—  25 

—  139 
4-  96 

—  12 

—  58 


4-  20 
52 
81 

—  145 
173 
61 


.  >9 

Ca.' 

—  7 
4-  19 
4-  78 
4-136 
4-112 
4-162 


—  37 
4-  30 

—  108 

—  26 
—275 

—  48 


tu 
9 
4-  17 

—  104 
—251 

—  183 
—235 


tu'* 
25 
—  31 
4-144 
4-233 
—402 
—208 


tu'' 
4-  11 
4-  40 

—  70 

—  128 
4-276 
4-231 


P 

79 
157 
313 
541 
859 
937 


tu 
13 
—  36 
4-121 
4-121 
4-212 
4-348 


tu'' 
4-  31 
4-  11 
—  11 

4-  11 
4-316 
64 


*)     Die  Congruenzwurzeln    mod.  p^    können    auf   die    Form  a  +  hp    gebracht    werden,    die 
Werthe  von  a  giebt  vorstehende  Tafel,  die  von  h  die  folgende  für  3  der  obigen  Primzahlen: 


P 

79 
313 
859 


tu 


tu 


'j: 


'jj 


w 


tu 


10 


(U 


.11 


tu 


14 


tu 


16 


tu 

—  38 

—  50 
4-272 


tu'' 

—  34 

—  145 
4-377 


tu 

-  31 
20 
—289 


u; 


33 


tu 


'2i 


—  85 

—  2 
4-133 


4-  38 
4-  35 
4-287 


10 

4-  11 
—321 


tu 
31 
138 
4-  51 


tu'' 
4-  37 
4-  48 
4-242 


tu 
24 
0 
4-173 


tu'* 
4-  21 
—  78 
—268 


P 
79 
313 

859 


tu" 
4-   12 

—  87 

—  95 


tu" 
0 
132 
4-175 


tß) 


IT 


79  -4-  8  4-  36  —  37  —  32  4-  6  4-  38  —  26  —  6  —  9  —  4  4-  10 
313  4-  56  —114  4-144  4-103  4-  3  —  4  —  21  4-  35  4-  18  —133  —  75 
859     4-417     —286     4-321     4-236     4-189     4-110     —419     —  16     4-243     4-261     —220 


tu" 

—  2 

—  36 
4-145 


Für  die  nichtprimitiveD  Wurzeln  stehen  die  Congmenzwurzelu  mod.  ;>  bei  X  es  3  und  X  s=  13. 
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n  ==  39 
y^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich  für  zwei  der  obigen  Primzahlen  p^  nämlich: 


p         Aoü) 

157     (^  _  (j,''  +  ö^'" 


541     w—  w*  —  W-' 


Die  übrigen  vier  haben  ideale  Primfactoren,  deren  zweite  Potenzen /'(a) 

wirklich  sind:*) 


P  /'(^.) 

79  1       +w*    -j-w" 
313       e«' +  w'' -  o,"  -  a.^^+ c«" 

859  1      -  w"  -  w"  -  o;»^- a-'»-    o.-"  -  Cf "  -  c" 


937     2c«'  -  w*    4-  et*    -  uj'  +  0.-'  -  2üt;^^  +  o;'*  -  w"  +  et-"  -  a;"  +  w"  -  w"  +  2u;"  -  2w 


37 


II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

n,  1.     j[?  =  Z9m  —  1 ;        tr^  =  oü*"  +  to"'" , 
woraus  die  Ausdrücke  der  12  primitiven  Perioden 

W,  ,       tr^,       Wj,       Wy,       TTg,       TTjQ,       tTjj,       tlT^^,       tlT^g,       W^j,       W^^ 

von  selbst  sich  ergeben;  ihre  Relationen  untereinander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.h.  den  zweigliedrigen  Perioden  oFj  ,  tr^ ,  tr^ ,  tr^j,  or^^ ,  w^g  der  13ten  Ein- 
heitswurzeln (während  w^^^  =  —  i),  sind  in  der  Formel  begriffen  tr^w^.  =  or^.^  +  w^^^. 


•)     Für  /)  s=  859  und  p  =  937  sind  die /'(.«»)  mittelst  der  Normen  berechnet: 

N(^l  —  w  4-  w")  =  79  .  859  ,  N(i  —  w'  +  w")  =  79  .  937  . 

29^ 
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Congruenzwurzeln  mod.  p,^ 


p 

233 

«^1 
—  9 

w 
4-  79 

«^4 

—  32 

4-  6 

—  68 

tr 

8 

—  94 

w 

10 

4-  23 

«^11 
4-  44 

w 

14 

—  38 

^16 

—  20 

4-  70 

311 

+  13 

—144 

—  103 

—  76 

4-  78 

4-  33 

—  135 

4-  71 

—138 

4-154 

4-  63 

389 

—143 

—  170 

4-112 

—  13 

—  70 

4-  94 

4-167 

—  6 

—159 

—113 

4-  34 

467 

4-  8 

4-  62 

4-106 

—107 

—  117 

4-  26 

—228 

4-128 

4-144 

4-207 

4-  86 

701 

4-100 

4-184 

4-206 

4-197 

—278 

—327 

4-252 

4-140 

4-172 

—326 

—  30 

857 

—  57 

—  181 

4-193 

4-  60 

4-287 

P 

233 
311 

389 
467 
701 
857 

4-396 

«^if 
4-  61 

—  126 
—121 

—  145 
—289 
4-185 

—  73 

—404 

4-  95 

—  17 

4-384 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^)  =  — 1>. 


p           A^^) 

P 

A^,) 

P 

/K> 

233     ^i'^^ii^^i9 

389 

• 

1+0^4+^16 

701 

l4-tr,-(rj^ 

311  1— «f,— a^i4-*-«'„ 

467 

14-tr^4-trj 

857 

14-t«^,4-tr,^4-aTj, 

II,  2.    |>  =  39m— 14;     (T^  =s  w  4-w""'",  also  die  primitiven  m: 


w. 


w. 


=  W  +  Oj", 

w,  =  eo*  +  w"  , 

W^  =  («*  +  ttj"  , 

=  »,'4-w», 

„^^   =  «"  +  <„»  , 

w,^  =  <«"  +  w» 

TTj    a=s    w*  4-  Oü*  , 


tv 


IT 


bu 


IT 


W 


SS 


tv 


so 


Ui 


so 


w 


SS 


Tr„  =  w"4-e«", 


tr„  =  c«"  +  c"  , 


TT 


Sl 


««"  4-  w"  , 


deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiveu  Pe- 
rioden, d.  h.  den  zweigliedrigen  der  13ten  Wurzeln  tr,^  (wie  in  II,  i.)  und 
Vj,^  B  2ec;^'^  (dritte  Einheitewurzeln)  einem  von  den  folgenden  Typen  sich  an- 
schliessen : 


w 


w  tr 

IS 


J   «  2w"  4-  TT,  , 

=  tr^  4-  w„  , 


IS 


tIT  tV 
1     IS 


°^S  "*■  ^IS  »  ^1^4    =    «Tj  4-  W 

2w     4-  tv     z       TT  tr      ^  2tiT 

«w        -j-  Wjj  y  1     IS  14  * 


SS 


ÜJ  w 
l     14 


^l^S6 


11 


2  +  «r,,; 
2tv     . 

IS 


*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensystems 


tr. 


w 


14 


W 


IS 


tr 


jWj^  =   ""  ^  "*■  ^ij     (™^'  /*)• 


Vgl.  X  sss  13,    wo  %  I  »Jj  I  »?, »  *?, »  *?4  »  *?,  das  ist,  was  hier  resp.  w, »  «r^  i  w^^ ,  tr^^ ,  w^ ,  tr^^  • 
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n  =  39 
Congruenzwurzeln  med.  p.^) 


p 

103 

«^1 
+  40 

+  46 

w 

4 

—  36 

^5 

+  51 

+  43 

w 

10 

+  37 

"^14 

—  14 

—  8 

^>o 
+  21 

w 
ti 

—  49 

181 

—  64 

—  63 

+  72 

+  33 

+  5 

+  88 

—  58 

+  17 

+  59 

+  61 

337 

—  92 

—  40 

—  4 

—  63 

+  155 

+  6 

+  19 

+162 

—  43 

+  94 

671 

—163 

+218 

—  87 

—205 

—276 

+124 

—118 

+224 

+179 

—188 

727 

—175 

+256 

—  57 

—221 

+161 

—  31 

—  86 

+  80 

+399 

+  18 

883 

^424 

+320 

+181 

—117 

P 

103 
181 
337 
571 
727 
883 

—124 

+  1 
+  10 
+105 
+  2 
—  37 
+449 

—230 

—  28 
+  12 

+  39 
+281 
—306 

—  189 

+158 

+170 

—287 

+194 

*)     Hier  ist  tt,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzensysteme : 


w. 


w. 


—  07. 


1    •      14   —  la ' 

und  des  Systems  von  6  Congruenzen,  deren  erste: 


07  07 
1     14 


=  2  +  07jj     (mod.  p) 


w. 


+  07^  +  07y  +  OT^^  +  07jg  +  «^,1    ^    —  ««  C™^^-  -P)» 


ist,  aber  auch  vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Cougruenz  w  ui      =  07        (mod.  p),  — 
Die  Congruenzwurzeln  mod.  />',  d.  h.  die  Werthe  von  6  in  der  Form  a  +  6p  (die  von  a  sind  in  obi- 
ger Tafel  enthalten)  sind  ffir  2  der  Primzahlen  p  folgende : 


P  «7j 

337       —  47 
671       —226 


w. 


07. 


07, 


OT, 


W. 


W. 


J  "l  "$  7  "^10  "14 

+107       +  11       +108       +42       +26       +144 
—254       —  98       +147       —  17       +118       +  22 


O'. 


07. 


so 
+169 


w 


IT 

+     6 

—178       —190       +273 


IS 

80 


P  07  07 

'^  JS  11 

337  —115  +154 

571  —240  +  72 
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n=°  39 
/(nr,),  Primfactorcn  der  Primzahlen  p  siud  für  die  beiden  ersten  wirklich: 


p  =  103  ,        X»-,)  =  1  -  «•„  ;        i)  =   181 ,        /(»-,)  =  1  -  «.,  -  »T,  - 


JO 


Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  zweiter  Potenz  wirklieh,  z.B. 

p  =  337  ,        f(rr^)  =  14-    tr^  -+-  tr^  -    tr^  +    a',,  —      tr,^  ; 

p  =  727  ,        /'(x,)  =.  3  -  Ox,  -  tr,  -  9(r^  -  bw^    -  12tr,^  -  2x^^  +  tr„  -  7x„  -  9x„*)  . 

II,  3.     2^  =  39/n  -+-  14  ;     x^  =  ti/  -+-  o.'*'*  =  —  Ol.•'^^ 

d.  h.   hier   reduciren   sich   die  primitiven  Perioden   auf  die  13ten  Einheitswurzelu, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

53,     131,     443,     521,     599,     677,     839,     911, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactorcn,   als  die  aus  den  13ten  Einheitswurzeln 
(X  =  13,  j>  =  13/n  +  i),    welche    auch    hier  complexe  Primzahlen  sind. 


HI.    2^  ^^"^  Exponenten  3  gehörig, 

(p  =  39/?H-  16  ,  —  17). 

8  dreigliedrige  Perioden 

X,.  =  £»/  -f-  a-**''  +  c«-^''' ,      also 
die  primitiven  x,  deren  Product  II(x)  =  9  ist  (oder  N(rr)  =  9) : 

(Tj  =  w  4-  et'"  4-  c/i"'  ,  tTj  =  ül'  4-  OL'"  +  c*;*  ,  ^4  =  ^*  +  ^"  +  ^'^  » 

m     =  oy'  4-  t*^"  4-  Ob"  ,  X,   =  £..**  4-  w"  4-  oy-°  ,  x,,   =  w^*  4-  w"  4-  w'*  , 

tr^^  =  c."  4-  cf '«  4-  0."  ,  x^g  =  o.*'-»  4-  c'»  4-  u.'^^  , 

unter  deren  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiveu, 
d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  w^^  der  13tcn  Einheitswurzeln  und  den  3ten 
Einheitswurzeln  x^^^  =  3a"'",  folgende  typisch  sind: 

X     ^  X    4-  2x     .  X  X     =  X    +  X    4-  X     ,  x  x     =  3»      +  x    4-  x   , 

X  X     =  X    -^  X     4-  X     .       XX      ^  X    -4-  2x     .  x  x      =  3  4-  x    4-  x     : 

17  8^^^14^^       IT»  1     14  6  ^^  12  »  1      IT  "^^**6^^       Jl' 

XjX,  =  2x^  4-  tTjj, ,  XjXg  =  w^  4-  tr^  4-  x,g  ,  x^x^,  =  3w"  4-  tr^  4-  tr^,  ; 

x,x,,  =  3Xj^  ,  XjX,^  =  3x,  . 


*}     Letzterer  ist  aus  den  beiden  folgenden  Normen  durch  die  Divisionsmethode  hergeleitet: 
A'(l4-2x,  4-trj)  =  79.727,  A'Cl  4- 2x»«  4- w^  4- «^i*  4- w,  ,)  ==  79'.  —      Ferner  ist 

A-(2  — Xjjg)  =  25.571,         A'(H-tr2  —  tr4.— 2Xj,)  =  25.883  und  (mod.  ;»') 
A'(l  —  X,  —  Xy --4Xjjj  4- x,^  —  x«,  —  2Xj,y)  =   13.25.571*. 
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n«=  39 

Die    übrigen    Primzahlen  p  haben  ideale   Primfactoren ,  deren  zweite  Potenzen 

wirklich  sind,  z.  B. 

^  ==  919  ,    /'(tTj)  ==.  1  +  7tr,  —  ir^  4-  7tr^  +  6ar^  -  2w^,  •) 


Normen  zusammengesetzter  complcxer  Zahlen. 

N(w^  4-  (Tj,  +  tTj  J  =  3.61,  N(w^j  4-  Wj,)  =  3.211,  N(l  4-  2w^)  =  3  .  378  , 

N(2  4  tr^  —  tTy  +  tTjy)  =  3  .601  ,         N(l  4-  tr^^  +  tr^,)  =  3  .  757  ; 

A^(l  4-  tTj  —  «Tj  +  oFy  +  2a7j  4-  Wj  J  =  9  .  61'  , 

A^(l  +  2w^  4-  3(r,  —  TTy  —  OT,  4-  or^^  4-  tr^^)  =  9.211**); 

iS^tr  =  9  =  A^l  4-  tr)  ,  N(l  —  tr)  =  3.13. 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.    |>  =  39m  4- 5, 4- 8;    w^  =  w*"  4- w*''4- »"'"''4- w*'",    also,  wobei  n(tü)  =  25, 

r^  =  to     +  w*    4-  w"  4-  w*   ,  ofj  =  oy'    4-  w^®  4-  w"  4-  w"  , 

.^  ==:  e«*    4-  o;"  4  w"  4-  w"  ,  tr,  =  w^    4-  u;"  4-  w"  4-  w"  , 


tr 

] 

tr. 


tTj^   =  w"  4-  w"  4-  w"  4-  C(ü'*  ,  tTjj  =  oy"  4-  w*'  4  w*'  4-  W     , 


unter  deren  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
den  viergliedrigen  Perioden  w^^  der  ISten  Einheitswurzeln  (während  tr^,^  =  —  2 
ist)  folgende  typisch  sind: 


trj  =  —  2  4-2tr^4-aTj, 

^i«^i4  =  -*  +  «'j  -  «^6 ; 

tJTjtr^  =  tTj  4-  tüy  4-  2ar^^  , 


tr  TT 
1    > 

==    _  1  -.  ^^  4.  Or^  H 

w  tr 
11 

1       tr^       «T^, , 

TT  W 
1     It 

=  -  2  -  tr^  4-  tF„  . 

tr. 


*)     Hergeleitet  aus  den  Normen: 

iV(4  4-  tTy  —  tiTj)  =  79  .  919   und  N(S  —  Wj  4-  tTj  4-  oPj  4-  op„)  =  79'  . 
**)     Diese  beiden  sind  ans  Congmenzen  mod.  p'  berechnet. 
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n  =  39 
Congruenzwurzehi  inod.  p.*) 


p 

5 

TT 
1 

0 

+  1 

^4 

—   1 

—  2 

14 

—  2 

0 

47 

4-  10 

—  11 

—  15 

—  18 

+  15 

+  20 

83 

+  5 

4-  36 

+  30 

+  16 

+  25 

—  28 

239 

3 

—  60 

—  73 

—  82 

—  42 

+  22 

281 

—  28 

-+-  18 

+  34 

—137 

—  49 

—  118 

317 

—104 

—  82 

+  143 

+113 

+  141 

+  107 

359 

+  86 

+  41 

—  73 

+164 

+113 

+  29 

827 

—  16 

-+-125 

+337 

+  10 

—186 

—269 

8G3 

+  111 

—300 

—336 

—366 

—404 

—430 

941 

—335 

+  4 

+  158 

—280 

+405 

+  49 

983 

—444 

+252 

—209 

+  66 

—449 

—  198 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  sämmtlich  ideal  und  in  zweiter  Potenz  wirklich,  welche  ttberdiess  die  Form 
/(oü,aTj)   hat;    nach  folgenden   Normen   —   ^4*(^j)  =  ^p  —   sind    in   der  That 

alle  an  j[?  =  5  geknüpft: 


P 
5 

47 

83 
239 


+K) 


tXT. 


TT  +tr 

4^14 

l+OTj+ap^  +0^7 
2— tr.- 2tr. 


P 
281 
317 
359 

827 


2+or^+  ^7+a7jj3 
2 — ar.+OT, 


14 


3+trjj+  ^4+opj|3 
3— tr^+2(r^+tjT^3 


P  <{;(rr^) 

863  3— 207^3 

941  4—  w^ 

983  1+  tiT^— OT^— try+2aTj, 

Auch  ist  iV(3+a7,)  =  8  .  239 


IV,  2. 


p  =  39/H  -5,-8; 


tr. 


=  tt;''  +  w~^'*  + w-"''  + w"*'",     also 


w      =  w 

10 


tt; 


19 


w 


23 


U: 


10 


u,"  4-  tt,"  +  „,"  , 


tr     ==  w 

tr       ==  üü 

17 


o; 


29 


OU 


11 


Ot] 


23 


17 


14     ,         8       ,         38 

uj      +  cw      +  üa      , 


deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
den  viergliedrigen  der  13ten  Einheitswurzeln  w^^  (wie  in  IV,  l.)  und  den  3ten 
Einheitswurzcln  o^^jr  =  ^"^"'^?  ^^^  folgenden  Typen  darbieten:  —  (auch  ist 
AV)  =  1)  — 

w\  =  4w"®  +  tr^  +  2trjy  , 

aTjOTj  =  4  +  tiTj  +  2trg  ; 


tF   tIT         =    4(Z7 
1      11  J 


^1^2  =  ""St"^^' 

CT  tr      =  4tr     . 

1      26  12 


tr 


26 


tr     =  —  üü     -4-  w 

14  .  _        ^^  ^5 


tr  X 

1     12 


=  ■*«"  +  2<r^  +  or„  ; 


•)     Hier  ist  tTj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzsystems : 

tr    +  tr       =^  —  tr     .         tr  tr       =  4  +  tr  —  w  (mod,  p), 

1  ^^     14    —  12'  i    14    —  ■«-r'*,        ^^  \  r/ 

Für  p  =  5  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  />*^ :  — 5  — 4  — 6  +3  — 7  — 5.     Vgl.  X  =  13,  IV,  wo 

nait  *Io  >  *li>  I2  bezeichnet  ist,  was  hier  mit  tr,,  tv^,  tr^,  . 

30 
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n  =  39 
Congnienzwnrzelii 


mod.  p,*) 


p 

31 

4-  8 

tr 
a 

4-  11 

^4 

4-  5 

^5 

4-  14 

10 

—   7 

IT 

4-  1 

73 

—  14 

4-  10 

4-  23 

4-  34 

—  17 

—  35 

109 

+  53 

—  41 

—  22 

—  13 

4-  33 

9 

151 

+  34 

4-  75 

—  7 

4-  31 

—  59 

—  73 

229 

+  2 

—  112 

4-  27 

—  41 

4-106 

4-  19 

307 

+134 

4-103 

—  25 

4-  44 

—  91 

4-143 

421 

4-  65 

—  131 

4-Ul 

4-  37 

—196 

4-115 

4C3 

4-  55 

4-177 

4-114 

4-229 

—  190 

4-  79 

499 

—  70 

—  191 

4-137 

—249 

—206 

4-  81 

541 

—  22 

4-  5 

4-  48 

4-155 

4-104 

4-252 

577 

4-239 

—  111 

4-  28 

4-131 

4-  97 

4-194 

619 

—  43 

4-128 

—  13 

4-306 

—196 

—  181 

733 

4-  53 

—  333 

—  134 

—  198 

—344 

4-224 

811 

—  29 

—  51 

—294 

4-285 

4-193 

—  103 

853 

—  87 

4-414 

4-  90 

—374 

—223 

4-181 

967 

—  199 

4-190 

4-151 

—215 

—  94 

4-16$ 

p 

31 
73 
109 
151 
229 
307 


1—  rr 
14-  tr 

1—  m 
l+2tr 

2—  w 
l4-2tr 


/(^,) 


4-«T 
^^     IT 

— X    4-  tr  _ 

10^^         IT 


/(tTj),  Primfactoreu  der  Primzahlen  }). 
P  /(tx^,) 

421     1—  tr^4-tr^^—  w^^ 

463 

499     1— 2tr 


24-  tüj4-tr,  4-  Wj 


4-tr^  4-2tr 


541     3+  w^ 

577  2tiT^+tr^  -t-^tTj^ 


tF    4-  tu 

5    ^^        10 


10 


P 

619 
733 
811 
853 
967 


2-  tr^4-  t>c^,o-«^iT 

34-   tu  —   (T     —07 
1 — 2tr  4-  tr 

3—  OTj-    w^ 

2—  tr,— 2tr,^ 

9  10 


*)     Hier  ist  tr,   die  gemeiDSchaftliche  Wurzel  der  beiden  Congraenzensysteme : 


1  ^^     »  —  11 


tr.a»^     =  4  4-  w,  -f-  207 

I       «  9  ' 


.) 


tr,  4-  OT^  4- 


w. 


10 


—    w 


w 


tu   4-  tr  07     4-  tr    tr     =   —  4w 

1     4  ^^       4     10  ^^       10     l     


11 
36 


OF   OP   07 
1     4     10 


mod.  p. 


Vgl.  X  BS  3   und   X  sr  13   (wie   in  IV,  1).     Übrigens  ist  tv,    anch  völlig   bestimmt  dnrch  die  lineare 
Congruenz  07,w'*  =  w,,  (mod.  p). 
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V.     2^  2^^^  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  39m—  16,  4-17;         tr^  =  w'"  4- w"'*  +  w-^^'*-Mü-'*-j- w"'* -+- w"'',  also: 
OTj  =  w    +  w"  +  a;"  + w" -j-oü^* -+-oü",  0?^^  =  w' 4- w^    4- w*    4- 

OT^  =  a;*  4-  w"  4-  tt;'^  4-  c«;"  4-  c«"  4-  o."  , 


u; 


.37 


OU 


3a 


«Tg  =  w*  4-  w**  4-  w'^ 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w 


—  tr'  — lltr'4-17aT4-3  =  0, 


0,"  4- 0.^1  4- o;"  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  niehtprimitiven, 
Perioden,  d.  h.  den  sechsgliedrigen  ur^^  der  I3ten  Eiuheitswurzeln  —  (^ur  =  —  3 
kommt  nicht  in  Betracht)  — 

trj  =  6  4-  ^rjp^  4-  2tr^  4-  cr^  ,  w^w^  =  2rr^  4-  tr^  ,  w^m^  =  —34-  2aTj  , 

ar^tTg  ==  —  1  4-  tTg  ;  w^w^  ==  —  2  —  2^^  —  tr^  ,  w^rr^  =   1  4-  or,  4-  «r^  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

17 

«^1 
4-  2 

4-  4 

^4 

—  6 

4-   1 

P 
563 

w 
1 

4-110 

tr 
4-  28 

4 

4-184 

^8 

4-242 

23 

4-  3 

—  8 

—  11 

6 

569 

—  13 

4-  66 

—209 

4-157 

101 

4-  38 

—  16 

4-  46 

4-  34 

641 

11 

4-  94 

—287 

4-205 

173 

—  8 

—  19 

—  31 

4-  59 

647 

4-  15 

4-241 

—  40 

—215 

179 

4-  75 

—  52 

—  88 

4-  66 

719 

4-100 

4-112 

—291 

4-  80 

251 

4-  60 

4-  16 

—  87 

4-  12 

797 

—  32 

—  70 

—  188 

4-291 

257 

—  22 

—  19 

—  92 

—  123 

881 

—  69 

4-277 

265 

4-  58 

491 

4-140 

—  192 

—206 

—232 

953 

4-431 

4-119 

4-469 

—  65 

^tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p\  Nf(rr^)  =  —  jj. 


p 

A^,) 

17 

1-  aT3 

23 

tr^—  tiT^4-ür^ 

101 

2aTj4-2tr^-j-trg 

173 

3—207^4-  «Tj 

179 

o^i— 2trj 

251 

4-  Tr,4-  tr^ 

569 


/K) 


257     34-  tTj-  tTg 


491     54-207^—  tr^ 
563     5— 3tr^— 2tiTg 

14-2aTj— 2tüj4-trj 


641     54-3trg4-  tr^ 


P 
647 

719 
797 
881 
953 


/(^i) 


2 — 3tr 

8 

34-4trj—  TTj-t-  tr^ 

6— 2tr^4-  TTj 

5—  07^4-  tüj— 2tr^ 


34-  oi7^4-3tr^ —  tr 


8 


*)     Hier  ist  rr  ^   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 


tr. 


tr. 


tr  w 

14 


=  —3 


2tr,     (mod.  p). 


30 
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V,  2.    j)  =  39w4-4,-+-10;     ?r^  =  x-'*  4- u.-^'' -+- w'*'*  4- ü^"'*'* -h 

tr    =  u-    4-  oü*    4-  f.'"  4-  w"  4-  a."  4-  £«'®  , 

tr_  =  oü    4-  w 

7 


W 


-llr 


(u 


lOr 


also : 


w     -i-  'jL     4-  w     4-  J«=     » 


tr^  =  üü'''    4-J*;*    4- t«.'^  4- w"  4- w*    4- w'®  , 
tTj^  =  t«.^*  4-  iü*'  4-  it<*'  4-  üa"  4-  w"  4-  w"  ; 


Wurzeln  der  Gleichunff: 


üT*  —  tr'  4-  4x^  4-  3t  4-  9  =  0  ; 

mit  deu  fundameutalcn  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  den  seehsglicdrigen  tr^^  (wie  in  V,  i.)  der  13ten  flinheitswurzeln 
und  den  3ten  Einheitswurzeln  tr^^^  =  Gw"'": 


trj  =  4u;**  4- 
XjO^j  =  4w"  4- 

^7  »             ^l"^6 

=  -  3  ,         rr^' 
=  —  3u'"  ;     w 

r,   -  -  3u;=«  , 

CT  QT      =  6or 

1      26                     3 

Congruenzwurzeln  mod. 

/).,  resp.  mod. 

P-) 

P 
43 

«^1 

—  20 

2 

^7 

4-  14 

tr 

14 

4-     9 

127 
199 
277 

—   15—  31/? 
4-  19—  59/? 

4-     4 

4-  51—  55/? 

—  634-  77/? 

—  70 

—     4—     8/? 

4-  88—  73/? 

—  120 

—  31—  33/? 

—  434-  55/? 
—  90 

283 
433 
439 

—  64—     7/7 

4-  21  —  129/? 

—  79 

4-  314-138/? 

—  624-176/? 

—  150 

4-  20—   12/? 
4-214—  79/? 

—  188 

4-  14—119/? 

—  1724-  32/? 

—  21 

673 

4-312 

4-110 

4-106 

4-146 

751 

—371 

—251 

4-299 

4-324 

823 

4-209 

4-189 

—  34 

—363 

829 
907 

—286—228/? 
4-  424-343/? 

4-2294-365/? 
—324—269/? 

4-1614-  20/? 
—426—101/? 

—103—157/? 
—  1984-  28/? 

J  > 


43 
277 


24-tr^ 
4— tr. 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  /?. 

Sic  sind  wirklich  für  folgende  Primzahlen  p: 

P  /(tr,) 

439     34-tr,4-2trj,4-3tr,^ 
673     4— trj4-  tr^ 


P 

751 
823 


24-3tPj 
24-3(r,4-4arj^ 


127 
199 


Ffir  die  übrigen  Primzahlen  p  sind  sie  ideal  und/'(tr|)  wirklich: 

/V|)        i     p        /\^,)  p  y\^i) 

84-  trj4-6tr,^         '         283     164-  w^-hSv^  —Sw^^  829     234-5^,4-1207^—1107,^ 

34-8oTj— 4a^j  433     10— 50^,4-70^,^  |         907       8—  tr,4-     tr^-t-16w,^ 


*)     Hier  ist  07,   völlig  bestimmt  darch  w^ui^^  =  tr,    (mud.  p)   oder   als  die  gemeinschaft-, 

liehe  Warzel  der  beiden  Congmenzensysteme : 

tr,  4-  OT,^  =      —  w^^  OT,  4-  oTy  =   —  w"!  (mod.  p). 

WjOy,^  =   3  —  wj  '  tr,OTy  =   —  w'^J    Vgl.  X  =  3  und  X  =  13. 

Die  Congmenzworzeln  mod.  p'  sind  in  die  Form  a  4-  &f>  gesetzt. 
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n  =  39 


tr. 


=  w'' 4- c«-*'' + 


V,  3.     ^  =  39/?i  —  4 ,  —  10  ; 


37; 


~(w*''-hc«""4-w"0» 


d.  h.  hier  reduciren  sich   die  primitiven  Perioden   auf  die  dreigliedrigen  Perioden 
der  13ten  Einheitswurzehi,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

29,     107,     113,     191,     263,     269,     347,     419,     503,     653,     659,     809,     887,     991, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren  als  die  bei  X  =  13,  p  zum  Exponenten  3 
gehörig,  welche  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig, 
2  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  39m  +  2,-7,4-11,  —  19; 


tr,  =  w'"  4-  w''"  4-  üa*''  4-  J«®''  4-  w^^''  4-  W^'"  4- 


U) 


-I4r 


üü 


llr 


^-^^r^^ir^^l0r_^_^-l9r^ 


also :     tTj  =  w    +  üü^   +  w*    4-  üa®    4-  w"  4-  w'"*  4-  w"  4-  w"  -h  w"  4-  w 
oETy  =  üy'  4-  w"  4-  w"  -h  w"  4-  w'*  4-  w''  4-  w^'  4-  w'*  4-  c«"  4-  w 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tr'  —  07  4-  10  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen: 


s 

35 


<«"  +  «."' , 


U) 


31 


o; 


"  . 


w*  =  —  10  4-  w^ , 

1 

OTy  =  4-  10  . 

Congruenzwurzeln  m 

od.  p\*) 

P                tTj 

P                   OTj 

P 

^1 

P                  tTj 

2       1—     p 

167       32—  16p 

449 

190—  63p 

743     1344-  50p 

11       4—  5p 

197       72—   36p 

461 

534-l68p 

761       684-372p 

41       9— 17p 

227       434-  64p 

479 

170—  68p 

773     341— 116p 

59     22— 29p 

293     114—  97p 

509 

1604-161p 

821     301— 410p 

71      124-  3p 

353     1464-149p 

557 

106— 206p 

839     130— 405p 

89     274-20p 

383       28—     7p 

587 

124—  31p 

929     2164-362p 

137     29— 65p 

401       90—  83p 

617 

2614-  14p 

947     302— 264p 

149     55— 74p 

431     193-+-208p 

683 

2674-283p 

977       774-249p 

•)  Der  Kürze  wegen  ist  tr  ^  ^  1  —  ar ,  (mod.  p)  weggelassen ;  tr ,  ist  auf  die  Form  a  4-  ^p 
gebracht,  wo  a  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  w'  —  tü4-10  =  0  (mod.  /)),  welche  >  Ound  •<  ^p 
(resp.  =s  i/)  für  p  =  2)  ist. 
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n  =  39 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  durchaus   ideal,    in   zweiter   Potenz   wirklich   und  /'(^^)   hat  überdiess  die 

Form  /(a,  tTj)  =  (f)(rrj  4- 1'"  <\>X^i)'    ^^'^    ^^K^i)  =  -^P' ^    ^^^^i^^)  =  ^P'     alsdann 
A'^;(üü,trj)  =  ;>*  (also  ohne  eine  complexe  Einheit  als  Factor).*) 


2  3—        tr 

11  6—     7t 

41  78-f.     5x 

5»  41+  33or 

71  134—  237- 

89  123+  35x 

137  277—   19t 

149  IfiG—  87t 

1G7  338—  2lT 

197  398—   llT 

227  283+  99t 

293  407+  9lT 

353  293+189T 

383  774—  55t 

401  74G+  63t 

431  C41+153T 


-  1-  T, 
+  19—  2Tj 
+  7+  22Tj 
+  103—  2Tj 
+  91+  22Tj 
+  149—  22Tj 
+  91—  74Tj 
+259—  2t, 
+  137+  74t, 
127+  94t. 


+389—  46Tj 
+401—  94t, 
+619—  20t, 
+331  +  10CT, 
+  29+218T, 
+703— 122t 


449  818— ICüT 

401  933—   3JT 

479  878+   SoT 

509  751  +  183T 

557  479+295T 

587  1182—    19t 

017  80+385T 

083  711+335T 

743  1G3+459T 

701  1538—  45t 

773  1378— 30lT 

821  481+473T 

839  1540+143T 

929  1249+377T 

947  1591+255T 

977  1973—  5lT 


+  017+122T 
+  379— 242t 
+  7+2C2T 
+  833— 142t 
+  977—  4Ct 
+  343+28CT 
—  941+214T 
+  1193—  94t 
+  1229+  74t 
+  497+362T 
+  1097+194T 
+  1423—  2t 
+  29+458T 
+  1507— 218t 
+  1433— 334t 
859— 506t 


VI,  2.     p  =^  39/n—  2, +  7,  —  11  ,  +  19; 


tr^  =  u;'-+u;-»'-+:..*'-+u;-*'-+>,.*«''+oü^''+u.-^*'"+u;-"''+x-^^''+>-^''+:.-^^''+D.^^'-  = 


—  w       , 


d.  h.   hier  reduciren   sich    die   primitiven   Perioden   auf  die   3ten  Einheitswurzeln 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  nämlich: 

7,        19,       37,       67,       97,     163,     193,     223,     241,     271,     331,     349,     379,     397,     409,     457, 
487,     613,     631,     643,     661,     691,     709,     739,     769,     787,     877, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren,  als  die  bei  >.  =  3 ,  j[?  =  3/;i  +  i ,  welche 
auch  hier  Primzahlen  sind. 


*)  Aus  Normen  =  2p  ergeben  sich  diese  Primfactoren  mittelst  dessen  von  2.  Auch  kann 
(vgl.  n  =  15)/][w,T,)  auf  die  Productform  4>(oc,)  ,  (1  +  w>';^(u;))  gebracht  werden,  indem  4»,(x,) 
=  *^(^i)-XM  gesetzt  Mrird. 
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71 


45 


1,     p  =  45/71+  1. 

24  primitive  Wuraeln,  deren  Gleichung: 


(M) 


24 


'M 


31 


oü^*  —  oü"  4-  to>^  —  w'  H-  1  =  0  , 


wodurch  aber,  oder  durch  die  beiden 


w'^4-cü"-f-l  =  0, 


u;"  4-  oy"  H-  Oü^®  +  c«®  +  1   =  0  , 


von    den   nichtprimitiven   Wurzeln   nur   die    9ten  Wurzeln   durch   die   primitiven 
ausgedrückt  werden  können  (und  zwar  durch  die  zweite). 

Congnienzwurzeln  mod.  p.*) 


P 

181 
271 
541 
631 
811 
991 


w 
4-  45 
4-  64 
4-265 
4-172 
4-371 
4-  66 


34 
4-  31 

—  105 

—  73 
—229 
4-392 


(JÜ 

4-  70 
—  123 
4-205 
4-281 
—274 
4-  59 


—  52 

—  132 
4-179 
—315 

—  178 
4-308 


4-  13 

—  47 

—  173 
4-  86 
—347 
—483 


—  20 

—  24 

—  93 

—  175 
4-112 
4-334 


.  1» 

ÜÜ 

44 

69 
27 
4-155 
4-304 
4-116 


—  11 
4-  80 
4-122 
158 
55 
—272 


'JÜ 


16 


—  12 

4-  41 
4-174 

—  176 
4-381 
4-404 


.  IT 

ÜJ 

3 

—  86 
4-125 
4-  16 
4-237 

—  93 


P 

181 
271 
541 
631 
811 
991 


—  79 
4-  44 

—  141 
4-  94 
4-  64 
4-211 


38 
4-  34 
—  7 
—294 
4-379 
—427 


4-  81 
4-  8 
—232 
—  88 
4-306 
—434 


36 

M 

m    m 

—  00 

—  117 
4-188 
4-  47 

—  38 
—418 


.  28 

—  60 
—104 
—264 
—276 
—219 
-341 


4-  15 
4-119 
—  171 
—147 
—149 
4-287 


,  31 

—  33 
—105 
4-102 

4-  4 
4-  59 
—470 


—  37 
4-  55 

—  20 
4-  57 

—  8 
—299 


4-  9 
4-  79 
—  64 
4-256 
4-210 
—278 


14 
-+-  98 

—  172 

—  22 
—201 
4-119 


P 

181 
271 
541 
631 
811 
991 


.  38 

87 
39 

—  136 
4-  2 
4-  41 

—  74 


.  41 

75 

—  130 

—  95 
4-128 

—  74 
4-  84 


4-  16 
4-  35 
4-237 
-f-  71 
—  85 
4-225 


—  4 

4-  72 
-+-  49 
4-223 
4-  94 

—  15 


P 

181 
271 


/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


1 
1 


—  ÜÜ    4-  to 


—  tf) 


(JÜ 


13 
17 


p 

/(<«) 

541 

!_,„•    _<„" 

631 

1  _  „»  +  „" 

p 

811 
991 


A^) 


1  +  o,^^  -  0," 
1  —  w*   4-  w" 


*)     Die  den  nichtprimitiven  Wurzeln  entsprechenden  Congnienzwurzeln  stehen  in  den  Tafeln 
fürfi=15,  X  =  9,  X  =  5,  X  =  3. 
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n  =  45 

II.     ;)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrijre  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.    j?  =  45/n  —  1 , 
woraus  die  12  primitiven  Perioden 


tr^  =  u'"  -+■  if 


-r 


tr. 


ür. 


tr 


tr 


tr 


16 


17 


tr 


19 


tr. 


1*  2»  4'  7»  J*  ^  11'  li  »  14' 

ohne  weiteres  sieh  ergeben,  deren  fundamentale  Relationen  unter  einander  und  zu 
den  niehtprimitiven  Perioden,  d.  h.  tr^^  (Perioden  erster  Art  der  löten  mit  Ein- 
schluös  derjenigen  der  5ten,  x^^.)  und  tr^^  (Perioden  der  9ten  Einheitswurzeln), 
während  x^^^  =  —  i  ist,  in  der  Formel  tr^tr^t  =  tr^^-^  +  tr^^.^j   enthalten  sind. 

Congruenzwurzeln  mod.  ;>.*) 


p 

89 

^1 
—  44 

—  24 

^4 

-h  40 

—  11 

^8 

—  4 

tr 
11 

—  27 

^13 

4-  16 

^14 

4-  30 

tr 

16 

4-  U 

tr 

17 

4-  8 

179 

—  12 

—  37 

—  65 

4-  86 

—  73 

4-  40 

-f-  Ot 

4-  55 

—  43 

—  20 

209 

H-  12 

—  127 

—  13 

4-  50 

—  102 

4-  79 

4-118 

4-  77 

—  89 

4-  9 

359 

—  1C8 

—  139 

—  67 

—  21 

4-179 

4-145 

—  156 

4-  80 

4-  88 

—  64 

449 

+  160 

-h  ö 

+  23 

4-192 

4-  78 

4-184 

—  143 

-h  44 

—204 

4-138 

719 

—  172 

4-103 

—  178 

—332 

4-  46 

—  293 

—310 

4-215 

—  43 

4-207 

809 

-4-314 

—  104 

4-297 

—268 

4-  26 

4-206 

—384 

—179 

—  135 

—321 

P 
89 

tr 

19 

—  13 

tr 

4-  15 

179 

4-  25 

—  13 

269 

—  66 

4-  52 

359 

—  78 

—  158 

449 

—207 

4-179 

719 

—  248 

—  286 

809 

4-216 

4-242 

*)     Hier  ist  x,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensystemc : 


X    4-  X      4-  X 

1  ^^       14  ^^       l« 


=  0 


XX     4-x     X     4-xx     ^^   —  3 

1     14  ^^       14       16  ^^       16     1     


X   X      X 
1      14      16 


X, 


X    4-  X    4-  X     -^  X        ^—   —  X 


'SjC^l   » 


X. 


X 


IT  .  »^„)    =  -  3  + 


X 


so 


S^(rr^  ,  tr^  ,  tr^,  ,  x^J  =         1  4-  2x,^ 

^1  ^8  ^17  ''lo   —        ^-^-^s-^so 


mod.  p. 


(Sf^  Summe  der   liioneu    der    beigesetzten   Elemente).  —  W^egen    der    Congruenzwurzeln    für   die    nii'ht 
primitiven  vgl.  >.  ==  5,  X  =  9  und  n  =  15. 
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n  =  45 
/(opj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 


P 
89 

179 
269 


1  -+-  tr^  4-  w^^ 

1  ^^       SS 

1  +  oPj  4-  tr^ 


P  A^i) 

359     1  +  2w^ 
449     2  —    tr     —  w 

so  SS 


P 

719     1 
809     1 


—  w 


8 


OT,  ,   4-  OT 


11 


19 


07   -f-  tr 

4  ^^       11 


07.    == 


07.    = 


w^  =  a»*  4-  w"'" 


w  4-  w"  I  oPj 

w*  4-  w^' ,  (F 


n,  2.     p  =  45m  4-  19  ; 
also  die  12  primitiven  or,  wofür  II(oTj) 

=  oü^  4-  ««'*  ,  OT^  =  w*  -4- 


31 


11 


07         =    (JÜ 
16 


16 


o; 


34 


W 


23 


CU 


OTj,  =  ci;"4-w", 


=  1, 


7     1         43 

07,  =  oy    4-  oy     , 


07 


36 


W 


36 


■«", 


tr      = 

14 


07^-    = 


28 


«"  4-  w" , 

u;"4-c«"; 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.h.  07^^  (Perioden  zweiter  Art  der  15ten,  mit  Einschluss  der  Perioden  der  5ten, 
07^^,    vne   in    I,  1.)    und    07^^  =  2w*''    (9te  Wurzeln    mit   Einschluss    der    3ten, 


ta7 


jj^  =  2ciü"''),  haben  folgende  Typen: 

07^     =    2c«;"  4-  tTj  ,  OT^tTj    =    tTj  4-  OTj^ 


tr  tr     =  2(jü    4-  or 

14  ^^33 


07  07      =    —  1  . 
18  » 

07j07j    ==    20Tg, 


07 


.30 


W  =    2üü       4-07,  0707  =s24-tI7       1 
1     11                            "^  **'8  »              1     26  ^^       18  ' 

w  w  =  2a;      4-  tr     .  w  w  =  tr    4-  07     : 

19  '^38'  1     18  1     "^       28  ' 


tr  tr      =  207 
1    10  11 


07  UJ       :^   2tr    l 

1     35  **9' 


07  ti7     ^^  tr    4"  (T     • 

17  8  ^^       26' 

=    t3t7     4-  07       , 
4  ^^       13  ' 


tr  t3t7 

13 


t3t7  tr      =  2tr 

1     15  16 


31 


242 


n  =  45 
Congruenzwurzeln  med.  p*) 


p 

tr 

V 

of. 

oc^. 

^u 

tr, , 

^ 

tr 

tr 

tr 

■ 

1 

'2 

4 

7 

8 

11 

13 

14 

16 

SS 

19 

4-  5 

—  9 

—  3 

—  7 

—  4 

+  8 

—   1 

+  1 

—  2 

—  6 

109 

—  40 

4-  42 

4-  53 

4-  47 

4-  30 

+  51 

+  18 

+  6 

—  13 

+  37 

199 

—  71 

—  91 

4-  36 

—  16 

—  14 

—  87 

—  79 

—  68 

+  35 

—  94 

379 

-+-104 

—  26 

—  2 

-132 

—  164 

—  89 

+  42 

+  9 

—102 

—  189 

739 

—292 

—  171 

—326 

—260 

4-205 

—  54 

—  47 

—283 

—  121 

—  34 

829 

4-  19 

—  37 

-f-  93 

4-  87 

-♦-349 

—  162 

+  98 

—313 

—  112 

—312 

919 

• 

-+-243 

4-  4 

—  13 

—  380 

P 
19 
109 
199 
379 
739 
829 
919 

-f-208 

^26 

-f-  7 
4-  52 
—  44 
4-  80 
+337 
—354 
+271 

+341 

S8 

+  8 
+  44 
+  95 
+  90 
+307 

—  185 

—  78 

+458 

+307 

—230 

—212 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(^,) 

19 

1+«^13 

109 
199 
379 

l+aT^,+aT„-tr,3 
1+tr^  -^14-^21 

1 — tP   — -tF 

11     J8 

p 

739 
829 


l+ar^+tirg-(r„+tr,^+tr„ 

l+tr^+tTy-tTg  +trjg-tü,g 


919     l+tTj— tr^— 


tr. 


■tu    — tr 

IJ  «6 


*)     Hier  ist  tVj   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzensysteme : 


w 


w 


98     — 


tv  tr 

1     18 


«Tj+W^+Wjg  =i    0 

tr  tr  +tr  tF    +    tr    =  0 
1    4^^    4    is^^i«    1    — 


14      1«  J  ^^       Jl 


'    mod.  p. 


Vgl.  X  ^  3,  5,  9  und  n  =3  1 5.     Übrigens   ist  tr ,    auch   vOllig   bestimmt  durch  die  lineare  Congnient 
=  v^  oder  tr,w**  "=.  w^  (mod.  p). 


tv  jU* 


OP^    =    tb' 


U) 


243" 

n  =  45 
II,  S.     p  =  45m  —  19  ; 
"^''',    also   die  12  primitiven  tr,  wofür  II(!r)  =  i, 


(T    ==  to      4-  o.' 


»6 


11 


11 


U) 


16 


j  =  tt.-'*    -h  «^  ,  tr^  =  oü*    4- 


Oü 


14 


w^  =  üt'*    +  u;" 


13 


==  u;"  4-  u;" 


^29  =  "^"  +  ">" 


OTjj  =  oy"  4-  w"  , 


tr 


19 


a- 


tr      =  tJt' 

38 


19 


38 


W 


44 


u; 


.". 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  der  9ten  (pj^r^  während  w^^^  ==  — .  i)  und  der  5ten  Ein- 
heitswurzeln (cp,^  =  —  w"''  und  (Fg^  =  2'jj^'')  haben  folgende  Typen: 


27 


w{  =  2a;"4-tr^, 


18 


tr,a7„  =  2w    4-  ot^ 


18 


29 


W 


36 


TT      =  2w     4-  OT     : 

1     10  ^^       11  ' 


^1^2    =    —  f*'       "^  ^8  » 
1     19  '         20  ' 


tr 


13 


19  9 


1«^4    =    -  1  +  ^5  » 


^1^5  =  -  tt;'"  4-  tTj^  , 


1      24  10  ' 


19 

2tr 

*10  ' 

^1^18 

=    207        . 
19 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P.*) 

p 

71 

W 
1 

—     6 

tr 

2 
—       1 

°^4 

—     9 

^8 

4-  31 

tr 
11 

—     5 

tF 
13 

4-  26 

^17 

+  13 

tr 

19 

—     8 

w 

22 

—  12 

^29 

+   17 

251 

—  70 

4-  84 

4-  53 

4-112 

—  46 

—  35 

4-106 

—  19 

4-  61 

—  34 

431 

4-  56 

-  71 

—  79 

4-148 

4-122 

—  101 

+  31 

—  72 

4-  40 

4-151 

521 

—  45 

—  49 

—254 

4-225 

—  183 

—  98 

—106 

4-     9 

4-155 

4-245 

701 

—234 

4-204 

4-  30 

4-  21 

+  21 

—100 

—  70 

4-204 

—134 

-234 

881 

+  34 

—332 

—437 

—253 

-+-     5 

-f-  57 

4-  33 

—116 

4-299 

—328 

971 

—427 

4-  70 

—448 

4-  43 

—223 

4-262 

4-404 

—  118 

—474 

—405 

p 

71 
251 
431 
521 
701 
881 
971 


tr 

31 
11 

4-116 
—178 
4-228 
4-213 
—  39 
—321 


38 
14 

—  77 

—  47 

—  127 
4-  79 
4-196 
—305 


*)     Hier  ist  gTj   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


^i"+"^ii+^si 


=  0 


w 


w    4-'tiT    tu    4-tF    tr     ^^^  —  3i/L' 

1     11^^     11     31^^     31     1     


27] 


tr  4-tr  4-tr    4-tr  _   ^^  '— 

l^^     8^^     19^^     17    — 


ocr 


tÄT  tJC      tXT 
l     11     31 


18 


w^  1  tr 


19 


10 


tr»  ,  tu 


19 


,  o^ir)  =  24- 
,trj,)  =  l-3tr,, 


tr  tr  BT    otT  _   -^^  D"^  txy    4~3 

1     8     19     17     10  '^ 


tr 


20 


I 


mod.  p. 


(Sammenzeichen  S^    wie   oben).     Vgl.  Congruenzwurzeln   bei    X  =  5  und  X  =  9.  —    Übrigens  ist  tr  | 
auch  Töllig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tTjv'*  -:=  — tTj^  oder  tUjw'  ^  -f-^io  (mo<i«  P)« 

31* 


244 


p 

A««,; 

71 

1+T, 

251 

1  4-  TT^  —  u;9 

431 

1  -  tr^  4-  tTj, 

n  =  45 
/(tTj),  Priinfactoren  der  Primzahlen  p,*) 

P  A^i)  j         i> 


A^i) 


521      l+a7^g-h2ar" 
701  tr^    -    tr,g 


881 
971 


1 
1 


tr     -4-  CT 

1     ^^17 


4-acT,,  +  (r 


17 


29 


III.     ^;  zum  Exponenten  3  gehörig. 
8  dreigliedrige  Perioden: 

p  =  45/H  —  14  ,  -H  16  ;         tr^  =  w»"  +  üu"^*'"  4-  u;^*''  =  0  , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  w,  während  die  nichtprimitiven  w^^  =  3»*'' 
auf  die  löten  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  p,  nämlich: 

31,       61,     151,     211,     241,     331,     421,     571,     601,     661,     691,     751 

keine  anderen  Primfactoren,  als  die  bei  n  =  15,  j?  =  I5m-hi,  welche  auch  in 
Beziehung  auf  45  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  \.     p  =  45/«  +  8,  H-  17  ; 


or^  =  üü''  -f-  üü  *"  4- 


8r    ,     ..19r 


ö.' 


M 


nr 


also  die  6  primitiven,  wofür  Il(or)  =  19, 


X.    = 


tr.  = 


tr..  = 


13 


X,  =  iü*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  , 


tr     =^  Ji' 

7 


11 


.43 


36      .      .SV      ,      .    44 


tr,-  =  Ol'*"  4-  w*""  4-  OL'"  4-  oy"  ; 

!0  ' 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.den  viergliedrigen  der  löten  itr^,.,  und  den  zweigliedrigen  der  9ten  Einheits- 
wurzeln  ^.^^  =  2^5^  (während  tr^^^  =  —  1 ,    tr^^^  =  —  2  ist),  haben  folgende  Typen: 

tp     =  —  2  -4-  tr     -4-  tr   ,  tr  tr     =   1  4-  tr     ■+-  tr    .  o*  tr     =  2  —  4-tr     -4-  tr    . 

^i^is  =  3  —  ^tTj^  ;  XjOT,  =  —  io'j  4-  fr^^  4-  tr^ ;         x^tr^  =  2a7,  4-  2tP^,  . 

tüjtPj^  —  —  2  4-  2tr, . 


•)     Hier  ist    2äy*''  fÖr  «»  ^  gesetzt. 
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n  =  45 

V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  tr,  während  die  nichtprimitiven 
oTj^  =  3(u;""-f- c*)'*'*)  auf  die  zweigliedrigen  Perioden  erster  Art  der  löten  Einheits- 
wurzeln   sich    reduciren;    daher    haben    die    hierher    gehörigen    Primzahlen   pj 
nämlich : 

29,     50,     140,     230,     389,     410,     479,     509,     599,     659,     839,     929 

keine    anderen  Primfactoren    als   die  der  Primzahlen  p  =  I5m— l  (vgl.  n  =*  15), 
die  auch  hier  complexe  Primzahlen  sind. 


V,  2.     jp  =  45m  -i-  4  ,  —  11  ;     tr^  =  om''  -f-  ö/''  +  u^^''  +  w"''  -f-  w"^*''  -h  w"'*''  =  0  , 

wie  zuvor,  während  die  nichtprimitiven  w^^  =  3(üu'''4- üü^'O  auf  die  zweigliedrigen 
Perioden  zweiter  Art  der  15ten  Einheitswurzeln  zurückkommen,  wesshalb  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen  j?,  nämlich: 

79,     139,     229,     349,     409,     439,     499,     619,     709,     769,     859 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  j)  =  l5/?n-4  (vgl.  n  =  15)  haben. 


V,  3.     p  =  45m -4, +  11,     tr^  ==  t./ +  t^-*'' +  ül"'"  +  w"^^'" -h  o;-'*'"  +  w"''  =  0, 

wie  zuvor,  während  die  nichtprimitiven  tr^^  =  u;"*  +  w''''  =  —  3ci>"''  auf  die  öten 
Einheitswurzeln  zurilckkommen,  wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  |>, 
nämlich : 

11,     41,     101,     131,     191,     281,     311,     401,     461,     491,     641,     761,     821,     911,     941, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  Primzahlen  p  ==  öm  -h  l 
(vgl.  \  =  5). 
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VI.     2^  zum  Exponenten   12  gehörig. 
2  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwai*  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  45m  -H  2  ,  —  7  ,  —  13  ,  —  22  ; 

d.  h.  die  primitiven  w  verschwinden  auch  hier,  während  die  nichtpriinitiven 
(Tj^  =  3(oy''"  +  w®'"  4- w"'"  H- oy'*'*)  auf  die  viergliedrigen  Perioden  der  löten  Einheits- 
wurzeln   sich    reduciren;    daher    haben    die    hierher    gehörigen    Primzahlen   pj 
nämlich : 

2,       23,       47,       83,     113,     137,     167,     173,     227,     257,     263,     293,     317,     347,     353, 
383,     443,     563,     587,     617,     653,     677,     743,     797,     857,     887,     947,     977,     983, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  4  gehörigen  Primzahlen  p 
bei  n  =  15,  welche  auch  in  Beziehung  auf  45  te  Einheitswurzeln  complexe 
Primzahlen  sind. 


VI,  2.     p  =  45m  —  2  ,  +  7  ,  +  13  ,  +  22  ; 

wie  zuvor,  während  die  nichtprimitiven,  tr,^  =  3(üü''' +  w^-**  +  oy"*" -f- w'^'')  =  —  3oy"'', 
auf  die  3ten  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  pj  nämlich: 

7,       13,       43,       67,       97,     103,     157,     193,     223,     277,     283,     313,     337,     367,     373, 
457,     463,     547,     607,     643,     673,     727,     733,     787,     823,     853,     877,     907,     967,     997, 

auch  hier  keine   anderen   Primfactoren  als  die  jp  ==  3m  -f- 1  (vgl.  X  =  3). 
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71  =  51 
I.     jy  =  51m  -h  1. 

32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


— 'j'    -f-(f'    — >■    -f-uc     — Öl'    4-:*.  — 'j 


wodurch,  oder  durch  die  beiden  Gleichungen: 


w^*  -h  tt^'  4-1=0, 


Ä'    4-a.'    4-w    4-ii     4->     4-^     4-J«^    4-1«'    4->     4-w    4-^'^     4-^'    -r-j^    4-J'^  4-£«  4-tr  4-1   =  0, 

die  nichtprimitiven,    d.  h.  die    17ten  und  3ten  Einheitswurzeln,  durch  die  primi- 
tiven sich  ausdrücken  lassen. 


P 
103 

307 
409 
613 
919 


4-  36 
4-101 
4-184 
4-100 
—     6 


(f. 

—  43 
4-  70 

—  91 
4-192 
4-  36 


Congruenzwurzeln  mod.  /).*) 


Ul 


—  5 

—  12 
4-101 
4-  84 
4-377 


bü 


26 
4-  IG 
4-179 
—  172 
—424 


15 

—  108 
4-  71 

—  3 
4-359 


4-  25 
4-144 
—  24 
—300 
—316 


—  45 

—  51 
4-139 
4-  22 

—  348 


4-  28 
4-  68 
—  191 
—252 
4-250 


4-  32 

—  152 
4-204 
4-  43 

—  190 


4-  19 
2 

-M33 
4-  9 
4-221 


P 

103 
307 
409 
613 
919 


4-  7 

—  140 
4-167 

—  111 
—315 


—  21 

—  32 

4-  85 
4-201 
34 


.  20 

Ul' 

—  35 
4-145 
4-  98 

—  129 
—204 


.  5*> 

Ol' 

—  40 

4-  19 
4-  80 
—248 
4-  8 


.  33 

2 
4-  77 

—  4 

—  280 

—  48 


4-  17 

—  136 

—  45 

4-184 
4-110 


OL'" 

—  6 
4-  79 

—  100 
4-  10 
4-259 


—  51 
4-  4 
4-102 
4-  81 
4-134 


4-  18 
4-  97 
—  46 
4-131 
4-115 


4-  50 
4-  36 
4-  96 
4-  19 
—455 


P 

103 
307 
409 
613 
919 


SS 

üi- 
4-  49 

—  48 
77 
61 

—  27 


3S 

—  44 

—  125 

—  120 

—  143 
4-318 


4-  38 
4-153 

—  123 

—  68 
4-420 


29 
4-103 

—  137 

—  57 
4-237 


—  11 
4-149 
4-197 
4-  90 
4-261 


16 
6 

—  153 

—  195 
272 


4-  33 
4-113 
4-  17 
—  47 
—317 


OL** 

—  48 
4-  54 

—  144 
4-204 

64 


.  46 

OL' 

4 

96 
16 
—  64 
—453 


OL' 

4-  41 
-128 
4-  81 
—270 
—  39 


P 

103 
307 
409 
613 
919 


OL*' 

—  12 

—  57 

—  9 
4-265 
4-434 


—  20 
4-  76 

—  20 
4-141 
4-153 


*)     Für  die  niohtprimiriveii  Wurzeln  stehen  die  Congruenzwurzeln  in  >.  =  3  und  X  =s  17. 
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Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Sie  sind  sämmtlicli  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich,  wie  folgende  Normen  zeigen: 

JV(1  —  tt)^*  -4-  oü")  =  307  .  103  ,  N(i  —  CO*  4-  w*)  =  107  .  409  , 

N(l  4-  w"  —  w*'^)  =  613  .  103  ;  N(i^  +  ti^  —  Ä^^)  =  919  .  67  , 

N(2  H-  ^J  =  103  .  13  .  N{A,  +  AJ  =  103'  ♦)  ; 

femer:  iV'(n-a,»-a;»«)  =  N(i  -  oü"  +  «*')  «-  307' , 

N(l  —  («;•*  —  w")  ==  919  .  3469  U.  8.  W. 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

n,  1.    j?  =  51m— 1;  w^  =  w»* +  «;"'■, 

woraus  die  16  primitiven 

^1»       ^«»       ^4»       ^5»       ^r»       ^8»      "^10»      "^11'      ^IS'      ^14»       ^16'       ^19»       ^30»       "^»5»       ^JS  '       ^25 

ohne  weiteres  sich  ergeben,  sammt  ihren  fundamentalen  Relationen  unter  einander 
und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  zweigliedrigen  der  17ten  Einheitswurzeln  w^^ 
(während  w^^^  =  —  i  ist),  gemäss  der  Formel  w^wj^  •=  w^^^  •+-  or^^^ . 

Congruenzwurzeln  mod.  jp.**) 

P  W^  tr,  tr^  OTj  Wj  tTg  tTj^  OTjj  w^,  Wj^  tüjg 

101  —  6  +34  -+-  43  -f-41  —  24  +29  —  38  —26  —  27  —  32  +31 
599       +60       +35       +205       +80       +251       —224       —219       +42       —109     —117       —217 


P  w  w  www 

^  19  30  23  31  35 

101  +50  +28  —  33       +12       +  20 

599  —250  +113  +235       —56       +172 


*)  In  diesen  3  Normen  sind  ^  die  zweigliedrigen  Perioden  der  zweiten  Art  (II,  2.)) 
^j  die  viergliedrigen  der  ersten  Art  (III,  1.);  aber  die  achtgliedrigen  der  ersten  Art  (IV,  1.),  aas 
welchen  jene  beiden  wieder  bestehen,  oder  die  ihnen  entsprechende  Form  4ten  Grades,  scheint  die 
Quelle  aller  Idealitäten  bei  n  =  51  zu  sein. 

**)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensystems : 
tTj  +  (Fjg   =  tr^g  ,         ar^tr^^  =   -14.^^^     (mod.  p). 

VgL    X  =  17,  II,    wo  1^^  ,     t,^  ,     n^,     »j,  ,     ri^y     >7j ,     »7^  ,     vj^     resp.,  was  hier  w^  ,     tr^  , 

^31  '       ^13  '       ^15  '       ^6  »       ^18  • 

32 


w 


24 


) 
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n=«  51 
/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Ay^or^)  = 
P  A^i)  i         P         A^i) 

101        1  —  tt^u  +  tTj,  1         590     1  —  tr^  —  w^^ 


—  v. 


TT,     = 


OP.    =    M^ 


c«^  -4-  w"  , 


ou 


I6r 


II,  2,     p  =  blm-h  16; 
also  die  16  primitiven  w,  wofQr  U(rr) 


'JÜ 


'jj 


10 


07.    =    Cü*  +  C^J 


33 


36 


=  u>*  +  u;"  , 


tr.  = 


1, 


IT..     =    W 


II 


11 


(JÜ 


33 


OT.  .     =    W 


14 


14 


(U 


30 


tXf 


19 


tl 


OU 


19 


U) 


49 


38 


■«"  +  <«" . 


tr 


c«"  +  u,", 


CT         =    tu 
34 


35 


W 


SO 


3& 


W         = 
88 


TT 


38 


tr 


41 


(.;"-+- u;*^ 


w^  +  oü**; 


unter  ihren  fundamentalen  Uelationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  tr^^  (zweigliedrigen  der  17ten  Einheitswurzeln  wie  in  II,  l.)  und 
w^jy  =  2iü"'"  (3ten  Einhcitswurzeln),  sind  die  folgenden  typisch: 


< 

=  20)" 

+  tr,. 

^1 

nj         ESS     fl[T 

3                  3 

■+-'^18' 

tr, 

w    ^  tr   4-  tr 

14                  5  ^^       14  » 

1     15 

-  2  +  1 

"^15  5 

«'i 

0?       s^    07 
1                  4 

4-tr^3, 

«•i 

tr      = 

18 

2w"  4-  tüj, 

• 

tr.tr, , 

=*  2«»,. 

% 

ar.tr,     =  2üj^ 

m 

1     17 

18 

7 

i 

84                      35 

Congruenzwurzeln 

mod. 

!>•*) 

p 

tr. 

tr« 

tr. 

tJT, 

tr. 

^- 

tr,. 

tr, . 

tr,. 

tr  . 

1 

9 

4 

5 

7 

8 

11 

14 

19 

33 

67 

4-  10 

—  25 

+  15 

—     2 

—     3 

4-  33 

4-     4 

4-  18 

4-  12 

4-     9 

271 

+  43 

—  104 

+  34 

—  42 

—  75 

4-  16 

4-  11 

—  122 

4-  69 

—  92 

373 

-hin 

—  183 

4-116 

—  35 

—  70 

—  167 

—  143 

—  144 

—  125 

4-131 

577 

—217 

—  74 

4-134 

4-152 

—  125 

4-220 

—214 

-1-197 

—  183 

4-  64 

883 

-4-  33 

H-415 

—  167 

4-338 

4-130 

—  158 

4-  33 

+332 

4-341 

—     1 

p 

tr.. 

tu 

tr. 

tr.. 

tr.^ 

tr.. 

€ 

35 

38 

31 

35 

38 

41 

67 

4-  19 

—   18 

—   14 

—  32 

4-  19 

4-  23 

271 

—  94 

4-  37 

4-107 

4-108 

4-  98 

4-     7 

373 

—  57 

4-  45 

4-134 

4-  70 

4-137 

4-181 

577 

4-123 

4-     1 

—  160 

4-278 

4-174 

4-208 

883 

—266 

-358 

—257 

4-325 

—  66 

4-210 

*)     Hier  ist  tTj  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Congruenzensjstems 
?r    4-  tr      =■  —  tr     .  tr  tr       ^=  2  4-  tr        (mod.  p.) 

*|-T-««'jj    **  18  *  1     35     ^^15       ^  '^  ' 

und  eines  zweiten  Ton  8  Orngmenzen,  deren  erste 

tr^  4-  tr^  -4-  tTy  4-  of,,  -4-  tr^^  4-  of^j  -4-  «?„  -+-  v^^  ^  —  w**     (mod.  p). 
Übrigens    ist    o?,    auch    Tollständig    bestimmt    durch   die   lineare  Congnienz  or,w^^  =  ^is* 
X  =  3  und  X  =  17. 


-    Vgl. 
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y^iTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  haben  die  zwei  letzten  der  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 
/>  =  577 ,        J{rr^)  =  l—w^^;  ;)  =  883 ,        /(tr^)  =   1+  tr^,  . 

Die  Primfactoren  der  übrigen  sind  ideal,  in  5 ter  Potenz  wirklich  (vgl.  I.), 
gemäss  den  Normen:  N(i  —  Wj  —  orj  =  271 .  67 ,       N(S  —  ^r^  +  ^^J  =  373  .  13  *) 

n,  3.     p  =  51//1  —  16  ;  07^  =  w''  +  w-"''  =  —  w"  , 

d.  h.  hier   reduciren    sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  17tcn  Einheitswurzeln, 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  j?,  nämlich: 

137,     239,     443,     647,     953 

keine  anderen  Primfactoren  haben,  als  die  Primzahlen  p  ==  l7/n  +  l  (vgl.  X  =  17), 
welche  auch  in  Beziehung  auf  51  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
8  viergliedrige'  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen : 

III,  1.     j?  =  51^  +  4,-4-13; 
w^  ==  te;'*  +  oy*'' +  01'"'^  4- w"'' ,    also  die  8  primitiven,  wofilr  n(tr)  =  l, 

(Tj  =  w     4-cü*'  -4-w^^ +  w",  tTj  ==  w*    -Hoü'    4-to"4-w", 

(Tj  =  w*    4-  (jü^^  4-  w",+  oü"  ,  tTy  ==  to^   4-  cü'*  4-  w^®  4-  w*®  , 

07^^  =  o;"  4-  oü**  4-  w"  4-  w"  ,  «r^,  =  uj^*  4-  o;"  4-  o;*'  4-  c«"  , 

aT„  =  oü"  4-  c"  4-  c.'*'  4-  c"  ,  aT„  =  w''  4-  u;"  4-  o.*"  4-  o;*' ; 

ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  viergliedrigen  rp^^  der  17ten  und  den  3ten  Einheitswurzeln  w^^^  =  4üy^''', 
haben  folgende  Typen: 

«fj   =  4u;^'  4-  Wj  4-  2aT^  ,  rr^rr^  =  —  1  ,  w^tTj   =  —  1  _  tr^  4-  «r^g  , 

IT 
(TjOTy    =    TTj  4-  Wj  4-  2Wjj  ,  ^1^19    =    —  W       I  ^I^IJ    =    ^  +  2°^8  +  «^9  ; 

OTjtr,  =  2trj  4-  tr^  4-  tr^,  ,  rr^w^  =  —  w**  ,  ^i^^jg  ~  ^^**  "+"  «"19  +  ^oc,,  ; 

*^l     IT  18»  1     S4  85 


*)     Hier  sind  ^    die   viergliedrigen  Perioden  der   ersten   Art  (III,  1.);   man   vergleiche   die 
obige  Bemerkung  bei  I  und  unten  bei  IV,  I.  —  Weitere  Normen: 

N(w^^  4-  w„)  ==  67  .  13'  ,  A'(l  -  tFy  4-  tr,,)  =  16  .  67  ,  N(l  -  tr^  -  tr„)  =  67«  , 

N(w^  4-  w,j)  =  N(l  —  tTjj  4-  tTj  J  =  16  .  373     a.  s,  w. 

32* 
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n  =  51 
Congnienzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

13 

tr 
1 

—     1 

«^2 

4-     1 

w 
i 

—     5 

—     5 

tr 
11 

—     2 

tr 
1» 

—     4 

tr 
—     6 

tr 

IS 

—     3 

157 

4-  34 

4-  60 

—  54 

4-  32 

4-  70 

4-     5 

4-  74 

—  63 

421 

+128 

4-148 

4-  79 

—  16 

—  85 

4-  13 

—  104 

—  162 

463 

—  99 

-159 

—  155 

—230 

—  33 

—  98 

—   14 

—  137 

523 

4-  83 

4-  63 

4-155 

—  27 

-f-  78 

4-119 

—  114 

4-167 

727 

—357 

—112 

4-     5 

—291 

—347 

4-323 

H-  44 

4-     9 

769 

4-284 

4-176 

4-205 

4-  15 

4-  17 

4-291 

—  181 

—  37 

829 

—347 

—  43 

4-288 

—308 

—  155 

—401 

4-353 

—215 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  ist  nur  der  Factor  ß,v^)  =  l  4-  w,  4-  w„  -f-  tr,,  von  p  =  421 .     Die  übrigen 
sind  ideal  und  in  5ter  Potenz  wirklich,  gemäss  folgender 

Normen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen  in  ^ . 

A^(l  4-  OTj)  =«  N(l  —  tTj)  =  4  .  13  ,  N{1  —  tüj  —  tüj)  =  13  .  157  , 

iV(w"  —  tF,  4-  tüjg)  =  13  .  463  ,        AV,  -  0^,8  4-  ar^^,)  =  4  .  523  , 


JVr(l  -  w^^  -  tr„)  ==  4  .  727  , 
iV(2  —  tr,  —  tiTy  —  tiTjj)  =  13  .  829  . 


N{1  —  w"  4-  2tr„)  =  13  .  769  , 

Vgl.  Bemerkung  bei  I.  und  bei  IV,  l. 


*)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Congmenzensystems 
tr,  4-  W--  ^  —  w,.  ,       w,w,.  =  4  4-  2ar.  4-  w^     (mod.  p)  nnd  eines  zweiten  von  4  Congmenzen, 

]  ••  Is  X     SS  •  9  ^^ 

deren  erste  or,4-t»y4-tiT,,4-tiT,,  =  —  «•*  (mod.  p).     Übrigens  ist  tr,   aach  völlig  bestimmt  durch 
die   lineare    Congmenz  tr,«»'  ^  ar,,  (mod.  p).      Vgl.  X  «  3    und   Xs=17,    wo  fi^,   »iii   »Ijint» 


was  hier  0*1 ,  tr,,  w 


•  > 


tr 


18 


(resp.). 
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n  =  51 
in,  2.     |>  =  51m  — 4,  — 13; 
w'' 4- w"*'*  +  cü"'' -4- w"^**' ,    also  die  8  primitiven  Perioden,  wofür  n(w)  =  l03, 

tr,  =  w*    4- oü*«  4- oy"  4- oü"  , 
07^  ==  fiü*    4-  w"  4-  w"  4-  üü*"  ,  Wj  =  w*    4-  Oü"  4-  ou"  4-  w"  , 

07^  =  to>'   4-  w"  4-  w"  4-  w*'  , 

07, 


07^  =  w     -I-  w*'  4-  w"  4-  w" 


07^  =  u>^    4-  u;"  4-  w"  4-  «" 


07j^  =  w"  4-  w**  4-  w"  4-  w"  , 


-,    ,..2« 


»8 


w     4-  w     4-  w     4-  w 


ihre  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden 
d.  h.  den  viergliedrigen  Perioden  w^^  der  17ten  Einheitswurzeln  (wie  in  IV,  i.), 
während  07^^^  =  —  2  ist,  haben  folgende  Typen : 


tr. 


—  2  4-  2o7j  4-  w,  ,     ^^rr^  =  Wj  4-  tr^^  4-  tr^  4-  --,,  , 


VJ. 


tr  tr    =5  4  —  tr. 


tF 


9  ' 


Of  07 

«=  207^4- 

•  tFj  4-  tFj 

18'        ''l^«    =    "" 

«7j  4-  07,  4 

-^14» 

tr  ti7 

19 

-  tr^- 

htrj4- 

1     18 

=  —  2  4-  «Tj  4-  207^^  . 

* 

Congruenzwurzeln 

L  mod. 

P-*) 

P 
47 

—  13 

«^3 

4-  16 

«^4 

—   17 

«^5 

4-  14 

«^7 

—  15 

*8 

—     5 

«^14 

—  21 

tr 

^28 

—     5 

89 

4-  10 

4-  23 

—  39 

4-     8 

—  26 

4-  20 

—     3 

4-     8 

149 

4-  36 

—  53 

4-  40 

4-     9 

4-  32 

47 

—  14 

—     2 

191 

—  43 

—  23 

4-  64 

4-  61 

—  88 

—  68 

—  43 

—  50 

251 

4-  64 

4-  78 

4-  97 

—     3 

4-     6 

4-  45 

4-  89 

—  114 

293 

—  44 

—135 

—  72 

—  70 

4-  17 

—110 

4-  59 

4-  63 

353 

—  33 

4-146 

4-107 

—     7 

4-175 

—  84 

4-  64 

—  14 

557 

—  130 

—233 

—  160 

—  241 

—  87 

4-112 

—250 

—  124 

• 

599 

—     9 

—  25 

—216 

4-298 

—240 

—172 

4-247 

4-118 

659 

—  79 

4-184 

—307 

4-  57 

4-  96 

—114 

—  121 

4-285 

701 

4-  29 

4-  96 

4-227 

—200 

4-160 

4-312 

4-177 

—  99 

761 

4-  98 

4-  62 

4-174 

—  29 

—  181 

4-187 

—177 

—  133 

863 

—  26 

4-428 

4-375 

—215 

—103 

—292 

4-  90 

—256 

*)     Hier  ist  tz7j   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 


07^  4-  OT^    =    --  tX7^, 


tI7 


jtü^  =  4  —  oPj  4-  t3i7^     (mod.  p). 
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Die  Primfactoreu  dor  Primzahlen  p 

sind  alle  wirklich,  aber  von  der  Fonn/(t#' ,  w^) ,  so  dass  iV^/U  ,  Xj)  =  p''  ist.*)    Dass 
alle  in  dieser  Hinsieht  sich  gleichstehen,  folgt  aus  nachstehenden 

Nonnen  zusammengesetzter  complexer  Zahlen  in  ^ . 

AV^  -  x^  -H  tr^^)  r=  47  .  8J) ,  AV«  —  ^«  —  «-.j»)  =  ^^  •  l-*9  » 

.V(2  -4-  X,  -  r,^)  =  47  .  101  ,  jS\2rr^  -h  tr^)  =  47  .  251  , 

iV(2  -4-  T,  —  5F J  =  47  .  2i)3  ,  A\2y.  —  tr..  J  =  89  .  353  , 

iV(3  -+-  (T,  -+-  tr^,)  ==  47  .  557  ,  A'(4  -0-^-4-  tr.^,)  =  141> .  599  , 

uV(2x^  +  ir^)  =  47  .  659  ,  i\\^  +  t^  +  tr..^)  =  47  .  701  , 

NlT^  —  rr^^)  =  47  .  7G1  ,  N{2  -+-  x..  +  2Tj)  =  89  .  8G3  . 

Ferner  hat  man:      AV)  ■=  103 ,       N(\  -+-  x)  =  307 ,        N{i  —  x)  =  C7  ; 

AV,  -  ^,,)  =  3i47  ;         A'(x,  -  ^,«)  =   17  .  47  ,         A'(2  -+-  x^,)  =   17  .  149  , 
A'(Xj  —  x^^)  =   17  .  89  ,         AVj  —  Xj^)  =-•    17  .  191      u.  S.  W. 


•)  Dicdn  folgt  ans  der  Norm  N(l  —  Xj — ^^-h'^^)  =  47',  mit  den  Congnienz wurzeln 
mod.  47':  gibt  man  denselben  die  Form  a-^bpy  8o  stehen  die  AVerthe  von  a  oben,  und  die  von  6 
sind  für: 


=  47     l   ^^         ^'       ^*        ^»  ""' 

1—11     —20     +7     —18     —2: 


i  1      ,.  «'^     +7     —18     —23     +23     —19     -4-15 


und     (     ""'  ""«  ^»  "^i» 

\7— lOp     20-4- 


X  X 

9  ] 

lOp     20-4-8/>     — 11— 3jD     — 17-f-5/? 
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IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 


IV,  1,    p  =  bim  -4-  2  ,  -h  8  ,  —  19  ,  —  25  ; 


m    =  w»*  -I-  u"'  -I-  u)*"  4-  a,'"'  -I-  oü*""  -+-  (*} 


«r 


8r 


-19r  _i    ..13r  _,    , 
-t-  oy        -r  Oü 


-25r 


also: 


te; 


11 


.23 


«4 


37 


.28 


.46 


.41 


,^  =  w"  +  w"  4-  w"  4-  c«"  4-  w'*  +  w"  4-  w*^  4-  w 


.31 


W 


19 


> 

=  t«i9  +  oü"  4-  c«"  4-  w*^  +  w*'  4-  oü*'  4- ««''  4-  w"  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  tr'  4-  lltr'  4-  tr  4-  52  =  0  ; 

mit  den  fiindamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  achtgliedrigen  w^^  der  17ten  Einheitswurzeln  (während  w^^^  =  —4  ist): 

tr}  =  —  6  4-  tr^  4-  2trj  ,  tr^tr^  =  Str^  4-  tr^  4-  tr^j  ,         ^i^n  =  ^tr^  4-  tr^^  4-  tr^^  , 

w  w      =  84-tr:  trtr=24-tr— tu.  trtr=— 3-4-  2tXT     4-  tr 


Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


p 

2 

«^1 
0 

«^5 

1 

^11 
1 

tr 

19 
1 

P 
461 

«^1 
—  135 

w 
i 

—  37 

w 
11 

—  72 

tr 

19 

—  216 

53 

4-  2 

4-  4 

—  14 

+  9 

467 

4-  58 

—212 

—  10 

4-165 

59 

—  2 

4-  6 

—  21 

4-  18 

491 

4-  79 

4-138 

4-148 

4-127 

83 

4-  7 

4-24 

4-  23 

4-  30 

563 

—238 

—269 

4-222 

—  277 

179 

—  17 

—23 

—  59 

—  79 

569 

—  164 

—  123 

+  56 

4-232 

257 

—  9 

4-48 

4-116 

4-103 

587 

—188 

+159 

—207 

4-237 

263 

—37 

—83 

4-  51 

4-  70 

593 

—  181 

-130 

+  96 

4-216 

281 

—71 

4-30 

— 11& 

—124 

773 

+  54 

—112 

—  88 

4-147 

359 

4-46 

—39 

—  71 

4-  65 

797 

—  199 

—  22 

—  34 

4-256 

383 

4-84 

4-42 

4-160 

4-  98 

971 

—165 

4-104 

—442 

—467 

389 

—68 

4-15 

—  54 

4-108 

977 

—  6 

4-  24 

—296 

4-279 

*)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congpruenzensystems 


tr   4-  tr      =   — 

1  ^^       19    


tr. 


tr 


^^i^  .=:  8  4-  «'j     (mod.  p). 
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Die  Primfactoren  der  Primzahleu  p 

siud  thcils  wirklich,  theils  ideal  (in  5  ter  Potenz  wirklich),  in  beiden  F&llen  aber 
von  der  Form  ß^t*: ,  w^) ,  so  dass  N^f(w ,  w^)  ==  p' ,  resp.  =  p^^ .  Im  ersten  Fall 
befindet  sich  2  ,*)  sowie  alle  Primzahlen  p^  wofür  complexe  Zahlen  <l)(Vj)  vorhan- 
den sind;  so  dass  N4>{ti)  =>  2p,  wie: 


;' 

*(t^i) 

53 

2-tr^ 

59 

2-+-trj 

83 
179 
257 

3-tr3-tr„ 
2— 2x,+2!r 

11 


p        ^K) 

263  4-+-2aTj4-tXTjg 

281  4— 2(rj-f-0Pjj 

383  oPj— 2tXTj 

389  2tr^^^-Tr^^ 


491  3trj+2tXTjg 

587  4— 2tXTj— Wjj 

773  4+2tXTj+a7j 

977  6— tp. 


femer  p  =  461  ,  971   wegen:   iV(5-h4or^— 2trj)  =  461  .  83  ,       iV(19  +  6tr^)  =  971  .  389  . 

Im  zweiten  F'all  befindet  sich  jedenfalls  359**),  wahrscheinlich  auch  die 
übrigen:  467,  563,  569,  593,  797,  sofern  fUr  sie  keine  solche  (f>(tF^)  sich  gefunden 
haben. 


*)     Dass  der  Prinifactor  von  2  ideal  ist,  scheint  aus  Normen  wie: 
^(07,)  =  4.13,       iV(14-oc)  =  N(l — oc)  =  64  und  obigen  bei  III,  1  hervorzugehen;  dass  er  Qber- 
diess  die  Form /Cw , tzr  j )  haben  muss,  ergibt  sich  aus  Normen  wie: 

iV(l-f-tXTj-trj)  =  A'(l-Tr„-2tXTjj,)  =  iV(3-Tr,-a7jj)  ==  256,         iV(2  -  tr,  +  2«r„)  = 
Nil — 207^4-»,,)  =  9.128,     welche  mit  den  Congruenzwnrzeln  mod.  32: 
tTj   =  —  4,       tTj   =  —  3,      tr^j   ^  -4-15,      tTjg   ^  —  7,       tr^   =   —  12  berechnet  sind. 

••)     Diess  folgt  aus  der  Norm  JS'(ll-h8ar, , — 8ar,,)  =  359*,  berechnet  mit  den  Congruenz- 
wurzeln  mod.  359' : 

tTj   ::=  46+45;),         TTj  -:h  -39-4-76jd,         w^^  =  —71-1-7;;,         tr^,  =  65-128;>, 

«'j   .=  -4-110 — 53;> ,  während   bei   den  Primzahlen  p   der  ersten  Gruppe,  z.  B.  p  ss  53,  mit  den 

Cungruenzwurzeln   mod.  53':         tr^  :-=E  2—9/?,  w^   =  44-13p  ,  w^^  ^=  —14— 23p, 

V      =  9-\-\9p ,         V     5E  10-4-100,         nur  Normen  sich  ergeben,  wie: 
A\5-f-2Wj— 2trj— 6a7jj)  =  67.53*,     KiZ—w^—Cw^^)  =  16.53%     iV(2-|-3trj— 2«-^)  =  4.53*, 
A"(l— 4Wj-f-27Tj— 6Xjg)  =  13.53'. 

Dazu  kommen  noch  Normen,  bei  welchen  der  Factor  2  vermieden  ist,  wie  einerseits: 

N(3'h'iw^^)  =  53  .  281  ,  A\l— 2aTj-4trj^)  =  53  .  59  , 

A^(3— 2x,-2*r,)  =  83  .  53  ,  N(b-^2rr^—2T^^)  =  59  .  263  ,   U.  S.  W., 

andrerseits : 

A^(3-4-2trj-4-4tr„)  =  9.359,  X^(Z^2xr^'-4fr^^)  =  9.467, 

i\'(5-4-2Xj-4-2xrj)  =  9.569,  ]\\o-^2rp^-h2w^^)  =   17.359, 

i\'(9-2trj^)  =  17.563,  j\^(i— 4^^)  ===   17.797. 
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IV,  2.     p  =  51m  —  2  ,  —  8  ,  +  19  ,  -+-  25  ; 


07^  =  w»*  -4-  :«-''•  +  w*''  +  w-^'*  +  w""^  -+-  u;*'»^  +  w**"^  +  u; 


also: 


tr 


SO 
3S 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  w'  -f-  5tr'  +  407+16  =  0  ; 

mit  den  fundamentale  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  achtgliedrigen  w^^  (wie  in  IV,  i.)  der  17ten  und  den  3ten  Einheits- 
wurzeln     w^j^  =  Soj^^'* , 


< 

=  5u;" 

+  trj, 

07  tr 
11 

,  =  5  + 

«^3' 

15 

=  —4 

W^Wj   =.   - 

-4c«"; 

=  -4c«", 

07  07 
IS 

=  5c«'* 

+  «^7' 

^1^17 

=    807j^ 

> 

tr   07         s=s 
1     34 

80Tj. 

Congruenzwurzeln 

mod.  p 

.*) 

p 

«^1 

07 
> 

«^5 

^T 

P 

«^1 

'^j 

07 
*^5 

07 
7 

19 

+     8 

—       1 

+     9 

+     4 

457 

—  52 

+113 

+211 

+186 

43 

—  16 

—   17 

+  11 

—  20 

631 

+  27 

+  74 

—117 

+  17 

127 

+  17 

+  41 

—  60 

+     3 

661 

—  133 

+292 

+     5 

—  163 

151 

—  10 

4-  28 

—  60 

+  43 

733 

—111 

—359 

—  66 

—196 

223 

4-  55 

4-  30 

—  69 

—  15 

739 

+  83 

—  44 

+365 

+336 

229 

+  29 

—     7 

—  87 

+  66 

757 

—152 

—286 

+259 

+180 

331 

+  43 

+     9 

+  23 

—  74 

859 

—205 

+247 

+352 

—393 

349 

153 

—169 

—  57 

+  31 

937 

—277 

+A6 

+159 

—337 

433 

—  92 

4-122 

+113 

—142 

967 

—329 

—336 

+194 

+472 

P 

>i) 

P 

19 

1+    «7, 

331 

43 

l+207j+307j 

349 

127 

3—  Wj 

433 

151 

2—  07^+  07j+2try 

457 

223 

3+407j+207j—    07y 

631 

229 

2+  a7j+3o7y 

661 

/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

A^,)  P 

3+  Wj- 2o7j  733 

5—  07j— 2o7y  739 

2—  07j+  07^+3o7y  757 

3—  07j+2o7j+3o7j  859 
3+2o7j+  07j— 2o7y  937 
5—  07.  967 


M) 
8— 3o7j— 5o7 

5+  07j+2ar 

5 — 207  +    07 

6— 3oTj+2o7 

4+    O7j+307 

5-207^+407 


— 40T. 


07, 


—    07. 


^     Hier  ist  07j  die  gemeioBcbaftliche  Wurzel  zweier  Congmenzensjsteme: 

07     +07      as  -       "^  _       .     _      -34 

1  ^^      f 


s      —  tr     1  07   +07    si  —    e«  *1 

^  ,    ,      M  *  '  .17  Kmod.  p). 

S    5  +  07j    J  07^07y    BS   — 4(«*'J 

Aach  ist  07,  Yöllig  bestimmt  durch  die  lineare  Cougmenz  07,»^'  =,  w^  (mod.  p). 


07  07 
11 


33 
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n  =  51 
V.     p  zum  Exponenten  16  gehörig: 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  r=  51m +  5,  — 7,  — 10,4-11  ,-h  14,-1-20,  — 22,-1- 23 


tP^  =  u,»-  4-  w*'"  -f-  oü"'-  -h  w"»-  4-  w"»-  4-  w"''  +  w"''  4-w-''"4-  w**''  4-  w""''  4-  w""''  4-  w"*"  4-  w 

4-a;^"•4-«-"•4-a;-"^   also 

tTj  =  üü4-u;*-hJw"4-ü^'"4-w"4-w**4-w"-hw**-hw"-hw"4-iü**4-t«"4-:«^*+^  , 

(T,  =  c..''4-u;*Vu;*Vc«;*'4-w'Voü"4-w'Vu;"4-c«*V«'4->^"4-«"+w«4-a;*Vt«^^  ; 


«r 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr'  — (T-l-  13  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen: 


p 

^1 

2 

b 

2 

—  1 

11 

5 

—  4 

23 

8 

—  7 

29 

12 

—  11 

41 

11 

—10 

71 

19 

—  18 

107 

43 

—42 

113 

24 

—23 

131 

20 

—19 

167 

70 

—69 

173 

23 

—22 

tr 


l  =  -13  4-trj, 


07 


^tr,  =  4-  13  . 


CoDgruenzwurzeln  p.*) 


p 

tr 
1 

197 

76 

—  75 

227 

34 

—  33 

233 

51 

—  50 

269 

37 

—  36 

311 

85 

—  84 

317 

144 

—143 

347 

42 

—  41 

401 

35 

—  34 

419 

165 

—  154 

431 

100 

—  99 

449 

207 

—206 

P 

tr 
1 

^3 

479 

73 

—  72 

503 

108 

—107 

521 

143 

—  142 

617 

188 

—  187 

641 

57 

—  56 

653 

123 

—  122 

677 

296 

—295 

683 

313 

—312 

719 

111 

—110 

743 

175 

—174 

809 

64 

—  63 

P 

tr 
1 

«^> 

821 

50 

—  49 

827 

322 

—321 

839 

234 

—233 

857 

254 

—263 

881 

316 

—315 

887 

67 

—  66 

911 

163 

—162 

929 

392 

—391 

941 

69 

—  68 

947 

350 

—349 

983 

272 

—271 

*)    Hier  ist  v,   diejenige  der  beiden  Congrueozwnrzeln,  welche  >  Onnd<^p  ist. 
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haben  die  Form 
gibt  es  complexe 
2  Arten,  wovon 

P 


5 

11 

23 

29 

41 

71 

107 

113 

131 

167 

173 


3-4-  w 
l+2tr 

1  —  307 

12—  tp 

3— 4aT 

14-|-3tir 

21-1-207 

17-4-4of 
9—707 

11-1-707 
11  —  807 


n«  öl 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
/((/} ,  07j) ,   80  dass  Ny^ßw ,  07^)  =  p^  *).  —   Für  alle  Primzahlen  p 
Zahlen,  deren  Normen  =  3p,   oder  =  5p,  und  zwar  letztere  auf 
die   eine   als  ^{rr^  in   die  folgende  Tafel  aufgenommen  ist,    also 


P  *K) 

197  31—  3a7j 

227  234-  6o7j 

233  7+  ÖWj 

269  37—     w^ 

311  2— llo7j 

317  28—  9ofj 

347  42—     tTj 

401  19— 12o7^ 

419  46—  3o7j 

431  38—  9o7^ 

449  32— llo7. 


p 

*(«^i) 

479 

9-M3o7j 

503 

3— 14a7j 

521 

41-4-  7o7j 

617 

24-|-13o7j 

641 

57—     o7j 

653 

47— lltTj 

677 

3-f-16ofj 

683 

29-|-13o7j 

719 

53H-  6o7j 

743 

46— 13o7j 

809 

41-|-12aTj 

P 

*(°^x) 

821 

29— 17o7^ 

827 

51— 13tr^ 

839 

57— llo7^ 

857 

64—  7o7^ 

881 

48-1-1107^ 

887 

67—     07^ 

911 

67—  6o7j 

929 

59— 1207^ 

941 

44-4-13o7j 

947 

62— llo7^ 

983 

19-f.l8ar^ 

V,  2.     p  =  51m  —  5  ,  -+-  7  ,  -h  10 ,  —  11 ,  —  14  ,  —  20  ,  -f-  22  ,  —  23  ; 

07.  =  w»-  -I-  w-*»-  -4-  o;"'-  -f.  w--"-  -h  w"»-  -4-  u;-"'-  -|-  w"'*  -4-  u;^''  -4-  u;'*''  -|-  w"''  -f-  c«-'»"  -|-  tt;""'' 


-4-w*''-4-tiü"'®'*-hw 


-Jr 


+  c«^^'-  =  - 


w 


34r 


d.  h.  hier  reduciren   sich   die  primitiven  Perioden   auf  die  3ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p,  d.  h. 

7,  37,  61,  73,  79,  97,  109,  139,  151,  163,  181,  193,  199,  211,  241,  277, 
283,  313,  337,  367,  379,  397,  439,  487,  499,  543,  547,  571,  601,  607,  619,  643, 
673,     691,     709,     751,     787,     811,     823,     853,     877,     907,     991,     997, 

haben  daher  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  3w  -4-  i  (vgl.  X  =  3),  welche 
auch  in  Beziehung  auf  51  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


•)     E«  ist  nämlich  07i  =  —  3  mod.  5'  und  N{Z  -f-  a7j)  =  6'. 

••)  Aus  ^(Wj)  s=  a-h6a7j  erhält  man  die  andere  4>'(^i)  =  a'-f-6'a7,  ,  deren  Norm 
ebenfalls  »  bp  ist,  durch  Multiplication  mit  |(3  -+-  07,)  und  es  ist  ci  =  i(4a  -f- 136) ,  b'  =  |(36  —  a) ; 
ebenso   erhält  man   aus   <^(Vj)  durch   Multiplication  mit   -^(2  —  v,)  die  complexe   Zahl,    deren  Norm 

3-l-aT,  2—07 


SS  3p ;  und  es  ist  N- 


1,      N 


=  *. 


33' 
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n  =  55 
J,    p  z=  55m  +  1. 
40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

womit,  oder  mittelst  der  beiden  Gleichungen: 

die   nichtprimitiveu  Wurzeln,    d.h.  die    5ten  und   Uten  Einheitswurzeln^  durch 
die  primitiven  sich  ausdrücken  lassen. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P 
331 
661 
881 
991 


4-100 
+  85 
4-333 
+265 


4-  70 

—  46 

—  117 

—  136 


+  49 
4-  56 
—197 
—364 


—  65 
4-133 
—407 
—333 


(JÜ 

4-  84 
—  169 
4-  45 
—298 


DU 

+125 

+177 
+  8 
+310 


—  78 
—158 
+  21 
—103 


ÜÜ 

+144 
—210 
—  55 
+453 


+  105 
+138 
+263 
—386 


—  92 
—168 
+360 
—217 


P 
331 
661 

881 
991 


+  68 
+262 
+  64 
—  27 


+126 
—154 
—440 
—292 


+  22 
+130 
—274 

—  82 


—117 
—  187 
+382 
+  72 


—  115 

—  31 
+342 
+251 


—  106 
+104 
—369 
—442 


—138 
—157 
+  4 
—339 


+102 
—  125 
—430 
+346 


—142 
—  199 
+  93 
—479 


+  33 
+271 
+134 

—  87 


P 

331 

.  661 

881 

991 


—  10 
—100 
—309 
—262 


—  7 
+  93 
+180 

—  60 


du 
—  159 
—312 
+  84 
+232 


—  12 

—  80 
—220 
+  38 


+153 
—286 
+191 
—213 


+118 
—  64 
—322 
+229 


—  116 
—152 
+256 
+234 


—  15 
+300 
—209 
—423 


+155 
—279 
+  2 
—112 


—  73 
+275 
—234 
+367 


P 
331 
661 
881 
991 


—  18 
+240 
—394 
+137 


—145 
—  91 
+  67 
—362 


0," 

—  154 
+192 
+  16 

—  35 


+167 
—205 
+  42 
—366 


+143 
—239 
—HO 
—195 


+  67 
+176 
+372 
—143 


+  56 
—  164 
—355 
—372 


—  27 

—  59 
—161 
—471 


—  52 
+273 
+128 
+  61 


+  96 
+  70 
+336 
—359 


^     Die  Congnienzwnrzeln  für  die  nichtprimidYen  Waraeln   stehen  bei  X  ■»  5  und  X  sk  H. 
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n  =  55 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  ideal,  und  zwar  ftlr\p  =  331  in  lOter,  fiir  j[?  =  661,  881  (welche  die  quadra- 
tische Normform    haben)    in   5ter,    filr  p  =  991    wahrscheinlich    in    2ter  Potenz, 
obwohl   es   nicht  gelungen  ist,  J^{m)  mittelst  der  Congruenzwurzeln  mod.  p^  dar- 
zustellen. *) 


Normen     complexer  Zahlen  in  w. 

iV(l4-c«"-l-oü")  =  331 .  78541 ,         iVr(l-|-tt,*— w")  =  661  .  3631  ,         iV(l— c«"4-w")  =  991*  ; 

und    (mod.  p^)    iV(i  —  w"  —  c«"  4-  w"  —  w"  —  w*'  +  w*^  —  w")  =  99l'.     (der  andere 
Factor  war  logarithmisch  nicht  zu  ermitteln,  sowie  bei  drei  anderen  Versuchen). 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


n,  1.    p  =  bbm  —  1 ;       w^  =  w*"  -f-  üü 


-r 


1    k 


=  wjb_j  -h  tr^^.j  ,     n(aT^)  =  1  , 


wodurch  die  primitiven  07  und  ihre  Relationen   zu   einander  und   zu  den   nicht- 
primitiven, Wj^  der  Uten,  w^^^  der  5ten  Einheitswurzeln,  unmittelbar  gegeben  sind. 


FQr  ^  =s  991   sind   die  Congnienzwarzeln  mod.  />'    folgende,    d.h.  die  Werthe  von  6,   sofern   sie  in 
die  Form  a-^  bp  gesetzt  sind  und  die  Werthe  von  a  schon  in  obiger  Tafel  stehen : 


P 
991 


.13 


.14 


IS 


IT 


.18 


.1» 


.Jl 


ti 


.3« 


.36 


SS 


.39 


Sl 


S3 


.14 


S6 


ar 


.S8 


.89 


.43 


.43 


.46 


.4T 


.48 


.49 


.»1 


»3 


.13 


.13 


pW(MiÜl)(UWU)U)U)  U)"  Ui' 

991       —198       4-177       +463       -f-434       -f-  10       +132       +440       +208       +  76       +338 


.3T 


P  (D"  U)~'  ÜD"  Ui"  tlü"  (JD~~  U)"  W"  U)"  tu' 

991       —316       —448       +460       +365       +235       —450       —126       —  53       +24       —     8 


.41 


P  W"  W"  (Ü"  IMJ"  W"  W   ~  ÜD"  U)"  U)"  Ui 

991   +218   —425   —380   +  94   —117   +  42   —457   +105   +474   —  38 


54 


U)"  U)~~  tV  U)  U)  W  U)  U)  (Mi  US 

—385       —284       +318       +  19       +112       —141       —169       +  33       —196       +409 


^  Die  QneUe  der  Idealitat  5ten  Grades  scheint  nämlich  die  den  zweigliedrigen  Perioden 
3ter  Art  (II,  3)  entsprechende  Form  zn  sein,  in  welchen  |>  =  991  einen  wirklichen  Factor  hat, 
i\r^(l-cJ,)  =  991. 


262 


n 


55 


Congrueuzwurzeln  med.  p.*) 


p 

109 

^1 
-h  43 

tr 
j 

—     6 

w 

3 

+  26 

^4 

+  34 

^6 

+  20 

—  31 

tr 

8 

—  45 

tr 

9 

—  51 

tr 

19 

—  38 

tr 
11 

—     9 

439 

+  61 

+207 

—  165 

—175 

+     5 

—160 

—107 

+218 

+  23 

+   17 

659 

+115 

+  43 

+217 

—130 

+298 

+  12 

—236 

—133 

—  163 

+166 

769 

—  40 

+  60 

—  53 

—247 

—269 

+  58 

+256 

—301 

+  73 

—182 

P 
109 

TT 
14 

—  22 

tr 

16 

—  48 

^17 

—  37 

tr 

^18 

—  17 

«^19 

—  40 

tr 

21 

—  50 

tr 
+  13 

w 

94 

+  25 

26 

—  30 

^97 

+  46 

439 

-4-136 

+  33 

—120 

+110 

—194 

—  89 

+209 

+  88 

—  152 

+  56 

659 

4-142 

—321 

+300 

—  106 

+  31 

—285 

+235 

+207 

—124 

—267 

769 

+286 

+169 

—  116 

—143 

—316 

+381 

+106 

—  56 

+  55 

+280 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     Nf(w^)  =  —  p. 


p 

/(tr,) 

P 

/K) 

P           /(tr,) 

P 

/(^,) 

109 

l-OT^-tr,^ 

439 

l+ar,,+tr„ 

659     l+tTg+tTjj 

769 

1+Wj^+tr 

96 


*)     Hier  ist  tr  j  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Congruenzen- 
sjsteme,  des  einen  aus  4  Congpruenzen,  wovon  die  erste  uud  letzte: 

tr   +  IT     +  tr     +  tv      ^^^  —  txf     •         tr  tzr    tu    tr      =  1  +  tzr     —  tr        (mod.  p), 

w,  -r  w,j  -r  Wjj  -r  Wjj    w,^  ,  '*'l'*'l9     91     99     —        ^^      is         *90      ^  '^        . 

das  andere  ans  10  Congmenzen,  deren  erste: 

€Pj  +  07^  +  tr^  +  07^  +  w^^  +  w^^  +  tr^j  +  w^^  +  w^^  +  tü^^  ^  —  tr,,     (mod.  p). 
Wegen  der  Congrueuzwurzeln  für  Q^nr  und  vr^r    vgl.  X  es  5  uud  X  =s  11,  wo  ^^   ,  tj   ,  >}   ,  «j   ,  ij 
hetsst,  was  hier  resp.  tzr   ,  tr     ,  w. 


90 


'  «^is  »  «^»» 
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n  =  56 
II,  2.     p  =i  55m— 21;      tr, 

also  die  primitiven  tr,  woflir  n(tr,.)  =  i , 


u;'•4-:«»-"^ 


w 


34 


^     =     UJ-hUi'y 


6  S9 


Wj    ==    Oü*  +  Cü"  , 

tTy  =  OÜ^         -f-        W**       , 

tr      =  üü      -f-  w 


07 


19 


w 


91 


W"  +  ^** 


OÜ 


39 


^JJ    =    '«'"  +  *«'*'  ' 


OTj    =    /jü'  +  u;*', 
tTj    =    W     +  W    '  , 


w. 


^  ,..« 


^    =    W     +  0; 


96 


''» 

=: 

W»  +  tt,"  , 

"ir 

= 

<«"  +  »."  . 

"■»T 

= 

»;"  +  »." . 

"'«j 

= 

..."  +  «," ; 

die  nichtprimitiven  w  sind:  tr^,.  =  2er/'',  d.  h.  die  Uten  Eiuhcitswurzeln,  w^^^ 
wie  in  II,  l.  die  Perioden  der  5ten  Wurzeln;  typische  Relationen: 


tF  W      ^=    —  W 


35 


trj  =  2w**  -4-  tr,  , 
tr,tr„  =  —  1  ;  tr^tTjj  =  2w**  + 


tr  tr 

14 


tr 


13 


=  2a;*-4-trjy,     x^tir^j  —  ^  "+"  "^33 

07  tv      sss  tr   4-  97     :        fßj  w    sss  2tr   . 

1     33  1  ^^       13  '  1     »  ''•"'f  » 


tr  X      =s  2tr 
1    10         n 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

89 

1 
—  20 

^3 
4-  36 

—  17 

«^4 

-4-  18 

—  17 

TT 

—  5 

T7 
• 

—  10 

^9 

4-  42 

^^13 

+  1« 

*14 

4-  9 

199 

—  11 

—  1 

4-  85 

—  78 

4-  18 

4-  74 

4-  78 

4-  1 

4-  96 

—  74 

419 

—  163 

4-146 

4-109 

4-  28 

—  55 

—  15 

—192 

4-  66 

—185 

—  24 

869 

+268 

—  7 

—324 

+370 

4-152 

—397 

—  91 

—368 

—427 

4-236 

P 
89 

tr 
1« 

4-  36 

X 
17 

+  42 

^19 

4-  21 

31 

—  6 

34 

—  40 

«^37 

4-  21 

^^39 

—  34 

^33 

—  40 

X 
^37 

—  34 

77 
^43 

—  20 

199 

4-  63 

4-  60 

—  96 

—  85 

—  60 

4-  11 

4-  62 

—  18 

—  61 

—  63 

419 

4-107 

—  47 

4-123 

—  77 

—  159 

4-160 

4-134 

4-  18 

—  197 

—  196 

869 

—177 

—166 

—114 

—344 

—207 

4-243 

—  82 

4-283 

4-220 

+  83 

*)     Hier   ist  v,  ToUstiiidig  beftimmt  doreh  die  lineire  Coogmenz  v^'d**  ^  v^^  (mod.  p) 
oder  ab  geoMiiiscIuiftiicfae  Wvrzel  des  SjsteiDs: 


X   4-  X 
1  ^^     ij 


*•*  ,       «-,»„    ^    —  26^*       ("MkL  p) 


10  Coagraenzen  bestehenden,  dessen  erste: 

X  -4>  X   +  X  4-  X   4-  X     -4*  X     +  x     4-  x     4*  x     4*  x      ^s  —  x        (bkkL  9)« 

1  ^^      4  ^^      •  ^^      f  ^^       14  ^^       1«  ^^       If  ^^      31  ^^      34  ^^       3f  II  '^'^ 

JPir  ^  s=  89  sind  die  Cungi  neui w  imehi  ■K>d.  p*,  d.  b.  die  Wertlie  von  6  (in  der  Form  a+  ^): 

X, 


1  J  J  4  •  T 

4-3         4-ia         —16         4-M         —2         —  7 


4-16         4-26  ^ 


13 


14 

—40 


1«  IT  If  31  34  31  3f  »3  IT  43 

4-6         4-11         —24         4-23         —2         4-13         —30         4-26         +33         —  1 
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n  =  55 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  ist  ^tr^)  ==  i -+- tr^  für  ;>  ==  199,    (oder  l  —  w^). 

Die  übrigen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  Quadrate  wirklich  sind,  z.  B. 

f{tr^)  =  1  —  tr^  —  tr,  4-  tr^   ftlr  jp  =  89  ; 

und  dass  die  übrigen  sich  ebenso  verhalten,  folgt  aus  den  Normen: 

iV(i  —  tr^^  —  x.^^)  =  89 .  419 ,       N(i  —  tr^,  —  tr^,)  =  89 .  859  .    —       Femer  ist: 

iVd-j-tr,  —  tr^j)  =  661  . 


II,   3.     p  =  55»» +  21;     w^  =  w'* -f  et- 


sir 


also  die  primitiven  w,  wofttr  n(tr^)  =  i, 


tr  =  üü  4-  oü'* , 

tr^  =  u;*  4-  w"  , 

tr„  =  c..^«  4-  c"  , 

tr,,  =  tr"  4-  t."  , 

tr,^  =  u;»*  4-  u.'*  , 


tr. 
tr 


=  cü^  4-  w 
=  tt»'  4-  «« 


43 
IT 


CT 

tr 


^  =  cf»  4-  üü" , 


tr^     =  u;^*4-c.", 
tr,^  =  c"  4-  c"  , 


tr_    =    Üü"  +  Crj'', 


'    =  w*  4-  w 


39 


IT 


w. 


.  .»'  _L_  .   '8 

oy     4- 1« 


28  --  ■     -        > 

tr„  =  e."  4-  c./'  . 


tr,,  =  w"  4-  w"  , 

-.  ..18  j^  .   *8 

^18    ~    ^       "*"  ^'       » 

^11    ="    ^"  +  ^'^  » 

w^,  =  w*'  4-  w"  ; 


die  nichtprimitiven  w  sind:  tr^,.,  die  Perioden  der  Uten  Wurzeln  wie  in  II,  i 
und  07,,^  =  2u;^^'',  die  5ten  Einheitswurzeln  selbst;  die  t}^ischen  Relationen  sind: 

,  **  s  ^^       33  f 

36  ' 


-'  =  2»"  4- tr.  ,         tr,a'^  =  o».  4- tr.. ,         tr.or,  =  tr,  4- «<ü-.  »         tr,tr..  =  207*' 4- x 


tr  tp      =  2  4-  tr     : 

1     14  ^^       30  ' 


tr  tr 
1    ' 

tTjtTj    =    tPjj  4-  tTj 


OT     =  tr    4-  oü     , 

14  5,;         3S' 

=  2w" 


tr  tr 

1     10 


4-tr 


11  > 


tr  tv      E 

l      19 

QT  tu         s=    2tF 
1     11  18  ' 


13 


tr  tr 

1     44 

=  2w     . 

10 

Congruenzwurzeln 

mod. 

;>••) 

P 
131 

«^1 
4-  51 

^3 

4-  65 

°^i 

—  45 

^4 

4-  42 

w 

6 

—  56 

—     1 

«^9 

4-  21 

tr 

*^13 

—  55 

tv 
11 

—  29 

tr 

14 

4-  10 

241 

4-  67 

—  23 

4-101 

4-  92 

—103 

4-  62 

—  73 

4-  72 

4-  76 

4-  33 

461 

—  98 

4-156 

4-  33 

4-188 

—  74 

4-  34 

—195 

4-177 

—103 

•+-  58 

571 

—229 

4-277 

4-  66 

—  119 

4-147 

—139 

—149 

4-279 

4-241 

-f-144 

P 
131 

«-IT 

4-  27 

tr 

*18 

—  58 

—  46 

tr 

36 
—    61 

38 

—     6 

tr 
11 

4-  35 

tr 

14 

—  48 

w 

16 

—  27 

«^19 

4-  45 

tv 
4r 

4-     6 

241 

+  26 

4-  99 

4-  45 

4-  51 

—  44 

—  85 

—     2 

—  21 

4-  93 

4-  17 

461 

—  158 

—  52 

—108 

4-226 

—  138 

—102 

—106 

4-158 

—  33 

4-138 

571 

4-165 

4-112 

—118 

4-198 

—211 

4-     8 

4-  54 

—230 

—  97 

4-173 

*)     Hier  ist  v,  TÖUig  bestimmt  durch  die  line&re  Congmenz:  w^v**  =w^q  (mod.  />),  oder 
als  die  gemeioschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme,  wovon  das  eine  aus  4  Congruenzen  besteht: 


tv   4-  tv     4-  tv  ^  4*  tv.    ^s  —  w     ,         tv  tv    tv    tv      =^n  6  4-  2tv     4-  tv      etc.  Tmod.  v). 


das  andere  aus  5  Congruenzen: 

tv   4-  tv   4-  tv     4-  tv     4-  tv 


.11 


—  w      u.  s.  w.  (mod.  p,) 
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n  ==  56 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  durchaus  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich,  gemäss  folgender 

Normen  complexer  Zahlen  in  gr. 

N(l  -h  fPj)  =  11  .  131 ,  N(l  -4-  (T^  -I-  oTjj)  =  11 .  241 , 

-^Ks  +  ^4j)  =  131 .  461 ,  N{1  —  Wj  +  tPjg)  =  571  .  241 , 

Nil  +  tr^  —  tr„)  =  11?571 ,  N{1  -  tr,  -f-  tr,^)  ==  11?661  . 


IIL    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
10  viergliedrige  Perioden  und  zwar  mit  2  Fällen: 

in,  1.    ;>  =  bbm  —  12  ,  —  23  ;         tr^  =  w**  -h  w""*"  +  w'**"  4-  w""'' , 
also  die  primitiven  or,  wofür  Tl(wr)  =  199, 


4S 


34 


.sa 


Wj  —  oy'  -h  w"  +  w*'  +  w*^  , 
w^  =  w*-4-w"  +  w"4- w'^, 

(Tj,^  =  oy"  4-  oü"  4-  w*^  +  w"  , 


tr^  =  ciy'  4-  w**  4-  w"  4-  w*  , 
^   =  oy*  4-  w^  4-  w**  4-  w"  , 


w 

w 


8 


C«  +  0.^*  ^  «"  +  " 


TTjg  =  w"  +  w"  4- w*' 4- w"  , 
oTgg  =  Du"  4-  w"  4-  w"  4-  oü"  ; 


nichtprimitiv:  tr^^  =  2(ct-*'* 4- w^O?  also  zweigliedrige  Perioden  der  Uten  Ein- 
heitswurzeln (vgl.  n,  1.),  während  ar^^^  =  — •  i ;  unter  den  Relationen  sind 
typisch : 

I  =  -  2  4-  tTj  4-  tr,^  ,  tr^tTg  =  «r^  +  w,  4-  tr^  4-  tr^^  (oder  =  w^  4-  w^^  -  ^ar^), 


tr. 


^i^ij  ==  3  —  w"  —  et"  ; 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

43 

tu 
—  2 

+  5 

w 
3 

—  4 

^4 

+  9 

w 

6 

4-  10 

«^8 

4-  11 

w 
—  12 

tr 
—  14 

^24 

4-  16 

—  18 

197 

4-  61 

—  25 

—  72 

4-  61 

4-  82 

—  33 

4-  67 

—  73 

4-  90 

4-  50 

263 

+  49 

4-125 

—123 

—  33 

—  29 

—  56 

4-111 

4-  76 

4-  51 

4-  93 

307 

4-  29 

4-113 

—139 

—  93 

—  4 

—  84 

—  76 

4-  11 

4-136 

4-108 

373 

—  9 

—  79 

—  35 

—161 

4-  16 

—116 

4-133 

—  62 

—  2 

—  57 

593 

—  70 

—171 

—  99 

—264 

4-151 

—119 

—129 

—233 

—290 

4-  39 

857 

—  12 

4-159 

4-  35 

—  79 

—191 

—314 

4-392 

4-339 

4-276 

4-251 

967 

4-297 

4-  78 

—377 

—257 

4-  76 

4-459 

4-397 

—  29 

—146 

4-470 

V   4-  tr 
1  ^^     J» 


*)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensjstems : 

s  —  (c«"  4-  w**)  ,         tTjWj,  =  3  —  (w"  4-  w")  (mod.  p).    VgL  bei  n,  1. 

34 
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n  =  55 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  durchaus   ideal,    in  zweiter   Potenz   wirklich,    welche   ilberdiess  die  Form 
/(cw ,  trj  hat. 


Normen  complexer  Zahlen  in  «r. 
Für  sämmtliche  Primzahlen  p  gibt  es  complexe  Zahlen  (f>(tF^),  so  dass  N<f>(w^)  =  43p: 


P 
43 


07    -4-tt.'*  4-w 


197     24-Wj^-+-w    +w 
263     2— tTj  — (Tj 


so 
so 


307     tr,—  (»"-+-«") 
373       2-|-a7_ 


P  *(«^,) 

857     l-|-trj4-Wj4-w*+» 
967     2— tr.-+-w^ 


SO 


Femer  ist: 


593     or^— 2(t«"-|-w**) 

N{2  —  tr^  —  w„)  =  331 .  89  ,         A'itl  —  tr^  +  tr^)  =  661  , 
N{1  —  tr,  —  tTj)  =  32  .  43  ,         iV(l  —  TTj  +  tr,,)  =  32  .  197  . 


IV.    j)  zum  Exponenten  5  gehörig. 

p  =  55w»  +  16  ,  —  19 ,  —  24  ,  4-  26  . 

8  fOnfgliedrige  Perioden 


W^  =  w'-  +  «"r_,.^-i9r 


.»6r 


(Tj    =    (T*     +  W*'  -f  w"  +  w"  -f-  w''  , 


.41 


»1 


.40 


tTg  =  oy"    4-  w      -4-  cy'*  +  w''  -+-  w 


^-w*'"^4-w"*^^    also,  wobei  11(07^)  =  81, 

07^  =  ciy*    -4-  w^    -h  £«'*  4-  oy*'  -f  ciy 

8 


.14 


.31 


_      ,,8     _i     ,  .18  _,     ,.1J  j^  ,41  _,     .   »8 

w^  =  (fj     -j-w     -f-w     4-w     4-w     , 


OF 


13 


a,"  +  a,"  +  tt,*T+c«;"4.c*,*', 


OTjj  =  ciy"  +  ciy"  4-  oj"  4-  w"  4-  w 


9 


nichtprimitiv:   w^^  die   5gliedrigen  Perioden  der  Uten,  und  w^^^  =  5u;"'',  die 
dten  Einheitswurzeln;  typische  Relationen: 


trj  =  —  2u;"  4-  «T, , 

'l«^4 2  +  «^10  ' 


5P   07      =    3w 

tr  (T      =  3  : 

1     19  » 


3S 


44 


aTj07j    =    ÜU)       4-  07^ 


OT 


11 


1«^5    =    —  ^^        +  «^0  » 


TW      =  3u;'* : 

1     10  * 


1    11 


6op     * 

12  » 


X   OT         =    507     . 
1     44  S 
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n  =  55 

Congruenzwurzeln 

med.  p. 

•) 

p 

«^1 

^> 

w 
1 

^4 

«^6 

^8 

w 

12 

w 

31 

4-  10 

+  11 

—  11 

+  5 

+  13 

—  5 

—  13 

—  9 

71 

—  1 

—  20 

—  25 

+  17 

—  4 

—  29 

—  5 

—  3 

181 

—  27 

—  87 

—  25 

+  36 

—  15 

—  34 

—  48 

+  20 

191 

+  11 

+  28 

—  34 

+  47 

—  4 

—  5 

—  77 

+  35 

251 

-h  40 

+  30 

—  25 

—  64 

+  98 

—124 

+  2 

+  44 

311 

—131 

+128 

—  51 

+  5 

+125 

+146 

+  147 

—  57 

401 

-4-119 

—197 

—  171 

+147 

—  90 

+  99 

+158 

—  64 

421 

+181 

+  60 

—  21 

+144 

—114 

+190 

+  82 

—100 

521 

—  67 

+  8 

—  195 

—186 

+  42 

+200 

—112 

—210 

631 

+178 

—  41 

+200 

+272 

+174 

—  81 

—187 

+117 

641 

—  44 

—207 

—288 

—256 

—313 

—184 

+317 

—306 

691 

—111 

+147 

—141 

—205 

—209 

+  52 

—279 

+  56 

751 

—  82 

+352 

—  96 

+149 

+373 

—296 

—170 

—229 

911 

+326 

—215 

+161 

—  183 

+224 

—180 

+167 

—299 

971 

+154 

+  76 

+345 

+  80 

+  85 

+285 

+  92 

—145 

p 

71 
251 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliebe  Primfactoren  /(tr  j )  haben  folgende  Primzahlen  p : 


i  +  w^ 

2-07 


IS 


p 

311 


A^^) 


1  +  07     —  tP 


631       2  —  tr,  —  Wj    +  OT^, 


p 

/K) 

691 

2  +  aTj  +  ar^  +  aT,^ 

751 

2  +  tr  —  or  —  tr 

^^1      4      19 

Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  in  zweiter  Potenz 

wirklich,  z.  B. 

;>    =:    31  ,  /Vi)    =    l-f-O'i  +  Wj  +  Wj,  +  Wj,  . 


N(l  -  tr) 


Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N(b  +  tTj)  =  71  .  31  .  191  ,       N(2  +  w^  —  OTj)  =  31  .  181  , 
•  2aTj)  =a  191 .  421 ,        N(l  —  Wj  —  2aTg)  =  31 .  401  , 
JVi(3  —  w"  —  w,)  =  31 .  521 ,         N(4  —  Wg  —  Wjj)  =  191 .  641 ; 


=  5.11, 


*)     Hier    ist  oTj    vollständig    bestimmt   durch  die  lineare  Congmenz  w^u*^  ^  w^  (mod.  p), 
oder  als  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems: 

07   +  tr,  ^  —  (jü^^  ,         aT,af^  ^  3w'*     (mod.  p) 
nnd  eines  zweiten  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

OTj  +  Wj  +  op^  +  (Tjj  ^  —  Wj     (mod.  p). 

Für /)  ==  31  (mod.  p') :  — 52     —392     —228     +5     +385     —160     +18     +425. 

34* 
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n  =  55 

Ferner  gibt  es  flir  die  Primzahlen  p  mit  idealen  Primfactoren  stets  Normen  «  bp , 

sowie  =  iij?,  z.  B. 

p                    N==  bp  N=  lip 

191     2-1-««"  — tTj  1— tr^  +  tTg 

421       2  — et'"  — w^  1-f.m     —    tr,  —  tr,^ 

11  »3                1* 

641  w     —  tr,    —  tPg    —  OTj, 

911     3  4-w^   —  w.  1  — oj"  — 2tr. 


971     1  —  w"  4-  tiTj    4-  tr^    —  tTg  2  —  w^    +  207^ 


V.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
4  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

7,1.     p  =  55in  —  16 ,  -4-  19  ,  -4-  24  ,  —  26  ; 

also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 

»*  —  »•  —  14w*  4- 1407  4-31=0, 

Wj  =  w   4-  w"  4-  w"  +  flu'*  4-  w"  +  fly**  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  oy"  , 

cFj  =  w*  4-  w"  4-  w"  4-  w*    4-  w'    4-  w"  +  w"  4-  w"  4-  w*'  +  w"  , 

OT^  =  w*  4-  w"  4-  w'*  4-  w«   4-  flu**  4-  w"  4-  w*   4-  üü"  4-  w*'  +  w"  , 

tir^  «=  flu«  4-  fly"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  +  w*'  +  w"  4-  w**  4-  w"  4-  w"  ; 

nichtprimitiv:   w,j^  =  5(flü"''4- w**'')  =  ^i^nr*    d-  t.  zweigliedrige  Perioden    der 
5 ten  Einheitswurzeln,  während  07^^  s=  ~  i ;  typische  Relationen: 

opj  =r  6  —  2(flü"  4-  w")  4-  w,  ,        m^w^  =  2  4-  tr^  4-  tr^,  ,        w^or^  =  —  5  +  3(flü"  4-  w") ; 
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n  =  55 
Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

19 

^1 

+  7 

w 
s 

—  5 

^4 

-+-  8 

^8 

—  9 

P 
409 

^1 
—  57 

4-120 

«^4 

—  72 

w 

8 

4-  10 

29 

—  2 

—  14 

—  3 

—  9 

479 

4-113 

^149 

4-138 

—101 

79 

-4-  22 

+  23 

4-  28 

4-  7 

569 

—  41 

4-  71 

—191 

4-162 

139 

4-  15 

—  48 

4-  61 

—  27 

739 

4-284 

—  139 

4-337 

4-258 

149 

—  11 

-4-  33 

—  29 

4-  8 

809 

4-187 

4-299 

4-280 

+  44 

239 

4-  99 

—  36 

—114 

4-  52 

919 

4-216 

4-  66 

4-387 

4-251 

359 

4-  47 

—163 

—152 

—  90 

/(tFj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p;  Nf(w^)  ==  —  |?. 


P  /(tr,) 

19  l4-aT^4-    Wg 

29  2  4-  Wj 

79  1  4-  Wj  —    w, 

139  2  4-  Wj  4-  2w^ 

149  3  4-  07^  -t-    «Tg 


P  A^,) 

239  4  4-  StFj  4-  2t3crg 

359  4  —  207^  —    w^ 

409  6  —  2a7j  —    w^ 

479  2  4-  3trj  4-    w^ 


P  /K) 

569     4  4-  3t3cr^ 

739     6  —    tFj  —  2m^ 

809     5  4-    w^  —    07^  -f-  207^ 

919     1  —  3t3cr_  —  2m    4-  2or, 

X  #  o 


V,  2.    J9  ==  55m  4-4,  —  6, 4-9, 4- 14; 
w^  =  w»-  4-  w**-  4-  w^®'"  4-  w^'"  4-  w-"'* 


aü-"r  ^  j^86r  ^  ^-6r  ^  j^- J4r  ^  ^I4r  ^ 


also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 

tu*  —  w'  4-  807*  4-  307  4-  9  =  0 , 

w^  =  üü  4-  w*  4-  w"  4-  w'^  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w**  4-  w"4-  w"  , 
^  =  0,»  4.a;»  +w"4-aü"4-a^"4-c«;"4-aü"4-w"4-w^4-w", 
,  =  aü'4-w"4-aü"4-w"4-c«"4-w*^4-c«"4-u;"4-"4-w", 


w 


w 


.34 


.54 


ftl 


.89 


.19 


Ml 


.»9. 


^  =  w«  -h  w"  4-  w'"  4-  W  4-  w"  4-  w"  4-  w     4-  w*'  +  w"  +  w 

nichtprimitiv:    w^^  =  2(aü*''4- oü"''4- w"'"4- w**''4- c«;^*0»    Sgliedrige  Perioden  der 
Uten  und  w^^^  =  5(w^*''4- w**'),   2gliedrlge  der  5ten  Einheitswurzeln  (wie 

in  y,  1);  typische  Relationen: 


otJ  =  —  4  —  2a7j  4-  3o7j  ,        ^j^j  =  —  ^  , 


07 


i«',  =  3  +  iaT,, 


.11 


tTjOT^  =  3  —  3(aü"  4-  (^    )  ;         07^07^  =  —  4(w"  4-  w**)  4-  2o7^  ,       07^07^^  =  6(ft;"  4-  w**)  ; 


^1^11  ="  ^^^1  "^  ^5) ' 


07  07         s^    ^"^  507     • 
1     89  5 


*)    Hier  ist  07  j  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensjstems 
o7j  4-  «7^  ^  —  (oü"  4-  oü**) ,         «7^07^  ^—54-  3(w"  4-  w")     (mod.  p). 
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n 


55 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

59 

w 
1 

—     2 

+  31 

«'s 
—     6 

—  23 

179 

—  85 

+  59 

+  16 

+  11 

229 

—  63 

—109 

—  38 

—  18 

269 

—  100 

+  35 

+  37 

+  29 

379 

4-  59 

+122 

—102 

—  78 

389 

—  114 

—174 

—  63 

—  37 

449 

+112 

+  12 

+154 

+172 

499 

—197 

+114 

+111 

—  27 

P 
509 

tr 
1 

+  117 

tr 
—248 

—  139 

—238 

599 

+151 

—242 

+267 

—175 

619 

+  36 

—258 

—118 

—278 

709 

+259 

+  52 

+119 

+280 

719 

+  27 

—  80 

—309 

—356 

829 

—232 

—  25 

+121 

+137 

839 

—  29 

—376 

—121 

—312 

929 

+  73 

—420 

+451 

—103 

p 

59 
229 
269 


2  +  trj 

2  +  w,  -  2tr^ 

2  +  tr,  —    tr. 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  sind  die/far,}  für  folgende  Primzahlen  p: 

P  /K) 


379 
389 
499 


4  +  2tr   —  tr 
4  —  2t3cr.  —  w^ 

3  —      tTj  +  tTj 


P^ 

509 
839 
929 


4  +  2Wj  +  w^ 
6  —  2w^  +  Wj 
3  +    tr^  —  2Wj  + 


—  V. 


tP. 


Die  der  Qbrigen  Primzahlen  p  sind  ideal,  in  zweiter  Potenz /'(tVj)  wirklich:**) 


—  24w. 


p 

Z'K) 

P 

Z'K) 

179 

4  +    2tiTj  +  4tr,  —    Iw^ 

709 

22  —    307^  —  26tr, 

449 

14  +    6tirj  +  9Wj  +  24tir, 

719 

28  +  18trj  —  14ti7, 

599 

11  +  23tI7j  +  8tX7,  +  lÖtTg 

829 

20—  18trj  +  30t3crj 

619 

26  —  1907^  +  807,  —  24ti7g 

—  lltpj 

—    7tP 


6 


*)  tV|  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  ^Fj^j^  =  6(u*^  +cii^^)  oder 
Wi(w''+w*')  =  — tr,  (mod.  p);  aber  anch  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congrnenzen- 
sjsteme:  tTj  +  w^  ^  —  (w**  +  w**)  ,         tr^Wg  ^  3  —  3(w"  +  oy**)     mod.  p. 


und  ^^^fgf^  ^  -.  (t(y»  +  o;'®  +  w"  +  w"  +  w")  , 


tr  tr 
1    j 


")} 


mod.  p. 


s  3  +  (w*  +  w'®  +  w"  +  w**  +  w^ 
FQr  p  s=  179  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  p^ 

tTj  ^  —  85  +  16p  ,         tjcr,  ^  59  +  55/) ,         tr,  ss  16  —  48p  ,         tr^  ^  11  —  23p  . 

••)     Von  diesen  sind  alle  (ausser  für  p  =  179)  mittelst  A^(l  +  tr,)  s=  4*  gefunden  aus: 
N(^  _  op^  +  tr^)  =  4  .  179  ,         iV(7  —  tr,  —  2w^)  =  4  .  449  ,  N(1  —  tr^  —  207^)  =  4  .  599  , 

N{3  +  2trj  —  2tr,  +  3tr^)  =  4  .  709  ,  iV^(l  —  3trj  —  tr,)  =  4  .  719  , 

A"(5  +  2trj  +  tr,  +  4tr,)  ==  4  .  829  . 
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n  =  66 
V,  3.     p  r=  66m  —  4,  4-  6 ,  —  9 ,  —  14  ; 


m. 


^r  ^  ^-*r  ^  ^16r  ^  ^-9r  ^  ^-19r  ^  ^>lr  ^  ^«6r  ^  ^6r  ^  ^-a4r  ^  ^^-lir  ^   _ 


bü 


ilr 


d.  h.  die  primitiven  Perioden   reduciren   sich   auf  die  5ten  Einheitswurzeln,  und 
die  hierher  gehörigen  Primzahlen  pi 

41,       61,     101,     161,     211,     271,     281,     431,     491,     641,     601,     761,     811,     821,     941, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  6m+i  (vgl.  X  =  6,  I). 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig, 
2  zwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  66m  +  2,  —  3, +7, +  8, +  13, +  17, +  18, —27; 


tr. 


u^r  4-  fjü^r  ^  ^Ar  ^  ^8r  ^  ^\fir  ^  ^-«r  ^  ^»r  ^  ^l%r  ^  ^-l^r  4.  j^-r  ^  ^ 


+  w 


l»r 


.96r 


.-3r 


+  w""^  +  W"*'^  +  W""*^  +  üü 


-6r  _i    .  .-Ur  _i_  .  -2«r  _•    .  .Tr  _•    .  .I4r    1    , .- JTr 


+  W' 


+  w"^  +  ft;"'^  +  w 


also  die  primitiven  tv,  deren  Gleichung: 


tIT 


tr'  —  w  +  14  =  0  , 

^   =  w    +  w*    +0;*    +  w*    +  w"  +  Oü"  +  w'  +  w"  +  tr"  +  w^'  +  w'*  +  w"  +  w"  +  w*' 


tr.  = 


S     I        6 


+  flu        +  flu 


+  flü        +flü        +0Ü        +fly        +W        +ÖÜ        +flÜ        +flü        +W        +ÖÜ 

_i_  .  .9T  _l_  ,  .19  _|_  ,  .38  _,     ^.91  _i_  ,  .49  _|_  ,  .99 

+  flü     +(ü     +fly     +cü     +flü     +fly 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


2 

«^1 
1 

tu 
3 

0 

P 
193 

tr 
1 

79 

—  78 

P 
623 

«^1 
216 

^3 
—214 

P 
743 

tXT 
1 

323 

«^3 
—322 

7 

1 

0 

227 

48 

—  47 

547 

232 

—231 

787 

40 

—  39 

13 

4 

—  3 

233 

72 

71 

667 

248 

—247 

827 

41 

—  40 

17 

6 

—  4 

277 

63 

—  62 

663 

126 

—  126 

863 

166 

—164 

73 

12 

—  11 

283 

24 

23 

607 

116 

—116 

877 

400 

—399 

83 

26 

—26 

293 

91 

—  90 

613 

179 

—  178 

887 

324 

—323 

107 

33 

—32 

337 

146 

144 

673 

37 

—  36 

937 

87 

—  86 

127 

16 

—16 

347 

99 

—  98 

677 

74 

—  73 

963 

44 

—  43 

167 

61 

—60 

467 

68 

—  67 

733 

287 

—286 

997 

46 

—  44 

173 

70 

—69 

603 

32 

—  31 

w. 


•)     tXTj   >  0  und  <  ^p  (resp.  =  \p  för  p  =  2).  —  Mod.  p^  ist  für  />  =  7  ,  13  ,  17  resp. 
—  13 ,  —  48  ,  —  63  . 
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n  =  55 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  sind  ideal,  in  zweiter  Potenz  wirklieh, 
haben    aber    die    hier   nicht    näher    ermittelte    Form  /{w ,  tr^).    —    Fär  p  =»  2  ist 
iV(i  +  tr^)=  16,    ftlr    alle    übrigen    gibt    es    complexe    Zahlen    4>(^^)j    so    dass 
JV<J>(Tj)  =  2p,  nämlich 


p         iMo'i) 

P          4)((rj) 

P         «MoTj) 

P 

4)(tr^ 

7     w^  (oder  1— x^) 

227       8+5trj 

523     24+6tr, 

743 

25+  7tr, 

13       34-  tr, 

233     17+307^ 

547     17+7x^ 

787 

39+     tr. 

17       44-  tr. 

277     12+507^ 

557       4— 9aFj 

827 

40+       TT, 

73     11+  OPj 

283     23+  tTj 

563       1— 9Xj 

853 

l+lltTj 

83       5-|-3trj 

293     20+307^ 

607     27+5trj 

877 

4+lltr, 

107       8+3(rj 

337       3— 7trj 

613     20+7tr, 

887 

5+1  iTT, 

127     15+  OTj 

347       l+TtTj 

673     36+  (T, 

937 

9+llor, 

167     13+30P, 

457     12+7(rj 

677     ll+9trj 

953 

43+     tr, 

173       1— 5tr, 

503     31+  w. 

733     31+5trj 

997 

44+     tr. 

193       4+6trj 

Femer  ist: 

JV(2  +  w,)  —  10  . 2 , 

A^(7  +  tTj)  -  10  .  7  , 

A'(l  +  3ocrj)  —  10.13,     u 

.  s.  w.  und 

N(\0  —  3trj)  —  4.7',         N(^  +  4rrj)  —  5.7', 

A^(22  +  3trj)  =  4 

.13*, 

JV(23  +  4tr,)  —  5  .  13'  ,       A^(2  +  9tr,)  —  4  .  17'  , 

N(Z^  +  4trj)  —  5 

.17',     U 

*     C)*     ^nT » 

VI,  2.     2?  =  55m  —  2,  +  3  ,  —  7  ,  —  8  ,  —  13  ,  —  17  ,  —  18  ,  +27  ; 
TT,  =  ~(c«*'-  +  a.'°-  +  c.'*^  +  u;*»^  +  u;"''),   d.h.   X  =  11,  III; 

also  haben  die  Primzahlen  p  =  3,    37,    47,    53,    97,    103,    113,    137,    157,    163,    223, 

257,     313,     317,     367,     383,     433,     443,     467,     487,     577,     587,     643,     647,     653,     767,     773, 
797,     823,     863,     907,     977, 

auch  hier  nur  die  dortigen  Primfactoren  aus  den  5 gliedrigen  Perioden  der  Uten 
Einheitswurzeln. 
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n  =  57 

L     jp  =  57 /«-h  1. 

36  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


36  35     .33  33     I         30  39     .         27 

.   13  _i         lA 


0.."  4-  w'* 


0."  -h  u;" 


C«>0  ^  ^.18  _  ^.16  ^  ^_,is 


üü^^  +  w*  —  üü^  +  w*'  —  w*  4-  üt''  —  et-  -i-  1   =  0 , 


wodurch,  oder  durch  die  beiden  Gleichungen  : 


U) 


38 


+  tt;*^  +  1  =  0     und 


54  ,    51  •    48  .    45  1    4»  .    39  ,    3ü   ,    33  ,    30  ,    it7  •    14  .    31  ,    18  .    15  .    13 

4-  w®  4-  w^  4-  tr'  4-  1  =  0 

die  nichtprimitiven,   d.  h.  die    19ten  und  3ten  Einheitswurzeln,  durch  die  primi- 
tiven sich  ausdrücken.     (Vgl.  X  =  19  und  \  =  3). 

Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


U) 


(u 


ÜÜ 


U) 


U) 


(MJ 


u: 


10 


U) 


11 


13 


229   —  76   4-51   4-82   —  49   4-20   4-83   4-111   4-  37 


.14 


Uü    '  (jü' 

4-55   —  58 


457   4-171   —  7   4-49   4-153   —157   4-116   4-102   4-76   —  75   —  29 
571   _  85   —198   —195   4-  16   -t-258   —232   4-256   —  62   4-285   —243 


P 
229 
457 
571 


IG 


UD 

4-  19 
4-203 
4-150 


—  70 

—  19 

—  188 


—  4') 

—  107 

—  129 


UJ 


33 


—   5 

—  165 
—153 


w 


33 


—  78 
4-119 

—  128 


—  85 
4-  81 
4-220 


.36 


48 
4-141 
4-143 


—  71 

—  73 
4-236 


—  100 

—  144 

—  75 


,  31 

(/j 

—  62 

4-  94 
4-  4 


P 

229 
457 
571 


(ü 


33 


—  97 
4-  79 
4-231 


4-  91 

—  96 

—  58 


.  35 

—  46 
4-  36 
—209 


—  56 
4-205 
4-270 


—  36 
24 

82 


—  12 

—  9 

—  118 


4-  75 
4-  63 
—  47 


25 
—195 
—  2 


—  99 

—  7 
—181 


.  *7 

tu 

—  33 

—  112 

4-  29 


P 

229 
457 
571 


—  80 

—  130 

—  32 


—  103 
4-163 

—  141 


0." 

4-  14 
4-230 
—  107 


4-  81 
4-  28 
—  41 


4-  9 
—  196 
4-124 


,  56 

3 

—  155 
—262 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

N{i  —  u'^  4-  w")  =  229  .  571  ,         A^(l  —  w"  —  w")  =  229  .  457  .     Vgl.   II,  2. 


35 
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n  =  57 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
18  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,   1.     p  ras  57/11—1;  tr^  =  w'*  +  w"'', 

woraus  die  primitiven  m  und  deren  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nicht- 
primitiven,  d.  h.  (T,^,  den  zweigliedrigen  der  19ten  Einheitswurzeln,  (während 
oTjj^  =  —  1),  von  selbst  sich  ergeben. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


V 
113 

«^1 
+  5 

4-  23 

^4 

—  38 

^5 

4-  39 

—  4 

8 

—  27 

^10 

4-  50 

°^ii 
4-  42 

—  33 

227 

4-100 

+  10 

4-  98 

4-  47 

4-  24 

4-  68 

—  63 

4-  90 

4-  26 

569 

4-194 

4-  80 

-M39 

4-260 

—216 

—  27 

—  113 

4-170 

—155 

083 

4-  17 

4-287 

—276 

4-  8 

4-166 

—322 

4-  62 

—  130 

4-  75 

797 

—  3 

4-  7 

4-  47 

—123 

—  46 

—  184 

—  16 

4-247 

4-334 

911 

4-  58 

—282 

4-265 

—  101 

4-257 

4-  76 

• 

4-178 

—  204 

—372 

113 

^14 

4-  U 

^16 

4-  49 

«^IT 

4-  29 

07 
«0 

4-  12 

—  46 

4-  48 

4-  26 

—  43 

—  32 

227 

—  107 

4-  82 

4-  85 

—  119 

—  74 

—  41 

88 

—  7 

4-  97 

569 

—  4. 

4-158 

—  22 

4-249 

—  121 

—  87 

—  74 

4-125 

4-  14 

683 

4-234 

—  134 

—  34 

—256 

-h  53 

—212 

4-196 

4-159 

4-114 

797 

—  277 

4-380 

—  43 

4-254 

—362 

4-253  • 

4-141 

—  26 

4-215 

911 

4-455 

4-308 

4-212 

—203 

—292 

4-303 

4-118 

—  90 

4-226 

p 

113 
227 


1 
1 


/(''i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  jp;     NfQr^  =  —p 

/(T^)  ;  p  /(ar^)  1  p 

683       1— a7j4-tr.j  — 37^^-0?^^  j         911        l+^,i— 


1  7 

4^^      28 


/(<",) 


1  —  IT    -^tr 

4  f 


IV 


90 


*)     Hier  ist  Tj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems: 


'j  -t-  tr 


90 


—  tr 


18 


tTjXj^  =  _-  1  4-  tr^^     (mod.  p). 


Die  Congruenzwurzeln  für  die  tr,^  stehen  \=  19,  II,  wo  lo  » 1i  i  Ij  >  Is  i  »;4  >  I5  >  le  >  Ir  >  *i8  resp.  sind 
was  hier  x,  ,  tt^  ,  x,.^  ,  x,^  ,  x,  ,  x,g,   x,j,   x^j,  Xjy  . 
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n  =  57 
II,  2.     p  =  57m  — 20; 

tr^  =  w*" +  w"*°'',     also  die  primitiven  tr,  wofllr  n(tr^)  =  i, 


w^  =  w'  +  w"  , 


=  0,^4-0;*', 


tr    ==  w'  4- 


U) 


17 


W 


99 


aT^5  =  w**  4-  w"  , 


tTj  =  w'  4-  w'^ , 

^ao  =  "-      -+-««'> 
tr„  =  oü"  4-  w**  , 

tr^5  =  0.'     4-w     ; 


'^4 

=    W*+  0,"  , 

«^» 

=    «,»+<«", 

"lO 

=    <«"  +  0,"  , 

«^1. 

-    0,"  +  «," 

«^.a 

-    0,"  +  0,"  , 

«^,6 

=    ««  +  O," 

«^,5  =  a;"4-a;", 


tr^^  =  c..*^  +  c."  , 


nichtprimitiv:    tr^^    wie    II,  i,    w^^^.  =  2oü"'*    (3te   Einheitswurzeln);    typische 
Relationen: 


w]  =  2u;"  +  tTj  , 


tr.tr 


—     ^  tr   4-  tr     . 

18  3  ^^       18  » 

19 


tr 


1^4  ^5  "^  ^35  » 


tF  tF  =  tr  4-  tr  ,    tu  tr   =  2uj     4-  tr  i   tr  tr   =  2tr 

18  4  40  '  1      18  ^^40'  1      19  90 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


tr,tr^-   s=  2  4"  cr^,  , 

1     80  '        91  ' 

^1^36    ^*  18  * 


37 

«^1 

-h     1 

«^8 

—   14 

^4 

—     9 

tr 
s 

—     5 

—   11 

«^8 

—     8 

«^10 

4-     5 

—     4 

«^16 

4-     7 

151 

4-  27 

4-  40 

4-  26 

4-  60 

4-  30 

—   13 

4-  63 

4-  21 

—  46 

379 

—  155 

4-  46 

—  54 

—  77 

—     5 

4-161 

—  31 

—143 

—  126 

G07 

4-250 

—206 

4-133 

4-177 

+289 

—  99 

—  48 

—196 

4-276 

37 

^90 

4-  10 

tr 

93 
—     16 

tr 
4-     1 

«^89 

4-  13 

tr 

33 

—     3 

tr 

35 

—     4 

^40 

4-     6 

«^43 

-♦-  18 

^46 

-♦-   14 

151 

—  42 

—   74 

4-  54 

-h  53 

+  68 

4-  38 

4-  39 

—    17 

—  24 

379 

4-101 

4-155 

—119 

4-  96 

—  144 

4-109 

4-  72 

—137 

—  127 

607 

4-298 

4-     8 

—  10 

4-239 

4-116 

4-295 

—238 

4-287 

4-251 

*)     Hier  ist  tr^   völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tr,w'^  =  tr^g  (mod.  />);  auch 

tr   4-  tr      ^=      —  tr    1 
ist  es   gemeinschaftliche  Wurzel   des  Systems:      i  90  is  i   mod.  ji;  und  eines  Systems  von 

tr  tr      g=  2  4-  tr     I 

1     20  ^^      9lJ 

9  Congruenzen,  deren  erste:    t3cr,4-tr.4-tr,4-tr,^4-tr,.4-t3CT,.4-aT,^4-tr^.-t-t3cr,^  ^  — a,"  mod.  p. 

14  7  10  13  16  40  4S  46 

35' 
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p 

37 
151 


-+-18/>—     p^ 


n  =  57 

Congruenzwurzeln  mod.  p'*) 


+  5p4-  6^' 


-I-   8p— 15p^  —   8jt>—  4p^ 

+  4/?-Glp'  —70^—11// 


tr. 


llp 
8p+33p' 


tr 


8 


10 


TT  tr 


tr 


30 


P 

37  +i2jt>Hll3p'  +     p-hi6/>*  +16p—   7p-  —Hp— iip»  +16p—   8p' 

151  4-13p— 73p'         — 23p— lOp'         +iOp— 42p'         +I4p4-44p'         — 51p+67p' 


P 
37 

151 


S3 


3p' 
—50p— 39p' 

P 
37 

151 


tr 


'26 


—  llp—   8p' 
2p+6l2>' 


w 


tr 


:!9 


+   5p4-18p^ 
-i-74p4-67p' 


tr. 


4-    jp4-16p' 
+3Gp+42p' 


«r 


—  16p4-15p'         +9p+14p'         -h    p—    p'"* 
—35p— 49p'         — 8p— IGp'         — G5p— 45p' 


w 


SS 


4-  2p— 10p' 
-4-55p— 26p' 


Primfactoren  ideal;  fl\r  p  =  151  in  dritter  Potenz  wirklich: 
p  =   151  ,    /Vi)  =   1  +  «^,  -f-  Wj  +  tr^  4-  (Tg  +  Xjg  -  tr,j  +  2tr^,  . 

Für  die  übrigen  in  neunter  Potenz,  gemäss  folgender  Normen: 
JV(1  —  u)"  —  tr^  —  tTj,  4- T,^  4- tr,j)  =  37?i5l  (mit  Congruenzwurzeln  inod.37')**), 

A-(tr,  4-  T,,)  =  37  .  379  ,  N(w^  4-  w^  —  tr^^  4-  w^,)  =  37  .  607  . 


II,  3.    p  =  57m  +  20  ;         tr^  =  w»"  +  w'®''  ==  —  oy"'' , 

d.  h.  19te  Eintieitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

191,     419,     687,     761 

auch  hinsichtlich  der  57ten  Wurzeln  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen 
p  =  19/n  4- 1  (vgl.  X  «=  19,  I). 


•)     In  der  Form  a  4-  ^/>  4-  «y'  >  wovon  der  erste  Theil  (a)  schon  in  der  vorigen  Tafel  ent- 
li alten  ist. 

••)     Hierbei  ist  w^»   =  4-10  —  16p  4-  l0/>*  ;  auch  erhellt,  dass  hierdurch  und  durch  /'(w,) 
für  jD  =  151  die  9te  Potenz  des  Primfactors  von  37,  zunächst  in  gebrochener  Form,  gegeben  ist. 
Ferner  ist:  N{rr^  4-  w^^)  =  37  .  571  ,  iV(tr,  —  w^^)  =  37  .  229    (vgl.  I); 
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n  =  57 

III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  =  57/?i  +  7,-8; 

12  dreigliedrige  Perioden:  tr^  =  ui'^-f-£«^^''+ w 
also  die  primitiven  tr,  wofür  U{v^)  =  49, 


.-8r 


w^  =  w  4-  w'  +  to**'*  , 
tu,  =  w*  +  w"  4-  w"  , 

tr,3  =  w"  4-  w*^  4-  w**  , 


tr,  =  oü'**  4-  w"  4-  »*^  , 

-.  .   8     ,     .   56  _,     ,.40 

tr^  =  w    4-  Jw     4-  w     , 


tr^  =  £w*  4-  W-*  4-  üö" 


10 


13 


6 


^10  ~  '"*^      "*■  ^      "*■ 


W 


34 


tr 


16 
29 


.    16     ,     ,55     ,     ,   43 

'jj     4-  w     4-  w     > 


<r„  =  u>''  +  <«"  +  <«" 


S9     •         32     I         53 

OFoo  =  w  "  4-  w      4-  W      , 


ar 


31 


46 


„  =  «,•"  +  w"  + 


ÜJ 


37. 


nichtprimitiv:  tr,^  =  —  w''' 4- w'^'' 4- w^'** ,  die  dreigliedrigen  Perioden  der  19ten 
und  w^^r  =  Süü''*  die  dritten  Einheitswurzeln;  typische  Relationen: 


trj  =  tr,  4-  2a.g  ,  tr^tr.^  =  or,  4-  tr^  4-  tr^^^ , 
^1%  =  3  4-  tr^  4-  tFjj  , 

^1^1   =   ^4  "♦■  ^10  +  "'sS  9  ^1^13  =  ^'*'''  4-  TT^  4-  Wj^  , 

«^1^19    ==    ^"'ll  '  "^1^38  =  ^^30  • 

Congnienzwurzeln  raod.  p,*) 


1^4    =    ^5  "*■  ^11  +  ^ 


39 


tr  tr      =  tr    4-  2tF 

1     11  '*3  ^^  18  ' 

19 


GP  tr      =  Z'jj     4-  tr     4-  tr     : 

1     31  ^^23^^*89' 

tr  tr      =  tr     4-  2tr     : 

1     30  33  ^^         31  ' 


p 

^1 

^8 

^4 

tIT 
5 

tXT 
8 

tr 

"'lO 

7 

4-  2 

4-  1 

4-  1 

0 

—  2 

—  1 

163 

—  18 

4-  19 

-  13 

—  75 

4-  71 

4-  43 

277 

—  51 

4-  14 

4-  6 

—  35 

4-  47 

—  84 

349 

4-  10 

4-  82 

—  29 

—  174 

4-  9 

4-147 

463 

4-119 

—  2 

4-  24 

—210 

—  95 

4-  27 

577 

—  71 

4-  68 

—242 

4-  83 

—  110 

4-219 

619 

4-254 

4-157 

—  168 

—246 

4-301 

4-  64 

733 

4-  88 

4-173 

4-141 

—238 

—246 

4-266 

p 

^,, 

tr,. 

or.,. 

tr.. 

w«« 

^T-, 

A 

11 

16 

33 

33 

39 

31 

7 

—  3 

0 

—  3 

4-  2 

—  2 

—  1 

163 

—  66 

4-  24 

4-  20 

4-  61 

4-  49 

4-  49 

277 

—  127 

4-  95 

—  38 

4-129 

4-133 

—  88 

349 

4-166 

-+-  61 

—117 

4-  77 

4-  67 

4-  51 

463 

4-184 

—  10 

4-  44 

4-  41 

4-104 

225 

577 

—  121 

4-125 

—  127 

—193 

—  90 

—  117 

619 

4-251 

—281 

—  105 

—244 

4-  34 

—  16 

733 

4-  17 

4-234 

4-335 

—181 

4-168 

—  23 

•)     Hier  ist  w^   volUtandig  bestimmt  durch  die  lineare  Congroenz  ar,«»*  z=z  tu,^  (mod.  ^)» 
anch  ist  es  die  gemeinscbaftliclie  Wurzel  des  Systems     «r,  4-t3cr,,  ^  — tir.^  ,     w  w      ^  w   4-2ti7.,. 

°  1     '         11  30  '  1     11  S  ,13 

mod.  p,  und  eines  zweiten  von  6  Congrucnzen,  deren  erste    3'j4-a^^-t-w^o4-op.g4-a^2j"^""^3i  ^  — ^ 
mod.  p.     Vgl.  X  =  19 ,  III,  wo  no  >  "Ji  >  *l3  >  "Js  >  *J4  »  I5  ^e^^st,   was   hier   resp.  tr,  ,  tr^  ,  tu, ,  ,  tr^^  , 


^^15  »    ^30  • 
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n  =  57 
Congruenzwiirreln  mod.  p^  filr  j;  =  7 : 

'^i  «'s  ^^4         ''j  ^8  ^10       '^ii         '^le         ^i2         ^^i  ^99        ^ai 

mod.  7'      —110     +64     —83     —84     —156     —50     4-32     —140     +123     —138     —  79     —64 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfacturen  ^t j)  haben  3  der  obigen  Primzahlen  />,  nämlich:*) 


277     fp  -^tr    — CT 
*  4         11         a9 


577     1— tr„4-tr,+«r,,+2!«,' 


19 


A^,) 


733     l-trg+tr^+or,j,+2w" 


Die  Ghrigen  haben  ideale  Primfactoren,  welche  in  3  ter  Potenz  wirklich  sind,  z.  B.  für 

2?  =  7   ist  /'(öTj)  =  tr^  +  or^  —  a" ,    in    demselben   Fall    sind    die    übrigen    gemäss 
folgender 

Normen  eomplexer  Zahlen  in  Jr. 

A>i  -  tr„  +  tTj,)  =  7  .  349  ,  N{1  -  tr^  +  tr^  -  x^^>  =  7  .  463, 

A^(tr^  +  tr^^  +  tTjj)  =  7  .  163  ,  N(2  —  tr^  +  w")  =  7.619.      Auch   ist 

A^l  —  tTj  —  tTj,  +  tTjj,)  =  64  .  577  ,  A'(4  —  TTj  —  tr^  —  tTp  —  tr^g  —  tr^^^)  =  64  . 


IV.    2^  ^^"^  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.     2?  =  57m—  7,  + 8; 

rr^  =  üt'"  +  a-'''  +  üt-®''  +  cii,-''  +  u;^'*  +  w'"^,   also  die  primiti ven  or,  wofür  n{ory)  =  7 , 

(Tj   =  u:  +  a*®  +  £*.**  +  üi"  +  (ß.-^  +  üi'' ,  TTjj   =   u'*  +  a-*^  +  u:*^  +  w"  +  tt."  +  w"  , 

tr^   =  cc*  +  ül'^  +  c."  +  a"  +  c"  +  ou"  ,        tr^   =  c..*  +  u:''  +  o.^'  +  c"  +  a«"  +  oü*^  . 


tr 


10  _1_  -.  **  _L.  ,..3*  .1.  ,..*T     ,     ,.13     ,         '43  „         _    ,..11     ,     ,..n7     ,     ,.  as     ,         46     ,     ...80     .     ,31  . 


10 


w     -\-  jc     4-  u.      -r  ö-      4-  Cü     4-  w     ,     tr      —  o.'     +  üi'     +  c<i'      4-0.'     4-  w     4- 


Cn' 


> 


nichtprimitiv:  tr^^,   sechsgliedrige  Perioden   der   lOten  Einheit s^viirzelu ,   wäh- 
rend oPjg^  =r  —  3 ;  typische  Relationen: 

trj   =  6  4-  2Xj  4-  tTj  4-  2Xg  ,  tr^tr^  =  oTj  4-  tr^  4-  tr^  4-  2Tg  4-  «'j^  , 

tr^Xj  =    -  1  4-  tr.^  —  tTg  ,  tTjOTj^  =    —  2  4-  2x,  4-  3tr,,  ; 

tr^x,  =  1  4-  tr^  4-  x,^  4-  tr^,  ,  tr^tr^  =  2x,  4-  2Xj  4-  x^  4-  x^^  , 
XX      =  —  2  —  x-^x4-x 

1      IJ  l  2  ^^       11 


•)     Hier  sind  die  niclitpriuiitiven  x  zur  Abkürzung  gehrauolit. 
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n  =  57 


Congrueuzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

107 

w 
1 

—  21 

w 
a 

—  11 

^4 

+  3 

«^5 

+  2 

10 

—  33 

tr 
11 

—  46 

179 

+  19 

—  52 

+  80 

+  77 

+  4 

+  52 

293 

-+-  46 

+  62 

—  132 

—  90 

+  33 

+  82 

449 

—123 

+  70 

+  127 

+  16 

+  81 

—  170 

521 

4-157 

—  38 

—  151 

+  30 

+211 

—208 

563 

+  49 

+271 

—  102 

—  199 

+215 

—  233 

677 

+184 

—  48 

+  103 

+  19 

+  57 

—314 

863 

+119 

—  114 

—329 

+  96 

—214 

—420 

977 

—401 

+174 

—  59 

—217 

—  50 

—423 

/(tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

Ä^x) 

P 

yi^i) 

107 

2-tr, 

449 

l  +  2tr^  +  2trj  +  2w^^ 

179 
293 

521 
563 

3  —  w     —  w 

10      11 

4  +  2trj  +  w^ 

p  A^i) 

677  1  +  2tiT3  +  2trj  +  w^^ 

863  1  —  tTj  +  tr^  —  tr, 

977  1  —  2w^  +  w^ 


10 


IV,  2.     ;>  =  57/H  —  11 ,  —  26  ; 


tr^  =  oy'"+ c«;""'*  + w^''  + Oü 


-20r 


UJ 


-8r 


..-2«'- 


M 


also  die  primitiven  tr,  wofilr  TUw^)  =  49, 

w^  =  w  +  w*^  +  Oü^  +  üu"  +  w*^  +  £w"  ,  tr^  =  w^  +  w"  +w^*  +  w"  +  w"  +  üü*  , 


OT^    =    W*  +  W"  +  W"  +  C«"  +  W"  +  W^^  , 


tr. 


„»«  +   a,"  +  „;»   +  ^"  +  «,"   +  «,*« 


8     I         26     ,         56     I         11     I         50     I         30 

ar.   =   w    +  üj      +iü+w      +u;+w      , 
tr„  =  ou"  +  w"  +  uj*'  +  c«"  +  w''  +  w"  • 


16  "^  •     "^  •     "  '     "  •     ^         I     -       >         -jj  -  1-  •--  •"  •-  •-> 

nichtprimitiv:   tp^^  wie   IV,  2    und   tr^^^^  =  6>j"'',  dritte  Einheitswurzeln;  typi- 
sche Relationen: 


tu?  =  4w"  —  tr.  , 

1  3  ' 

tr  tr    =  4  -^  tu   z 

18  3  > 

11»  "**'8  ' 


07,07,  =    —  1  +  tr,  +  277^  , 
12  8  6  ' 

^1^3  =  «^1  +  3tr^  +  2trjg  , 

tXT   QT  ^=s    otlT 
1     38  13 


tETjtr^  =r  3!rjj  +  2ti7g  +  w^^ 

19 


^1^18    ~    ^^ 


W 


16  » 


*)     Hier  ist  tzTj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 


OT. 


tIT 


11 


—  W 


13 


tr,tir,,  ^  —  2  +  2tr,  +  3tr,^     (mod.  p), 

111  3  13 


Wegen  der  Congrueuzwurzeln  der  t^j^.  vgl.  X  =  19  ,  IV,  wo  Iq  >  ii  >  «23  was  hier  resp.  07  3  ,  07 g,  07  j  3 
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»»  =  5 


i 


^ 

^  y^M^m^m.  ^%\,  JM 

kC4  vv  ««&  m^-%^mma 

b    m»m-%^-^^^         f^ 

'  / 

p 

«'i 

"••j 

^4 

«^. 

TT 

16 

»1 

31 

-+-  3 

+  u 

+  10 

+  13 

—  7 

+  2 

103 

-+-  5 

M 

+  32 

+  24 

+  20 

+  30 

331 

—  93 

-+-  81 

—  69 

—  3 

—  137 

—  109 

373 

—  146 

—  76 

—  164 

—  61 

+  26 

+  49 

487 

4-  53 

+165 

—208 

+121 

—  77 

—  43 

601 

-f-237 

+225 

—  45 

+279 

—  216 

+  122 

673 

—  175 

—  18 

+  23 

—207 

—  103 

—192 

787 

—  120 

—172 

+376 

+226 

+  133 

+354 

829 

+279 

+410 

—  142 

+  57 

—262 

—341 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  wirklich  für  die  beiden: 
2)  =  373  ,    /(x^)  =   1  +  tr,  +  tr^^  +  rr^^  ;        ;)  =  487  ,    /(x^)  =   1  -  x^  -  27r^^ 

Für  die  übrigen  ideal,   in  dritter  Potenz  wirklich,  gemäss  folgender 


6 

X 


Normen  complexer  Zahlen  in 

N{2  —  x„)  =  7.31,  iV(l  +  tTj  4-  ^8  —  «-„)  =  7  .  103  ,  N(3  +  x^)  =  7  .  331 , 

N(2:r^  -  ^-4  -  «-8  -♦■  ''is)  =  3^  •  ^^^  »  ^(^  -♦■  ^».  —  ^^is)  ==  7  .  673  , 

N(-k  —  tr^  —  cr^g)   =   7.787,         N(l  —  x^  —  x^^  +  2x„)  ==   7  .  829  . 

Ferner  ist :     A-(x,  -  x^)  =  7 .  37 ,       N{i  +  x^^)  =  151 ,       N{2  -  x^  +  x.^,)  =  7' ; 

N(l  —  Xj  +  x^)  =  7  .  163  ,  N(2v^  +  2Xg  +  x^^)  =  7  .  463  , 

N(2  —  x^  +  x^)  =  277  ,  N(2  +  Xjg)  =  577  ,  N(rr^  +  x,)  =  733  . 

IV,  3.     p  =  57w  +  11  ,  +  26  ; 

x^  =  ar+o,>»'-+:..^'-+c..'0'-+a.-»'-+(.*'^'-  =  -  (x'°'-+c,.."'-+c.-**'-) » 

d.  h.   die  primitiven  x   rediiciren   sich   auf  die   dreigliedrigen  Perioden  der  19ten 
Einheitswurzehi,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

11,     83,     197,     239,     311,     353,     467,     653,     809,     881 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  3  gehörigen  Prim- 
zahlen j9  fl\r  >.  =  19 . 


*)     Hier  ist  x^   vollständig   bestimmt  durch  die   lineare  Congruenz  tr  a-'^  ^  x       (mod.  /;), 
aber  auch  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 

X   +X      ^S       —X      1  X   +X   +X         ^=    «^    C*!       I 
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n  =  57 

V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig. 

2)  =  57m  —  2  ,  +  4  ,  —  14  ,  -i-  16  ,  +  25  ,  +  28  ; 

4  neungliedrige  Perioden: 

also  die  primitiven  07,  deren  Gleichung: 

tr*  —  tr'  —  4ccr*  —  5tr  4-  25  =  0  , 


&& 


49 


IG 


.43 


.28 


OT^  ==  üü  +  Cü"  +  w'  +  ov     +  w'"  4-  w-'  4-  w'  4-  tt;"  4-  w 

or^  =  w"  4-  o,'"  4-  w®  4-  t«*^  4-  w"  4-  'm^'^  4-  w**  4-  w"  4-  ou"  , 

or^  =  iy*  4-  w*'  4-  w*''®  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w**  4-  w"  , 

10     I  37     I         40     I         34     ,         46     ,         2%     •         13     ■         31     •         &9 

tTj^  ==  w     4-  ö.'     4-  w     4-  oy     4-  w     4- 1«-'     4-  w     4-  £w     4-  w     ; 

nichtprimitiv   ar^^,   die  neungliedrigen   Perioden    der   19ten  und  w^ 
die  dritten  Einhcitswurzeln,  mit  den  typischen  Relationen: 


»r 


=  ec«"' 


TT 


J  =  örr,  4-  4!rj  , 


or 


OT     =    5  , 
12  ' 


tTjtTj  =  —  4  4-  w,  , 


«^1 

^10  -  ^^ 

^"; 

tr  tr     — 

13 

5 

'-'\ 

CF  tr    ^ 

16 

-  40.^^  4- 

^10 ; 

^1 

«^19   =   9^5 ' 

tr  tr      "T^ 

1     38 

9crg. 

Congruenzwurzeln 

mod. 

i>.*) 

p 

43 

^1 

—     4 

GT 

—   12 

w 

5 

4-  19 

10 

—     2 

V 
631 

^1 
4-236 

tr 
a 

—     8 

^5 

4-  52 

^10 

—279 

61 

4-  18 

4-  24 

—  10 

4-  30 

643 

—248 

—293 

—  172 

4-  71 

73 

4-  35 

4-  21 

—  12 

4-  30 

709 

-t-209 

—  78 

—149 

4-  19 

139 

—  31 

'—  45 

—  51 

—  11 

727 

4-  46 

-t-332 

4-114 

4-236 

157 

4-  75 

4-  21 

—  33 

—  62 

739 

4-290 

—344 

4-  24 

4-  31 

199 

4-  85 

4-  57 

4-  36 

4-  72 

757 

4-  91 

—  158 

4-186 

—118 

271 

—  79 

4-120 

4-123 

4-108 

769 

4-185 

4-291 

-f-118 

4-176 

283 

4-128 

4-  73 

—  28 

4-111 

823 

—  163 

4-106 

—280 

4-338 

313 

—  109 

4-  66 

4-149 

—  105 

853 

—  64 

—200 

4-421 

—  156 

367 

—  129 

4-  91 

—  174 

—  154 

859 

4-  20 

4-215 

4-  46 

—280 

397 

4-  58 

4-  48 

—  13 

—  92 

883 

4-  50 

4-265 

4-  73 

—387 

499 

4-  87 

4-  23 

4-117 

—226 

937 

—  49 

4-172 

4-151 

—273 

541 

—  55 

—246 

4-117 

4-185 

967 

—270 

—  197 

4-340 

4-128 

613 

—221 

4-  61 

—  126 

4-287 

997 

4-242 

—482 

—210 

4-451 

*)     Hier  ist  tFj    völlig  bestimmt  durch  qp  w      ^  w    oder  tr  m 

1  6  13 

als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Systeme: 

tr.  -H  tr.  =?  —  w^  I         '  tr 


5tzT       (mod.  p),   sowie 


15  « l  ,  1  1«  ^    ,8 }  (mod.  »). 

tFjtTj^  =  —  44-aT,J  tTjtTj^  B      5u;    J 


36 
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n  =«  57 


/(vj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(«-i) 

43 

2+    tr^ 

0 

Cl 

4—    tr, 

—  20[Tj 

73 

5  — 3Trj 

-+-      TTj 

-«''lo 

139 

3  —      OTj 

+    tr. 

-     ^10 

167 

5  +  607^ 

—  6trj 

+  8«^,o 

199 

2a7j 

-+-    tr^ 

4-    w 

^^           10 

271 

3+     TTj 

''^5 

283 

12  —  6Wj 

H-StTj 

+  3^5 

313 

4  4-    tr^ 

-     ^10 

367 

5  +  7tr^ 

+  9(rj 

—  6w 

10 

397 

4  — 2tr^ 

—     ^10 

499 

1  +507^ 

—  Sw^ 

+  ^'',. 

541 

14  —  ÖTTj 

+  4aTj 

+  53-, 

613 

4  +  2tr, 

+    ^. 

p 

/(tr,) 

631 

2  4-  TtTj 

— 

iCtFj 

643 

6—      tTj 

— 

2trj 

709 

19  — 2trj 

— 

9trj 

727 

4  4-2trj 

— 

tp 

739 

12  4-  4cr. 

,4- 

3trj 

757 

4  +  2wJ 

— 

tr 

769 

2  4-    tTj 

^4- 

2trj 

823 

2  4-6tr. 

j4- 

Sw 

853 

9  — 4wj 

— 

8tr 

859 

6  4-20^1 

— 

OT 

883 

11  — 7trj 

^4- 

3Wj 

937 

4  — 3Wj 

— 

tr 

967 

14-2irj 

,4- 

4trj 

997 

2  — 3arT| 

— 

^1 

—  lOoP. 


—  17tr^ 
4-      w 

—  6tr 


10 
10 


—    5tr 


10 


—  14tr 


10 


VI.    j)  zum  Exponenten  18  gehörig. 
2  achtzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  l.     p  =  bim  4-  2  ,  —  4  ,  4-  14  —  16  ,  —  25  ,  —  28  , 


."•  j-  ..,*'• 


Rr 


.l»r 


tr^  «r  ou''  4-  w  ''  4-  w  **  4-  ««  '^  4-  w    '^  4-  w 


.-"'- u- ,..'r 


."r 


28r 


.-»r 


.-*r 


4-  w  '^  4-  w    '^  4-  w    '^  +  w"'^  4-  w"  '^  4-  w"  '^  4-  « 


.-•r 


4-  w 


-»•'•  +  :„"r^^-Tr^^-l«r 


(c; 


-Ur 


also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

op*  4-  ar —  14  ==  0  , 

tr^  »  üu  4-  w'  4-  w*  4-  w'  4-  J«^*  4-  oy"  4-  w^  H-  cw**  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w*'  4-  w"  H-  « 

4.a,*«4.c«;"4-u;", 


3» 


10 


.30 


.40 


33 


.46 


3S 


.13 


.96 


ii 


4  7 


.37 


IT 


,  =  w-  4-  ä;*"  4-  w'"  4-  c«'"  4-  £«"  4-  w"  4-  w*'  4-  w**  4-  w"  4-  w"  +  w*'  4-  w"  4-  w"  4-  w 

9 


.34 


+„«»+«,»»+<«"+(»" . 
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n  =  57 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

•) 

P        tTj 

2       1 

0 

P 
167 

tr           tr 

1             ^5 

49     —  48 

P             tTj 

431     118 

—  117 

P 

827 

tr 
1 

348 

«'s 
—347 

29       9 

—  8 

173 

75     —  74 

509       85 

—   84 

839 

266 

—265 

41     18 

—  17 

257 

46     —  45 

599     139 

—  138 

857 

181 

—180 

53     26 

—25 

269 

24     —  23 

641     190 

—  189 

941 

285 

—284 

59     12 

—  11 

281 

126     —125 

659       37 

—  36 

971 

309 

—308 

71     13 

-12 

317 

51     —  50 

743       95 

—  94 

983 

45 

—  44 

89     36 

—35 

383 

147     —146 

773       40 

—  39 

/(-.), 

Primfactoren  der  Primzahlen 

P'     m^,)  = 

=  -p. 

P 

/K) 

P 

/(tr,) 

P 

/(tr,) 

P 

/(«T,) 

2 

4 —        tTj 

167 

5l4-16trj 

431 

1034-32tr, 

827 

29+12ti7j 

29 

25—  Qw^ 

173 

714-22trj 

509 

1—  6tr, 

839 

45-i-16aTj. 

41 

54-  2trj 

257 

134-  6trj 

599 

1294-40trj 

857 

374-14tr, 

53 

14-  2trj 

269 

29-i-lOar, 

641 

23-i-lOtr, 

941 

174-10075 

59 

114-  4w^ 

281 

974-30trj 

659 

6l4-20trj 

971 

374-2807, 

71 

254-  StTj 

317 

114-   ötTj 

743 

94-  8o[Tj 

983 

734-24trj 

89 

454-14trj 

383 

19-i-  8trj 

773 

ö3+18tp. 

tr. 


VI,  2,     p  =  bim  4-  5  ,  —  10 ,  —  13  ,  4-  17  ,  —  22  ,  4-  23  ; 

a,r^t«*''4-w"''4-w"'^4-w-''"4-w-'°''4-c«^''4-a-"''4-a'*''4-w"'-4-e«;-"^^ 


.asr 


«ßr 


16r 


.asr 


6r. 


.a4r 


39r 


.*ar. 


Mr 


**r. 


ßr 


.»6r 


30n 


4-w"'^4-w"'^4-a;"''4-w"'^  =  -(ot;'»'-4.oü"''4-w"'"^4-uj"''4-£^'  *''4-e«"''4-w'"'4-e«"''4-t«;"'') , 

d.h.  neungliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  p 

5,       17,       23,       47,     101,     131,     137,     149,     233,     251,     263,     347,     359,     389,     443,     461, 
479,     491,     503,     557,     587,     593,     617,     701,     719,     821,     929,     947 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  9  gehörigen  Prim- 
zahlen ;>  filr  X  =  19 . 


•)     tr ,    >  0  und  <  ^p  (resp.  =  ^p  ,  für  p  =  2). 


36- 
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n  =  57 
VI,  3.     j[>  =  bim  —  5  ,  +  10 ,  +  13  ,  —  17  ,  H-  22  ,  —  23  , 

d.  h.  dritte  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p 

13,       C7,       79,       97,     109,     127,     181,     193,     211,     223,     241,     307,     337,     409,     421,     433, 
439,     547,     613,     661,     751,     811,     877,     907,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  |?  =  3/in-  i  (vgl.  X  =  3,  I.). 


n=  63 

l,     p  =.  63WI+  1. 

36  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

oi"  —  w"  -h  w-^  —  W-*  -t-  tw"  —  w"  -h  cü*  —  w'  4-  1  =  0  ; 
durch  sie,  oder  durch: 

to"  -t-  ctf**  +  tu"  +  w*'  +  w"  H-  w'  4-  1  =  0  , 

lassen  sich  unter  den  nichtprimitiven  nur  die  9ten  (w^")  climiniren,  nicht  aber 
die  21ten  Einheitswurzeln,  und  die  Gleichung  w*^ -h  u;" -h  i  =  0  dient  nur  dazu, 
je  zwei  Wurzeln  durch  eine  dritte  auszudrücken. 
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p 

127 
379 
631 
757 
883 


—  67 
—181 
—291 
H-311 
—268 


OD 

—  53 
H-167 
+127 

—  175 
-t-339 


n==63 

(Vgl.  n  =  21,  X  =  7,  3,  9) 

Congruenzwurzeln  mod.  jp. 


{jii 

4-  15 
—157 
—277 
H-345 
+131 


+  34 
—  8 
—161 
—199 
—244 


—  29 
+  14 
—253 
4-176 
-t-384 


+  13 
+  64 
4-  50 
4-237 
4-375 


.11 


4-  21 
4-165 
—  37 
4-278 
4-380 


4-  30 

—  132 
—282 
4-202 

—  98 


-r-  48 
—183 
4-278 

—  61 

—  5 


—  58 
4-150 
—130 

—  46 
4-407 


P 
127 

379 
631 
757 

883 


4-  26 
4-  36 
—104 
—277 
4-225 


4-  42 

—  73 

—  26 
4-151 
4-228 


,  33 

4-  60 
—  63 
4-107 
4-  70 
—412 


4-  9 
4-  33 
—218 
—203 
4-336 


4-  31 
—174 
4-  78 
4-231 
—  3 


4-  11 
4-  37 
4-  18 
—  74 
—109 


—  43 
4-  30 
—152 
4-210 
—393 


0." 

—  7 
4-  83 
4-257 
4-343 
4-106 


4-  18 
-M37 
4-302 
—  64 
4-  25 


4-  62 
4-139 
—137 
—  155 
4-  18 


P 
127 

379 

631 

767 

883 


—  23 
4-  41 

—  35 
—133 
4-  81 


41 
4-159 
4-  89 
4-272 
4-294 


{*} 

—  14 
-f-  23 

—  55 
4-  91 
—113 


4-  36 
4-  6 
4-230 
4-292 
-t-  15 


—  3 
—135 
4-184 
4-376 
—213 


4-  44 
4-179 
4-  91 
4-358 
4-208 


—  46 

—  48 
4-199 
4-181 

—  128 


—  45 

—  29 
4-143 
4-273 
4-353 


—  55 

—  44 
—226 
4-371 
4-  9 


—  6 
—147 
—307 
4-177 
4-402 


P 
127 

379 
631 
757 

883 


—  39 
4-  77 
—265 
—214 
—405 


4-  35 
—  27 
—212 
4-357 
—430 


—  56 
4-142 
—243 
4-194 

—  76 


4-  17 
4-  70 
4-  41 
—226 
4-182 


—  12 

—  59 
4-159 
4-186 
—112 


4-  49 
4-  67 
—206 
4-314 
—243 


Normen  complexer  Zahlen  in  w . 


N{i  4-  c«'  -  ") 
N(l  —  w'  4-  w**) 

JV(14-oü"4-u;*') 


127.631, 
64  . 379 , 
127.4169, 


JVi(l  —  w"  4-    w")  =  127  .  767  , 

N(l  —  w  —    w*)  =  64  .  883  , 
JV(1  —  w"  —  w")  =  379  .  7057  , 


JV(1  —  cü'  —  oü")  =  N(l  4-  w*®  —  w")  =  883  .  127  .  2521   U.  8.  W. 
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n 


63 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
18  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.     J[>  =  63w  —  1 ;  or^  s=  w**  +  w"'' ,  op^tr^  =  w^_^  -+•  w^^^ , 

womit  die  18  primitiven  tr  und  die  Relationen  zwischen  ihnen  und  den  nicht- 
primitiven  gegeben  sind;  diese  sind  v,^,  die  zweigliedrigen  erster  Art  der 
21ten,  einschliesslich  w^^  oder  die  der  7ten,  ferner  tr^^,  die  Perioden  der  9ten, 
wobei  insbesondere  tr^^^  =  —  i . 

Congrueuzwurzeln  mod.  p*) 


p 

251 

«^1 
-t-  39 

+  13 

^4 

—  84 

«'s 
+  21 

«'8 

+  26 

«^10 

—  63 

«-11 
+  99 

tr 
iJ 

+  78 

1« 

—  79 

503 

—206 

+  182 

—  76 

+127 

+241 

+  31 

+  42 

—  12 

+234 

881 

—421 

+  158 

+294 

—412 

+  96 

—291 

+  62 

+115 

+404 

P 
251 

tr 

^IT 

•+■  20 

tr 

19 

+  98 

tr 
so 

—  49 

+  10 

—  111 

tr 

S5 

+  64 

CT 

+  58 

tr 
—  104 

tr 
—  36 

503 

—205 

+126 

—  47 

—250 

+  195 

—222 

+142 

—229 

—  73 

831 

+342 

—  193 

+  103 

+318 

+  35 

+245 

+     8 

—211 

+229 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(rr^)  =  —  p. 


p 

/(<r,) 

}' 

/K) 

/' 

/(<r,) 

361 

1  -  ".4  -  «-« 

503 

1  +  X,  +  IT,, 

883 

l-x,  +  <r„ 

*)     Hier  ist  tr^  die  gemeiiutchaftliche  Wurzel  der  beiden  CongrnenzensTsteme : 

tF   +  tr     +  tr      ^5        0 
+  tr    tF     -4-  tr    tF    sag  —  3^      und 

S        tF, 


tF  tr 

1     30 


oiT  op    tr 

1      20     33 


tF 


IT 


tF 


19 


tFj  +  tP,  +  tFj^j 

S,(trj  ,  tr^  ,  tFj^  ,  tPjy  ,  tFjj  ,  tr^g) 

'|i<«'l  '  «'s  '  «'lO  '  ^IT  '  ^19  '  «^3«) 
0,(tFj  ,  tPj  ,  tr^^  ,  tFj^  ,  tFjj,  ,  tF,g) 

Sj(tF^  ,  tTj  ,  tF^^,  ,  tP„  ,  tP,g  ,  tr,^) 


tr 


3S 


Qf    OP   OT      QC      tF       fr 
IS      10     17*^19*  »6 


-5  + 

tr 

38 

tr 

X=3 

1  +  4tF,, 

»= 

6  — 

3tFy  + 

tr 

14 

^ 

-2  + 

tF,- 

2'-,. 

= 

-2  + 

"t 

"i. 

(mod.  pJ) 


S^  Summe  der  iVionen  der  nachstehenden  Elemente.  Die  Werthe  der  tr,^  stehen  in  der  Tafel  n  «as  21, 
II,  1,  wo  sie  u^r  heissen,  die  Werthe  von  «'7  ,  «'m  ,  Wjg  in  der  Tafel  X  =  9,  II,  wo  sie  »j^,  ,»Ji  ,»ij 
liei:»sen. 
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n  =  63 
II,  2.     jt)  =  63m  —  8  ; 

w^  =  w'*  4- :«"*'',    also  die  primitiven  w,  woför  n(tr)  =  i, 


OF^   =   OÜ  4-  w** ) 

8  63 

Wg  =  w   4-  w     , 


w    =  cü   4-  w 


47 


W 


10 


10     ,     .46 

=  w     4-  w     » 


w 


3S 


OT^     =    ÜÜ*  4-  w'^  , 


=  u;^'4-ou", 


tTj   =   £«;*  4-  w'"  , 


a: 


13 


=  <«"  +  <«", 


or 


19 


33  ' 


20  ^^  '*' 


=  u,"  +  tt,"  ; 


^ 


34 


40     I         S8 

w^o  —  ^      4-  W     , 


w^j  =  w*^  4-  £« 


50  . 


die  nichtprimitiven  w  sind  tr^^  =  w''*4-w*^'*,  die  zweigliedrigen  2ter  Art 
der  21ten,  einschliesslich  die  Perioden  tr^^  der  7ten  (diese  wie  II,  i.)  und 
Wjr  =  2w''',  die  9ten  Einhcitswurzeln  selbst  (einschliesslich  die  3ten  tr^^^  =2w*^'"); 
typische  Relationen: 


^1 



2cü"  4-  rr 

3> 

tr  tr     — 

13 

^3  +  ^15' 

gp  tr     — 

14 

^5  +  ^33  ' 

rr? 

2  4-tr,, 

1     13 

2u;'*  4-  OTj  , 

tr  w      —= 

*l*'l7 

—  1  —  tr 

37 

» 

1     20 

— 

2w'^  4-  w 

13  ' 

tr  tr     '~~ 

13 

^4  +  ^40  » 

tr  tr     ~= 

^1^6 

2uj'  4-  tr,g  ; 

1*^9 

^ 

^1  +  ^10 

y 

w  tr      -^ 

1      37 

2^"  4-  tr^5  ; 

tr  X     ="=^ 

17 

2tr^, 

tu  w 

T-rr 

2tZT^, 

tr  BT      = 

l      35 

2«^27; 

1     21 

2aT„. 

• 

Congruenz wurzeln  mod.  p.*) 

p 

181 

tu 
1 

4-  80 

^3 

—  59 

w 

4 

—  44 

«^5 

4-  64 

tr               tr 

^8                        10 

4-48         —  16 

^11 

4-  46 

tr 

^18 

4-  39 

tu 

16 

—   14 

307 

4-  70 

—  41 

—  121 

4-124 

4-26         4-92 

4-  34 

—  32 

—  44 

433 

—  23 

4-128 

—  149 

—203 

—  188         4-207 

4-126 

4-209 

4-217 

811 

4-254 

—239 

4-243 

—252 

—309         —204 

4-327 

—231 

4-341 

937 

—242 

—432 

4-  17 

—428 

4-228         4-131 

—349 

-153 

—     6 

P 
181 

—  82 

^19 

4-  63 

«^20 

—  49 

w 

25 

4-  60 

"^26                  ^33 

—     5         4-36 

w 

34 

4-  62 

^40 

—  38 

«^41 

4-     1 

307 

—  36 

—  129 

—134 

4-  29 

—  83         4-2 

—  38 

—134 

4-135 

433 

—  40 

4-  99 

4-  14 

—  58 

4-  75         4-166 

—186 

4-117 

4-174 

811 

4-146 

—275 

4-380 

—  39 

—320         4-338 

—  23 

—  66 

—  71 

937 

4-287 

—  58 

4-330 

—148 

—  77         4-62 

4-395 

4-  64 

4-379 

*)     Hier  ist  ar,  völlig  beatimmt  durch  eine  der  linearen  Congmenzen: 

ar  Cü**  c=s  t 

"^6' 

wy 

=  w,, 

(mod.  p.)>    o^l^r  ^^^  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzensysteme: 

1 
1 

"^i^^ii 

«^l+«'l3+«^34    ^ 

+  ^13^34  +  ^84^1    — 

^1^13^34    = 

0 

0                         an^ 

«^3  +  3tr^g 

tr  4*tiT    4*tr      s= 

1^^     10^^     19   — 
^1^10'*'^10^19"*"^19^1 

1     10     19 

-2<«" 

(mod.  p). 

Vgl.  n 

—   21,    X 

= 

7,  3,  9. 
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181 

l-o.„ 

307 

l+Xj-X,, 

n  =  G3 
^tTj),  Primfactoreu  der  Primzahleu  p. 


433       l-|-x,4-tr,4-tr^,4-tr,, 
811       l-t-tr,,4-x^^ 


937     l+«r^H-tr„H-tr,^ 


— ar 


4« 


II,  3.     j[>  =  C3m  4-  8  ; 
rr^  =  x'"  +  üü*''",     also  die  primitiven  tr,  wofiir  II(x)  =  i, 


oc 


j  =  CA-'  4-  £*'    1 


X..  =  <«■•  +  ■.."  , 


tr.^  =  w'  + 


or 


11 


M 


11 


Iti 


^   =   u;*  4-  :»  ''  , 


13 


=  («"  + !,." 


'iO 


so 


ou 


.31 


TT         =    W 
2t 


ya 


bu 


&o 


33     I         58 
23  ' 


—  31     ,         59 


47 


ut 


47 


u; 


61 


—  .   87  j^  .   44 


tr      =  {/; 

38 


38 


Ja- 


Xj  =  w'  +  n". 

^  .   a»     ,     .   43 

„         ,.*6  _L_  ,.5' 


nichtprimitiv:  x^^  =  —  w****  und  x^^  ==  2^^" ,  beides  die  7ten  AVurzeln,  x^^  die 
Perioden  der  9ten  Wurzeln  (wie  II,  i.),  aber  x^^^  =  —  i;  typische  Relationen: 


xj  =  2'x'  4-  Xj, , 

X  X  ^  —  1  4-  X     . 

1      13  ^^  ^14  ' 

X  X  ^  2üü      -4-  X       ! 


45     I 

X   X       ^  —  W        -4-  X        , 

1    a  ^^     10  » 

X  X       =  2  4-  X    : 

1      55  "  ^^  *7  > 

'   X 
19 


x.x.  =  2Xjo» 


tr  X      =  2j^^  4-  X     , 

IJO  ^^11' 

36     . 
XjXy    =    —  M        4-  Wj  I 

x.x„.  =  2x, 


1      37 


28  • 
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n  =  63 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

71 

^1 

+  7 

^3 

—  15 

«^4 

4-  23 

^5 

—  32 

tr 

10 

4-  11 

^11 
+  17 

tr 

13 

4-  26 

tr 

*19 

—  3 

30 

—  24 

197 

—  40 

4-  30 

4-  42 

4-  60 

4-  43 

—  19 

—  55 

—  61 

—  83 

449 

—  43 

—  146 

—  56 

—  110 

—  13 

—159 

—  184 

—  171 

4-119 

701 

4-  72 

4-256 

—228 

—  126 

4-  55 

—116 

—291 

4-227 

4-184 

827 

—220 

—  106 

4-237 

4-350 

4-144 

4-325 

4-311 

4-  11 

4-  88 

953 

—  67 

—339 

+     6 

4-309 

4-272 

4-281 

4-189 

—  9 

—202 

P 
71 

tr 
—  20 

4-  34 

^29 

4-  13 

tr 

31 
-    1 

^37 

—  19 

tr 

38 

—  10 

^46 

4-  31 

^47 

4-  35 

tjp 

55 
—   2 

197 

—  64 

—  7 

—  93 

—  10 

—  29 

—  33 

—  23 

4-  1 

—  59 

449 

4-101 

4-  22 

—  58 

—  53 

4-124 

4-  66 

4-215 

—168 

4-  65 

701 

-h  99 

—222 

—171 

—  12 

—  34 

—  43 

4-344 

—101 

4-107 

827 

—384 

4-396 

—223 

—305 

—290 

4-161 

4-265 

—361 

—399 

953 

—241 

4-454 

4-308 

—444 

—  115 

4-172 

—287 

—300 

4-  13 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  für  |>  =  953;  /(tr,)  =  i  — or,Q  — tr,j  (oder  14-w®  — tr^J. 

Für  die  übrigen  (alle?)  ideal,  in  7ter  Potenz  wirklich  (wie  in  L). 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(\  4-  tr,^)  =  8.71,  A^(l  —  tr^y)  =  8  .  197  ,  N{1  —  tr^  —  w^j)  =  512  .  197  , 

N(\  4-  w^  -t-  w,y)  =  8  .  449  ,     N(l  —  et"  —  tTjj)  =  8  .  827  ,     iV(l  4-  w^  -t-  w^g)  =  8  .  71  .  701  , 

iV(l  —  tFy  4-  tr^o  +  "'">  ==  ^^^  •  "'^^  '  ^(^  +  "^46  "^  ^55)  ^  8  •  127  , 

iVO  —  tr^  4.  tjp^  4-  tr,^  —  tr,^  4-  tr,g  —  a*  4-  01"  4-  et**)  =  2  .  701  . 


•)     tTj  völlig  bestimmt  darch  tr,w'^  =  tTjg  (mod.  p),    oder   als  gemeinschaftliche  Wurzel 
der  beiden  Systeme: 


tr   -4-  tr     4-  er      =^  0 

^  —  3üü' 
45 


tr.tr.-  4-  op_^tr__  4-  op*«w_ 
1    93  33    39  39    1 

1      33     29 


et' 


and 


m   -i-  m     -4-  tr     -+-  w     -4-  tr     4-  tr      ^=  —  tü^ 

«'l  T^  ^10  ^^       19  ^^       IT  ^^       46  ^^       55  31 


^10  '  ^19  ' 


tr     ,  tr     .  tr    ^  =  2  4- 

37  »       46  »       55'  ^^ 


I  ^19  »  ^ 


,  fr    \  ^5  1  —^  3tr 
46  »55' 


Sj(trj  , 

*^3^      1  '        10  '        19  '        37  '        46  '        55'  »B  \     /_^J       _\ 

&{w   s^K     ,tr     .tr     ,tr     ,tr)^  64-3tr     —    tr        ^™^^-  ^^* 

*^4^     1  »       10  »       19  »       37  '       46  '       55'  u  -r-  wwy  »*gg 


tr     .  tr 

10  '       19 


,  tr,^  ,  tr 


CTT    fp       tr       QTf       OP        OP 

1     10     19     3T     46     55 


)  ^     5  +    tZT     —  9tr 

55'  ^^  T  38 

=  19  4-  9tr^    —  etTjj 


37 
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n  =  63 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 
12  dreigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  1.     p  =  63m +  4,  4- 16; 
tr^  =  iü''  4-  w*'"  -h  w"'' ,    also  die  primitiven  tr ,  woftir  n(tr^)  =  343 , 


w 


s=    CÜ  -J-  Oü*  -I- 


(*} 


16 


rr^  =  oü^  4-  t»/  -h  w"  , 


tTj    =    W*  -t-  Cü'®  -f- 


w 


IT 


10 


=    „"  +  c„"  +  „" 


OT 


11 


44 


11  =  w"-*-w"4- 


'JÜ 


.50 


OT^^    =    Oü"  -I-  w"4-w", 


22 


22 


u; 


25 


M 


37 


tr. 


.23 


29 


^  =  üü     H-  tu     -t-  w 


53 


^  .    26  ^^  .   41 

^26    ~     *        '*■'*' 


OT 


31 


w"  +  u," 


ÜÜ 


55 


„  ,.**  _L_  ,.*«  _l_   *8 


tr      =  uj*^ 

47  '^ 


W 


62 


tu 


59 


nichtprimitiv:   tr^^  =  c«''"4- iü^*'*''4- et**'",   die   dreigliedrigen   w  der    21ten  (nebst 
denjenigen  der  7ten  tr^^),  tr^^  =  o,  aber  tr^,^  =  3üü"'*; 

typische  Relationen: 

tpj  =  tWj  4-  2Xj  ,  tTjtTj  =   1  4-  207^  ,  rr^tTj  =  3w"*  4.  «r^  4-  ^^  , 

X  tr      =  tr     4-  tu     .  tr  x      =  tr     4-  2tr     .  m  tr      =s  3  -4-  tr   -+-  v     t 

1      10  11  ^^       26  »  1      22  23  ^^  26  »  1     47  "^^^S^^^IS» 


tr  w 
*i    3 

=  <r,  +  tP„  , 

tr  tr 

l     15 

—    m     OT 

1                1( 

• 

tr  tr     ^■~ 

tr     — 

*22 

tr.tr.. 

=  tr.,  + 

tr. .  • 

tr.x.. 

=  3tr.„  . 

l     2T 

Sl     ' 

43  ' 

l     2t 

92 

Congruenzwurzeln 

mod.  p. 

*) 

p 

fty. 

op« 

tr. 

tr,« 

oc*,- 

tr  . 

m 

1 

a 

5 

10 

11 

13 

67 

4-     1 

4-  23 

—  11 

—     4 

—  20 

—   14 

79 

4-     9 

—     6 

4-     4 

—  26 

4-  20 

4-  34 

193 

—  19 

—  89 

4-  32 

—  83 

+  51 

—  24 

331 

—  26 

4-128 

—  57 

—  70 

—     4 

4-147 

457 

4-  87 

4-  65 

4-  96 

—216 

—   27 

4-153 

571 

4-  61 

4-  52 

—  164 

—  106 

—   10 

4-240 

709 

—  107 

—  55 

+   80 

4-148 

+277 

+273 

823 

4-  62 

—351 

H-  40 

4-256 

—  172 

+102 

p 

tJP-.-. 

tr«. 

^^^ 

tr.. 

tr  . 

tr  . 

m   . 

99 

23 

26 

31 

43 

47 

67 

4-  29 

—     3 

4-  16 

4-  18 

—  30 

—     5 

79 

4-  21 

—  14 

—  17 

—     8 

—  30 

+  13 

193 

4-  71 

4-  38 

—  18 

—  86 

—  52 

—   14 

331 

—  161 

—  134 

—162 

—  77 

—  144 

—  112 

457 

4-146 

—  38 

—  28 

4-  63 

4-224 

—  68 

571 

—203 

—  42 

—  175 

—  134 

4-142 

—232 

709 

4-290 

—222 

4-194 

4-288 

—  183 

—274 

823 

—  151 

—300 

4-407 

—358 

4-  89 

+376 

31» 


*)     Hier  Ut  filr  tr,   die  absolut  kleinste  der  drei  Warzeln  des  Congnienzensjstems 

s  0  ,         ^i^2i^ii  5^  l+6w"+4tr^+2w^ 


IT   +fF      +tr        i^S  0  .  tu   tu      +tZT      tu      +tXT      tu 


oder  der  reinen  kubischen  Congmenz  w\  •=  l+6w'i+4ar^+2x^  (mod.  p)  gewählt. 
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n  =  63 
Normen  complexer  Zahlen  in  w*) 

N(l  —  (Ti)  =  16  .  67  ,  AVa  4-  OTj)  =  4  .  79  ,  N(l  —  w''^  -t-  tTj^)  =  16  .  193  , 

N(l  4-  «T^  +  tTjj)  =   16  .  7  .  331 ,  A"(l  -  «T„  4-  tr,g)  =  67  .  331  , 

N(l  4-  w,,  4-  07^^)  =  16  .  9  .  79  ,  A^(l  4-  tr,^  4-  tr^,)  =  193  .  709  , 

N(w^  -  a^„)  =  4  .  709  ,  iV(l  -  tr^j  -  or^^)  =  64  .  457  , 

AVn  ^  «^ij  —  «"ij)  =  4  .  67  .  571  ,  N(rr^  4-  or^  —  er,,)  ==  4  .  7!823  ; 

A"(l  4-  or)  =  512  ,  N(l  —  tr^j  4-  tr^^)  =  64  .  127  . 


ni,  2.     2?  =  63  wi  —  5  ,  4-  25  ; 
tTy  s  oj'-.l-f»;-*'--!.  0L.2*'*,    also  die  primitiven  tr,  wofür  n(or^)  =  343, 

tTj  ==  w  4-  Oü"  4-  oü"  ,  tTj  =  a-*''  4-  £t*^  4-  £*'*^  ,  tr^  =  oü*  4-  w"  4-  ol-"  , 

5     ,         63     ,         38  8     ,         11     ,         33  10     ,         61     ,         13 

oTj  =  w    4-  w     4-  w     ,  tTg  =  to   4-  «■'     4-  Ol'     ,  Wj^  =  w     4-  w     4-  w     , 

„^^  =  o,"  +  «,"  +  <.."  ,  <r„  =  c"  +  <«*'  +  a."  ,  «T„  =  a»  +  «,"  +  a,"  , 

«r„  =  «,"  +  <«"  +  a"  .  ir„  =  a."  +  a"  +  <«"  ,  cr^,  =  o,"  +  <,;"  +  e."  ; 

die  nichtprimitiven  sind  dieselben  wie  lU,  i: 
typische  Relationen: 

tTj  =  tTj  4-  2«rjQ  , 

^1^5    ~    ^  +  ^6  "*"  "^30  ' 


wm   -  -  " 


_      =  3»  *  4-  tr     4-  tr     : 


tr 


tr      =tr4-tr     4-tr     : 

1     80  1  ^^       19  ^^       40  ' 


tr  tr     —  or    4-  tr     4- 

1     8                 8              15 

^37» 

W  ZT 
14 

-  2tr^  4-  07^3  , 

^1^8  =   1  +  2trj, , 

tr  tr 

1      10 

=   ^j  4-  tTg  , 

^1^3              ^4  +  ^10  ' 

tr  tr 
1    ifc 

=    ^16          ^19' 

^1^9              ^4           ^40  ' 

tr  tr 

1     87 

=^  tr     -4-  tr     I 

^16  ^  ^40  > 

^1^31    =    ^^16  • 


*)     Es  bleibt  dahingestellt,    welche  der  obigen  Primzahlen  p  wirkliche  Primfactoren  von  der 
Form /('i),  Wj),  und  welche  ideale  Primfactoren /l[w ,  a^j)  haben. 

37- 
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n=  63 
Congruenzwurzeln  rnod.  p,^) 


p 

151 

H-  30 

—  17 

«^4 

4-  67 

tr 

5 

+  45 

«-8 

+  60 

10 

—  72 

277 

+   7 

4-  27 

—  19 

—  109 

—  112 

+  8 

373 

+  46 

—  92 

—  143 

—  102 

—  18 

—  127 

499 

—  138 

—235 

—  141 

—  234 

—230 

+  148 

751 

4-  10 

—  5 

4-  21 

—  155 

—360 

+  144 

877 

4-  69 

4-106 

4-164 

4-359 

—  180 

—365 

907 

—289 

• 

4-186 

—296 

—332 

229 

+162 

P 
lol 

+  54 

IT 

4-  25 

tr 

19 

—  39 

tr 

30 

—  70 

tr 

^29 

—  43 

40 

—  40 

277 

4-  12 

4-  98 

—105 

4-  U 

+  85 

+  97 

373 

-t-  98 

—  24 

+113 

4-126 

+110 

+  14 

499 

—220 

—  174 

4-113 

—  91 

—  34 

+238 

751 

—  31 

4-  25 

—  146 

+  130 

+365 

+  2 

877 

—233 

4-383 

4-  92 

+135 

+  74 

+274 

907 

—322 

—  67 

—375 

+399 

+  43 

+213 

Normen  complexer  Zahlen  in  •*.**) 

iV(l  —  tr^)  =  127  ,  N(l  +  tTj)  =  883  ;  N(7j^  —  x^^)  ==  9  .  151  , 

JV^(1  —  or^  -  OT^  +  07^^)  =  49  .  277  ,  N(l  +  w^^  +  tr,^,)  =  25  .  373  , 

iV(l  +  otTj  —  tTj)  ==  25  .  499  ,  N2  —  tr^^)  =  N(l  —  w^^  +  w^^)  =  25  .  751 

-^(«^s  —  X,  4-  tr^j)  =  877  .  151  ,  iV(2  —  tr,^  +  tr,^)  =  49  .  907  . 


*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congruenzensystems 
w,+w^+Wj^  ^  ^  »     ^i^4'*"'''4'^i«'*"^i6^i  ^  ^  »     ^i^4'''i«  ^  6w**+trj+5a7^j+3aTjy     (mod.  p), 
welches  wiederum  (wie  III,  1)  einer  reinen  kubischen  Congruenz  w*  ^  ^i^ii^is  gleich  gilt. 

**)  Aus  den  zwei  ersten  dieser  Nonnen,  welche  wirkliche  Factoren  in  v  von  />  =  127,  883 
geben,  deren  Primfactoren  (vgl.  I)  ideal  sind,  folgt,  dass  die  Perioden  v  keine  idealen  Primfactoren  Ter- 
anlassen,  während  dagegen,  zufolge  der  übrigen  Normen,  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p  wirklich« 
Factoren  von  der  Form/(w,aTj)  haben  müssen. 
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w  =  63 
III,  3.     jp  =  63/H  —  17  ,  —  26  ; 


w^  =  cw'' -t- £«"      4- w"**'' ,     also  die  primitiven  tr,  wofür  H(w^)  =  64, 


m      =5    OÜ  4-  OÜ***  +  w'' 


W 


41 


=  üü*  4-  w"  4- 


UJ 


S9 


txTj   =   u;*  4-  £«"  4-  tu"  , 
tr.  =  oü'  4-  oü"  4-  'M^*  , 


Wjj  =  cü     4-  w     4- 


tü 


so 


:io    I       38    •        -I 

=  w     4- ««     4-  (^     , 


y 
47 


W 


IG 


43 


,6  =  w^''4-w"4- 


(JÜ 


ii 


OF. 


.13 


SO 


.      Sit         I         .      «IV         I 

==  w     4-  w     4- 


UJ 


33 


OT^  =  oü*  4-  w"  4-  £ü"  , 

OTjy  =  Cü"  4-  w*®  4-  w*'-* , 
w,^  =  u)^*  4-  w"  4-  w"  ; 


nichtprimitiv:    ar^^  und  ir^^   (wie   in   III,  l  und  2.),    w^^  =  Sw^*",   9te  Einheits- 
wurzeln, desgleichen  w^^^  =  3w'^'*;  typische  Relationen: 


1  8 


207 


30 


TT 


1^3  =  2tr,  4-  tr 

56 


30 


14  «tWj  -^       J3 

iiTtr^  =  — 14-w«,    war      =  2w"* .  or  or      =  2  ! 

18  "^       18  '  1     10  '  l     17  ' 

w  w      =  TT     -4-  2w     Z     tr  tr     =  tr    -4-  2tr     .  tr  tr      ^  2w     ! 

1     15  16  ^^      *^34  '  19  ^i^^^'^io»  *l*S7  "^       » 


•^1     14  15' 


OT 


tr      t^  3tr    : 

1     35  **     9  > 


tXJ   ST         =^    3tIT     « 
1     31  4 


Congruenzwurzeln  mod.  j[>.  *) 


48 


49 


tr_aT.   =  2c«; 

tr,aT,  ^  2w 

1     3 


p 

37 

^1 
4-  13 

^8 

—  2 

w 

4 

—  18 

«^5 

4-  4 

w 

8 

—  15 

^10 

—  10 

109 

4-  28 

4-  12 

4-  20 

4-  11 

—  5 

—  44 

163 

4-  77 

-+■   22 

4-  65 

—  10 

4-  6 

—  54 

487 

—  45 

—  108 

—213 

4-  32 

—  160 

4-140 

541 

—  33 

4-106 

—  38 

—  57 

4-149 

4-  69 

613 

—  68 

4-257 

4-197 

—  51 

4-154 

4-207 

739 

—246 

4-  75 

—107 

—297 

4-352 

4-  21 

919 

—352 

4-132 

4-  76 

—266 

4-356 

—222 

991 

4-306 

4-  56 

—199 

4-493 

4-382 

—358 

P 
37 

«^13 

4-  11 

°^16 

4-  5 

«^17 

4-  3 

w 

30 

—  7 

07 
33 

4-  17 

07 
34 

—   1 

109 

—  47 

—  48 

4-  39 

—  50 

—  7 

—  18 

163 

—  35 

4-  21 

4-  72 

—  62 

—  28 

—  74 

487 

—  149 

—229 

4-119 

—  151 

4-219 

4-  9 

541 

4-227 

4-  71 

—164 

4-221 

—255 

4-245 

613 

—176 

—  129 

4-  18 

4-  38 

4-202 

—  31 

739 

—  90 

4-353 

4-  6 

4-291 

4-312 

4-  69 

919 

4-403 

4-276 

—  47 

4-313 

4-431 

—181 

991 

4-181 

—107 

4-286 

4-213 

—438 

4-177 

*)     Hier    ist  or"^    vollständig    bestimmt   darch   eine  der  linearen  Congmenzen  oy,(i>i*=  w^^ 
oder  0|w'*  ^  w^  (mod.  js),  sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congraenzensjsteme : 

W     -^  W     -4-  W        sa=    0  .  OT   tF     -4*  07   07        4"  07      07      i^s    0  •  07   07  OT         S 

w^  -r  w^  -r  Wjg    s=    V  ,  *i*4  ^^  '*'4'*'i«  ^^'*'l«'*'l        ^     ^>  '*'l'*'4     1« 


nnd  07j  4-  w^^  ^  —  w 


38 


w^w^^  ^  2w**  (mod.  p). 


3cü**  4-  tr,     (mod.  p) 

3 
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p 

/(tr,) 

37 

l+«^s* 

109 

l-«^a  -Wjy 

1G3 

l+tr^o-^'ie 

n  =  63 
/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


— w 

— tr 


so 

S4 


487     l+tr^+tr^^+OT,^ 

541     H-tr^+w^  ~"°^io 

613     1 — tr  — w    •4'W 
1         ao^^    84 


P 
739 
919 
991 


/K) 


l+tTj-tr^-tr^, 


— w 


2S 


l— Wj+tTj+tr 


93 


III,  4.     j?  =  63m  —  20  ,  H-  22  ; 

d.  h.  21  te  Einheitswiirzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

43,     211,      337,     421,     463,     547,     673,     967, 

auch   in  Beziehung   auf  03  te  Einheitswurzeln  keine  anderen  Primfactoren  als  die 
p  =  2i7n-h  1  (n  =  21,  I). 


IV.    2^  ^""^  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  12  Fällen,  wovon  8  primitiv. 

IV,  l.    p  =  63/«  —  4,-16; 
also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

or*  —  21tr*  4-  14tr'  4-  63tF'  —  84w  4-  28  =  0  , 


w,  =  w  4-  w"  4-  w*''  4-  tt,'®*  4-  c*^^*  4- 


ou 


47 


tr     =  Oü    4-  w      4-  w     4-  t't'     4-  ö."    4-  Cfc-     , 


&  I    42  ,    17  .    &8  I    so  I    46  10  ,    X3  ,    34  ■    &3  .    40  .    99 

X.  =  üü   4-  oü     4-  £«     4-  w     4-  Jfc'     4-  c«;     ,        ar      =  ou     4-  w     4-  w     4-  w     4-  w     4-  w     , 
tü^^  =  u,"  4-  :«"  4-  c-"  4-  ot-"  4-  a-**  4-  c.-'"  ,       w^,  =  u;"  4-  w"  4-  «*»"  4-  c-"  4-  üo''  4-  t.-"  , 

nichtprimitiv:  or^^,    die   sechsgliedrigen   Perioden    der  21ten  Einheitswurzeln, 
während  tr^^  =  0,    tr^^  =  —  i ,    w^^^  =  — -3;     typische  Relationen: 

orj  =  6  4-  2aTj  4-  tr^  4-  2Wj  ,         tr^tTj  =  tr^  4-  tr^  ,         tr^tr^  =  —  3  —  tr^  4-  Str^  4-  tr^j  , 


1^10  =  1  -  207,  4-  tr^,  4-  t 
PjOT^  =  2trj  4-  tr,  4-  2«^^^  , 


ys 


tr 


tr      a=  —  1  4-  2tr   4-  tr   4-  tr     : 

1*11  »^      *8  5     "^       10' 


trtr     =— tr— tr—  2tr  .  . 

16  1  8  11 
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n  =  63 
Congruenzwurzeln  rnod.  p.*) 

Für  die  8  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

47,     59,     173,     311,     563,     677,     929,     941   ist  Z.  B. 


p 

47 

—  1 

w 
a 

—  23 

w 

5 

--  7 

—  6 

w 
11 

—  19 

4-  8 

59 

—  9 

—  5 

+  26 

4-  27 

—  22 

—  17 

173 

—  8 

—  76 

-t-  37 

—  23 

—  74 

—  29 

311 

—  34 

—  79 

4-108 

—  92 

—  140 

—  74 

563 

—  87 

—  31 

4-213 

4-163 

—  132 

—126 

(mod. />*)  47 

4-516 

—681 

—900 

—710 

—818 

4-384 

Normen     complexer  Zahlen  in  t»* 

N(l  4-  Wj)  =  N{1  —  2trj)  =  3  .  47  ,  N(l  4-  w^^  —  2aTj)  =  7  .  59  , 

N(l  —  tr,  —  tr,^)  =  3  .  173  ,         N(2  4-  w,  —  w^^)  =  N(2  4-  w^  4-  w^^  —  tü„)  ==  4  .  173  . 
N(b  —  2aTj  —  2Wj,)  =  9  .  311 ,  N(w^  —  «^3  —  2ay^^)  =  9  .  563  ;      dagegen 

N{2  4-  tüj  —  Wjj)  =  127 ,  und  mit  Congruenzwurzeln  (mod.  47*)  (wobei  w^  ^  4-721): 

iV(l  —  2tü,  -  2aT„)  =r  7  .  47%  iV(3  -  tn,  4-  tr^^  4-  4^^,)  =  16  .  47*  . 


IV,  2.     p  =  63m  4-  6  ,  —  25  ; 

w^  =  w»-  4-  w**'  4-  oü"'*  4-  w~''  4-  w"*''  4-  w""'" , 

also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 

w*  —  21w*  4- 1407*  4-  6307*  —  21tü  —  36  =  0  ; 

w^  =  w  4-  w*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ,  tr,  =  w*  4-  w^^  -t-  w"  4- 1«"  4-  w"  4-  w"  , 

tü^  =  „*4-w"4-w"4-w*'4-w"4-c«",  tr^  =  u;»  4- w**»  4- w"  4- c«"  4- w"  4- w"  , 

07^^  =  w"  4-  «"  4-  w"  4-  ou*'  4-  «*•  4-  u;*' ,       tr^,  =  w'^  4-  w"  4-  ou"  4-  w**  4-  c«"  4-  c«"  ; 

nichtprimitiv  oTj^,  tr^^,  tr^^,  w^^,.  durchaus  wie  IV,  i;  typische  Relationen: 

otJ  =  6  4-  2aT^  -4-  Wj  4-  2ay^  ,  tr^aT^  ==—14-  2tr,  -+-  w^  4-  w^  , 


aTjOP^  =  —  4  4.  tTj  4-  2w^  4-  oTjj  ;  w^Wj  =  —  Wj  4-  w,  — 

oTjW^  =  2aT^  —  Wj  4-  tüjj  . 


(T 


19 


*)     Hier  ist  octi  die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congmenzensystems 
Wj  4-  Wj  4-  Wj j  ^  0  ,     oTjtFj  4-  a^j«^,3  +  '"^»«''^i  ^  —  9  —  3aTj ,     ^1^^^^^  ^  —  6  —  207^  (mod.  p). 
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n  =  63 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 
Für  die  11  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

5,     101,     131,     227,     257,     353,     383,     509,     761,     857,     887   ist   Z.  B. 


5 

or 
1 

0 

or 
s 

—  2 

TT 
4 

—   2 

or 

8 

—  1 

4-  2 

^19 

—  2 

101 

—  13 

—  29 

+  36 

4-  4 

—  23 

4-  25 

131 

•+-   27 

—  31 

4-  36 

—  52 

—  63 

—  48 

227 

—  46 

4-  63 

-H  98 

—  94 

—  52 

4-  31 

257 

+  14 

—  101 

4-  90 

33 

—  104 

—  123 

383 

+  84 

—  73 

4-  92 

—  44 

—  176 

+117 

mod.  />'   5 

—  35 

—  32 

4-  43 

—  56 

—  8 

-  37, 

sowie  er 

—  19 


Normen  complexer  Zahlen  in  «r. 

JSr(l  4-  X,)  =  N(2  -  orr^^)  =  3.5,  N(w^  —  or^)  =  —  3  .  7  .  25  , 

N{3  -+■  (Tjg)  =  A^(l  4-  ^oujg)  =  —  5 .  151 ;    mit  Congruenzwurzeln  (mod.  5')  : 

N{S  4-  OTjg)  =  625  .  277  ,  N(l  —  2^^^)  =  —  3  .  625  , 

AVj  +  «^s^  =  ■"  -^(^  —  «^4  +  «'ifi)  =  —  5  .  25  ,         A'iCl  4-  2oF^  4-  20^^)  =  9  .  25  , 

und  mit  Congruenzwurzeln  (mod.  5*):    A"(2  —  x^  4- tr^^)  =  125**).         Femer: 

A'(4  —  oFg)  =  5 .  101 ,  Niw^  —  TTg)  ==  3 .  131  , 

A'(5  —  2ocrjg)  =  —  25  .  131  ,  A'(l  4-  tr,  —  tr^)  =  5  .  227  , 

Ar(3  —  op,  4-  tTjg)  =  3  .  257  ,  Ni2  4-  tr^  4.  «Tj  —  or^)  =  —  25  .  257  , 

N(l  4-  tTg  —  2orTj)  =  —  7  .  383  ;  endlich : 

A'(l  —  tr)  =  1  ,  A^(l  4-  oTjg  4-  Wjj)  ==  127  . 


*)     Hier  ist  w^  die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congmenzensystems 
trj4-w^4-trjj  ^  0,     ^i^^-^^^^i^+^i^^i  ^  —  124-3op,  ,     tr^a^^w^^  as  — 94-4orj  (mod.  p), 

**)     Aas  dieser  Norm   (▼erglichen  mit   den   vorhergehenden)  folgt,   dass  die  dem  Primfactor 
▼on  f>  =  5  zukommende  Form/(w,  w^)  von  der  Art  ist,  dass  N.jß^'^y  w^)  =s  p'  ist. 
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w  =5  63 
IV,  3.    |)  =  63/?i  4-  17  ,    4-  26  ; 


-ITi 


w^  =  ay'*4-oy"'*4-c<ü-"'"4-c«"''4- W"^4- w 

also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung: 

w^  —  12tr*  4-  5tp'  4-  36tr'  —  30t3ir  4-1=0, 


.S6r 


17 


.87 


.69 


46 


96 


«f^  »  w  4-  oy"  4-  w     4-  w     4-  (fi     4-  w"    , 
tr^  =  w*  4-  w*  4-  to"  4-  w"  4-  w"  4-  w*^ , 


Wj  =  w'  4-  w"  4-  w"  4-  oü*^  4-  w"4-w"  , 
tr.  =  ou«  4-  w"  4-  w**  4-  c"  4-  c«"  4-  w"'  , 


tr. 


.18 


82 


40 


50 


.31 


^  w     4-  et«     4-  w     4-  «<y     4-  w     4-  w 


98 


tr 


.16 


30 


35 


47 


48 


16 


=    Ui'^  +  tt;'"  4-  w"  4-  w-  4-  c^"  +  tt, 


«8  . 


3ir 


nicbtprimitiv:  tr,^  wie  IV,  i.  und  2,  tr^^  =  3(w^''4- w"''")»  zweigliedrige  Perioden 
der  9ten  Einheitswurzeln,  während  w^^  =  — i,       tiT_.«  =  — 3 

typische  Relationen: 

orj  =  4  4-  OFj  4-  2tr^g  , 

»  —  2  4-  2ocT^  4-  Wj, , 


14 


tr  tr 

*1*8 


tr 


,+"•.4+* 


tr 


38  ' 


op^tr,  =a  1  -t-  tJF,  4-  2(u;"  4-  w")  , 
tr^tTj  ==—3  4-  2(w^  4-  w**)  ; 


OFjtTjj    =    —  3  4-  3tFj 


Congruenzwurzeln  mod.  i?.*) 


17 

tr 
1 

—  7 

«^3 

—  5 

tF 
4 

—   1 

^8 

—  6 

tr 

^18 

—  6 

«^16 

4-  8 

89 

4-  22 

—  11 

4-  44 

—  19 

—  8 

4-  23 

269 

4-  79 

--120 

4-105 

4-103 

4-  17 

4-  85 

467 

—190 

—  97 

4-  73 

4-101 

—  4 

4-117 

521 

4-  9 

—  15 

—  55 

—123 

4-138 

4-  46 

593 
647 

4-266 
—  99 

—  25 
—284 

4-222 

—  89 

4-122 
—296 

—  97 

—  67 

4-105 
4-188 

719 

—  9 

—  51 

—  65 

4-163 

—112 

4-  64 

773 

4-311 

—  10 

—362 

—219 

4-229 

4-  51 

971 

4-263 

—244 

4-474 

—155 

4-399 

4-234 

*)     Hier  ist  7j  völlig  bestimmt  als  gemeiiiBchaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzensjsteme 

.38    ,    .  .85v  ^  _      .    _      .    _       /v  ^ 


«^i  +  «^8  =  -("'    -*-^  )       K„a  «^i-+-«^4 

tr^tüg  s  —  3  4-  2(ct.^  4-  w")J  w^w^  4-  w^tr^^  4- 


4-w 


16 


4-  w  ^w 

QT  G?   tZT 
14     16 


0 

—  6 
-34-W3 


(mod.  p). 


38 
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n  =  63 


/(ofJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

f{FO 

17 

1                  4                     13 

89 

1  —  23r    —    tr 
a             16 

269 

2-    tr^H-    oTg 

467 

1+    tü^  —  2tü^    —  2arj, 

521 

1    _  3tF     —      W 

J           1« 

2tF 


16 


l  p. 

.V/(trJ  =    ^p. 

p 

/K) 

593 

3_    tr^4-    a;^_ 

647 

3  +    tPj  —    w^  — 

719 

4  —    tTj  4-    0?^ 

773 

2  +  207     —      07 

971 

1+    tr,  4-  3ocT^  4- 

—    w 


w 


11 

16 


16 


IV,  4.     j>  =  63m  4-  20  ,  —  22  ; 

tr^  =  w'-4-u;»«'-4-ot."'-4-w-'-4-ou-'^''4-w-"''  =  0, 

während   tr^^  =  3(u;*'*4- w'O   auf  die  zweigliedrigen  Perioden  Her  Art  der  21ten 
Einheitswurzeln  sich  reducirt;   daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p\ 

41,       83,     167,     293,     419,     461,     587,     797,     839 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =2lm— l  (vgl.  n  =  21,  II,  l). 


IV,  5.     |)  =  63m  4-2,-31; 

tr^  =  w»*  4-  w''^  4-  w""  4-  J«*'"  +  u;"'"  +  w""'' 

also  die  primitiven  sc,  deren  Gleichung: 

tr*  4-  14w'  4-  63tü*  4-  210aT  +  224  =  0  , 


tTj    =    W  +  w'  +  W*  4-  Üü*  +  w"  +  üü"  , 


tr,  =  üa*  +  u;'^  +  w'*'"  4-  to*^  4-  c«;"  4-  w"  . 


11 


Ja 


44 


.9ft 


50 


.3T 


13 


36 


.53 


41 


.19 


36 


tr^  j  =  w"  4-  ««;"  +  w"  4-  «     +  w     4-  w     ,     tr^,  =  w'*  +  w-**  +  w"  4-  w     +  w"  +  w 
tr„  =  cü"  4-  w**  +  w"  +  cü**  +  üü"  +  w"  ,     tr_,  ==  w"  +  w"  +  w"  4-  w"  4-  w"  4-  ««*' ; 

nichtprimitiv:  tr^^  =  -.^(r^^^  und  or^^  =  2(to''' +  w"**  +  w"**) ,  beides  die  dreiglie« 
drigen  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln,  dagegen  tr^^  =  0  und  w^^^  =  —  3; 

typische  Relationen: 


tr:  = 


tX7   GP 
1     11 

tr  tr 

19 


2  +  2trj  4-  oTj  4-  2trj , 
—  1  —  tü^  +  2tiTj,  4-  w„  , 
2(«^ii-«'3i>  =  -2tr,tr,j, 


3P  tr 

1     5 


tr  tr 

1*37 


-2+|tr,  +  a7j^  +  tPj,, 

7  +  tr,  +  tr,^  ; 

2(tr„  +  x,j)  =  -  2tP^tr, 
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n  =  63 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 
Für  die  10  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

2,     191,     317,     347,     443,     569,     599,     821,     947,     977   ist  Z.  B, 


p 

2 

tr 
0 

tr 
s 

0 

tr 
11 

1 

tr 
^ij 

1 

tr 
1 

tr 
Jl 

1 

191 

-h   30 

+   14 

—  61 

4-  44 

4-  31 

—  58 

317 

—  54 

-+-   50 

4-124 

4-  99 

—  70 

—149 

347 

—  14 

—  44 

-t-  98 

—  49 

—  84 

4-  93 

443 

4-  11 

4-183 

4-134 

4-  81 

—  145 

4-179 

599 

+   17 

—123 

4-  98 

—  178 

—  115 

—298 

Normen  complexer  Zahlen  in  w* 

N{i  4-  tr^j)  =  64  ,  N(l  -  tr^j)  =  512  , 

N(l  —  tTj  4-  Wjj)  =  8  .  127  ,  N(l  4-  2w^  —  2tr,^)  r=  71 .  127  , 

N(l  —  2tiT)  =  67  .  331 ,  N{S  4-  2tr„)  =  953  , 

N(b  4-  2tr)  Ä  7561  {p  =  63m  4- 1)  ;        N(l  4-  w^  —  tiT„)  =  32  .  191 , 
N(3  —  2tiTjj)  =  79  .  599  ,  N(l  4-  2tr,  —  2w^  4-  2tiTj^)  =  67  .  317  , 

N(w^^  4-  2tiTj,)  =a  8  .  7  .  347  ,  iV(8  —  3(rj,)  =  64  .  191 .443  , 

N(7  —  2tiTjj  4-  2tr„)  =«  7  .  191 .  669  . 


IV,  6.     p  =.  63m  —  2,4-31; 
tr^  =  tt;*'4-c«;-''•4-c«;*'•4-w-•'•4-u;"'•4-w"^ 

also  die  primitiven  tr,  deren  Gleichung:    tr*  —  28w' 4- 343  =  0, 

(T^  =  w  4-  w"  4-  w*  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ,  tr,  =  w*  4-  oy"  4-  w'  4-  w*'  4-  w"  4-  3** , 

(Tj  =  w*  4-  w"  4-  oü"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ,        tr,^  =  a,"  4-  w"  4-  w**  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  , 
w^^  =  w"  4-  u;"  4-  «**  4-  «"  4-  c«*'  4-  u;'*  ,       tr^,  =  c«''  4-  w"  4-  w"  4-  u^"  4-  «"  4-  u;"  ; 

nichtprimitiv:   w,^  =  —  w'^''  und  tr^j^  =  6»"^'',  beides  die  dritten  Einheitswur- 
zeln, während  w^^  =  —  1,    or^^  =  o;  mit  den  typischen  Relationen: 

tpj  =  3tiTj4-2üüj,         tTjtTj  =  7,         tr^tTj  =  7w^^  ,         ^i"^io  ~  ^^t'^^^nl 

1     J  11  6**'l'*Jl* 


*}     Hier  ist  oTj   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congmenzensystems 
Wi4-trjj4-Wj,  ^  ^ »     '^i'^ii"+"^ii^«"+"'^ta'^i  ^  — (34-3tr^) ,     tr^WjjW,,  ^  — 24-5tiT^     (mod.  /*). 

38  • 


300 


n  =  63 

CoDgruenzwurzeln 

mod.  p. 

•) 

p 

31 

^1 
—     1 

«^2 

—     7 

4-  11 

10 

—     5 

°^ii 

—     4 

w 
u 

4-     6 

61 

+  12 

4-  26 

—  28 

4-  15 

4-     2 

—  27 

157 

4-  30 

—     5 

4-  65 

4-  46 

'—  60 

—  76 

283 

4-  60 

4-  52 

4-  24 

4-130 

—  76 

4-  93 

313 

—  50 

—  69 

—  55 

4-108 

4-124 

—  58 

409 

4-  33 

4-  25 

4-  98 

—  146 

—  123 

4-113 

439 

4-  91 

—135 

—  47 

4-196 

4-182 

4-152 

661 

4-  39 

—271 

—155 

4-307 

—235 

4-316 

691 

4-  72 

4-336 

4-  15 

—322 

4-840 

4-250 

787 

4-  72 

—  142 

—343 

4-185 

—302 

—257 

N(l  4-  tr^) 

iV(2  -  tr,^) 

N{5  -  2tr„) 

A^(2  4-  2(rj  4-  tr^o) 

iV(2a', -x„) 

xV(3  -  :."  -^  tr,,) 

dagegen 


Normen  complexer  Zahlen  in  St- 

N(l  -  tr,^  -  tr^j)  =   12.31,  N(4  4-  tr^,) 

3.61,  A\l  — w"4-trj) 

61 .  157  ,  N(l  —  Wj  —  2w^^) 

31 .  313  ,  A^(3  4-  2xr^  —  w") 

49  .  439  ,  A^(2  —  w"  —  2w^^  4-  w^,) 

4.691  ,  iV(2  —  207^  —  tr.p 

A^(l  4- tTj  4- Xj,)  =  31.61; 
N{1  -  tr,  4-  tr^o)  =  ^27  . 


3.31  .67, 

4.61, 

4.31.283, 

3.31.409, 

449.661, 

61  .787, 


IV,  7.     j)  =  63m  4- 10 ,  4-  19  ; 


9T^    =    Üü*'4-W        4-w 


-36r 


CO 


-8r 


CO 


-ITr 


V^^ c«;"^ 

die  primitiven  tr  reduciren  sich  also  auf  die  9ten  Einheitswurzeln  und  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  p: 

19,     73,     199,     271,     397,     523,     577,     829 

haben  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  j>  =  9m  +  i  (vgl.  X  «  9, 1). 


*)     Hier  ist  w ,   die  absolut  kleinste  der  3  Warzeln  des  Congmenzensjstems : 
AT  4-(F    4-x      ^E  0.         tr  07    4-tr    tr    4-tr    xr    s^  0.  tir  tir    tir      bk  7— 14bu        (mod.  v), 

•*!    "^^^lO   "^      IS  •  l     10  10     II  IS     1    ^^        '  1     lOlS    ^^  *-«w  \  X''» 

welches  der  reinen  kabischen  Congmenz  or*  =  7 —  14»*'  (mod.  p)  gleichsteht. 
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n 


=  63 


IV,  S.     p  =  63/u  —  10  ,  —  19  ; 


w. 


j«-iTr^^-i9r^ 


also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 


w^  4-  dw*  -4-  öw'  4-  3607'''  -|-  12tr  4-8  =  0, 

Wj  =  6ü  4-  w"  4-  w"  4-  cü®  4-  w**  4-  w** ,  Wj  =  w''*  4-  w**  4-  oü"  4-  c«^"  +  w*'  4-  w"  , 

OT^  =  oü*  4-  w"  4-  w"  4-  w*'*  4-  w"  4-  oü*®  ,         oTj  =  oü*  4-  w"  4-  w"  4-  w*®  4-  w"  4-  w'^ , 


w 


10 


=    ^»0  ^  ^.S  ^  ^.»  ^  ^17  ^  ^IS  ^  ^«  ^ 


20     ,         53     ,         47     I         34     ,         38     . 

Wj^  =  üü     4-w4-w4-w     4-J«4-w 


61  . 


nichtprimitiv:    Wj^   und   w^^  wie  IV,  5  (dreigliedrige  Per.  der  7ten  Wurzeln), 
Wjr  =  3(w^''4-w"'')  wie  IV,  3,  sowie  or^^^  =  —  3; 


typische  Relationen: 

w*   =  —  4  —  op    4-07    4-  2aT 

1  ^  '^S     "^       8     "^  20» 

tr,07j  =  —  3  4-  3o7j  —  (ciü^*  4-  w*')  , 
Wj07,^  =  —24-  2(w''  4-  w")  ; 


07^tr,y  =  4(w"  4-  w")  =  —  2o7^o7,  ; 
07j07jj  ==  3o7j  4-  3a7j  . 

Congruenz wurzeln  mod.  p.*) 


W  W      =    2  —  07      4-  07    4-  2o7 

w^Wj  =  3o7j  4-  3o7^j  , 


p 

53 

4-  13 

^2 

4-  3 

07 
4 

—  16 

«^5 

4-  2 

«^10 

4-  5 

07 
20 

—  7 

107 

4-  6 

—  15 

4-  9 

4-  51 

4-  34 

4-  22 

179 

4-  68 

—  12 

—  56 

—  24 

—  22 

4-  46 

233 

4-  63 

+  49 

—112 

4-  7 

4-  98 

—105 

359 

—  10 

4-115 

—105 

—  26 

4-  83 

—  57 

431 

4-110 

4-108 

4-213 

—  50 

4-  45 

4-  5 

557 

—192 

4-141 

4-  51 

4-  24 

4-139 

—  163 

683 

4-225 

—308 

4-  83 

4-252 

4-247 

4-184 

809 

4-  99 

4-364 

4-346 

—111 

—310 

—388 

863 

4-385 

4-133 

4-345 

4-161 

—  108 

—  53 

*}     Hier   ist    07,    vollständig    bestimmt   darch   die    lineare  Congruenz   w  {w^^ -i- uu*^ -^  oj^^) 
2(bu'*  4- (K)*^)   (mod.  p)f  oder  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 

^i+^'io  =  ««"+*«"  1       ^„j  tr^4-a7,4-tr^  =       0 

07^07^^  ^  44-2(tt;'4-0ü*®)J  07^07^  4-07^07^ 4-07^ w^  eh       ß+i«', 

M    -2+^07, 


w. 


07   Q7  ZP 
12     4 


(mod.  p). 


»1 
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n  =  63 
/(xj,  Primfactoren  der  Primzahlen  j). 


p 

A^,) 

P 

AfT^) 

P 

A^,) 

53 

1  —  X  "^  X   —  X 
J      4       5 

359 

^-^,-  2x,^ 

683 

1+2x^-4-  x,^  -4-  2x„ 

107 
179 

1  -4-  X  —  X  -^  X 

X  -4-  X  —  X 
1  ^^  10    ao 

431 
557 

3  4-  x^  -  X,  -  x^^ 
2  -4-  X  -4-  X  -4-  X 

809 
863 

l-4-2Xj  — Xj  -4-  Xj^ 
l-|-2x,-x^  +2x„ 

233 

X  -4-  X  —  X 

4  ^^   5       JO 

X. 


^  ,.." 


IV,  9.     ;>  =  63/w  4-  11 ,  -4-  23  ; 

x^  =  c;'-  -4-  w"'*  -4-  c«;-*'-  +  tt- '''  +  a-^*''  +  w"'' , 

also  die  primitiven  x,  deren  Gleichung: 

X*  -4-  14x'  -4-  63x'  —  168x  4-161=0, 

Xj  =  to  4- 1«;"  4-  oy"  4-  oy*  4-  w"  4-  cü"  ,  x^  =  a*  4-  w"  4-  w"  4-  «t"  4-  w*®  4-  ««,•*•  , 

0,* -I- c.**  4- w**  4- w"  4- c«"  4- u;"  ,         tr,  =  u;*  4- ««;"  4- u;"  +  «*' 4- «"  4- u-"  , 
c«*^  4-  «"  4-  w"  -I-  c«"  4-  c«*^  ,       X,,  =  c."  4-  a"  4-  «"  4-  c."  4-  w"  4-  a"  ; 

uichtprimitiv:  ganz  wie  IV,  5:  x,^  und  x,^,  x^^  =  o,    x^^^  =  —  3; 
typische  Relationen: 

trj  =  2  4-  2Xg  4-  Wj  4-  2xr^^  ,  x^x^  =  —  1  —  x^  4-  tr^  4-  2x,^  , 

w^Xj  =  7  4-  tu,  4-  tTj^  ,  XjXjQ  =    —  2  4-  |tP,  4-  tTj  4-  Wj  ; 

XjXj  s=  2x^  —  2Xj  (=  — ^^i'^^ij)' 

Congruenzwurzeln  med.  p.*') 
Für  die  9  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

11,     23,     137,     149,     263,     389,     401,     641,     653  ist  Z.  B. 


p 
11 

«^1 
4-  3 

^3 

4-  5 

^4 

4-  3 

«^5 

4-  2 

4-  5 

^19 

4-  4 

23 

4-  2 

—  11 

4-  9 

—  9 

4-  9 

0 

137 

4-  25 

j-  44 

—  68 

—  58 

4-  6 

4-  52 

149 

—  22 

—  58 

—  69 

—  66 

4-  13 

4-  53 

263 

—  17 

—115 

—  131 

4-119 

—  74 

—  45 

(mod.  p*)   11 

—  151 

4-  27 

4-124 

—636 

4-170 

4-466 

*)     Hier  ist  Xj  die  absolut  kleinste  der   3  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 


tPj-f-a',4-tP^  ^  ^ »     w^Xj4-trjX^4-tr^orj  ^  — 3— 3x^  ,     tr^tr^x^ 


— 34-4Xj^     (mod.  p). 
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n  =  63 
Normen  complexer  Zahlen  in  §.. 


N(v^^)  =  7  .  23  , 
N(2  —  Wj)  =  N(w^  —  tTj)  =  11  .  23  , 

-^K-«^io)  =  9.11, 
iV(tr,  4-  tr,  -  tr^^)  =  25  .  149  , 
N{1  —  207^)  =  23  .  263  , 

und  mit  Congruenz wurzeln  mod.  ii^ 


M^^  +  ^u)  =  25.23, 

iV(14-2(r^)  =  11?137, 

N(l  -h  2aTj  -I-  w^^)  =  11  .  23  .  127  , 

iV(3  4-  w^  —  Wj)  =  11  .  149  , 

N(l  —  2aTj  —  Wj)  =  25  .  11  .  151 ; 

A'(5 -I- 2Wj  —  2trj)  =  11?127, 


während  bei  mod.  ii*       iV(3  — w^)  =  il.u*; 

dagegen:     N(i  -hw)  =  379 ,       N(i  —  w)  =  7i ,       N(2  -f-  trj  =  70i . 


IV,  10.     p  =  63m  —  11 ,  —  23  ; 

also  die  primitiven  w,  dereix  Gleichung: 

OT*  4-  35t3(T*  4-  343  =  0  , 

tr^  =  c«'  4-  w**  4-  w"  4-  w*'  4-  oü**  4-  w"  , 
tr^  =  w*  4-  w^^  4-  w*'  4-  w"  4-  w"  4-  w"  ,  tr^  =  w*  4-  w'  4-  w"  4-  c«"  4-  w"  4-  w"  , 

w,,  =  ou^«  4-  u;"  4-  w"  4-  ou"  4-  c«"  4-  c«"  ,        «r,,  ==  o,"  4-  u;"  4-  w"  4-  u,"  4-  c«"  4-  «**  ; 


Wj  =  w  4-  üü"  ^  w"  4-  w"  4-  w"  4-  M*^  , 


nichtprimitiv:  ganz  wie  IV,  6:  w^^^  =  6w**''  =  —  6Wj^,    tr^^  =  —  l ,    w^^  =  O; 
typische  Relationen: 

tr?  =  3tü   4-  2tr     ,      o?  w    =  7w     .       07  07=  2oT   4-  3o7     .       0707=7:       otot      =s  6o7 

Congruenzwurzeln  mod.  ^.•) 


p 

103 

07 
l 

—  7 

4-  47 

«^4 

4-  20 

07 
5 

—   1 

07 
10 

—  13 

^»0 

4-  57 

229 

4-  2 

4-  11 

4-  39 

—  111 

—  41 

4-100 

241 

4-  54 

—  65 

4-  87 

4-  76 

4-100 

—  11 

367 

—  29 

—  58 

4-162 

4-101 

—  133 

—  43 

607 

4-  41 

4-  38 

—253 

4-  89 

4-112 

—  127 

619 

—  89 

4-159 

4-233 

—  167 

—144 

4-  8 

733 

—  4 

—354 

4-238 

—  185 

—234 

—  194 

859 

4-209 

4-131 

4-427 

—300 

-+-223 

4-169 

997 

—  112 

4-206 

4-262 

—  187 

—  160 

—  19 

*)     Hier  ist  or^  die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 


07 


+  07     4-  07        ^S    0.  07074-0707       4-07      07 

X  4  10   ^^        '  14  ^^      4     10  10     1 


0, 


WjOT^Wj^ 


—  14  4-  7w 


43 


(mod.  p). 
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n  =  63 
Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

A"(l  +  tTj)  =  A'(l  -  IT,  4-  ti")  =  3  .  103  ,  N(2  —  (Tj)  =  3  .  229  , 

JS\rr^  -  tr,  +  tr„)  =  N{b  -  tr,^  4-  u;»^)  =  49  .  241  , 
N(2w^  —  tr,)  =  AVj  —  2Xj^)  =  49  .  367  ,  N(Z  —  cr^  -4-  oCj^)  =  3  .  607  , 

A"(8  —  tr,  J  =  3  .  619  .  151  ,  iV(4  4-  er,)  =  3  .  733  , 

N(b  4-  2tr^)  =  3  .  859  ,  A^(4  —  2aT^^  —  w")  =  49  .  997  ; 

femer  : 

A"(l  —  tr)  ==  379 ,         A^(2  +  er)  =  127  ,  N(2  4.  tr^  4-  tr^)  =  9  .  151 


IV,  11.     p  =  63w4- 13,-29; 

tr^  =  «'•  +  c«"'*  4-  tt-'^'-  4-  c;-''-  4-  w"*"  4-  ol""''  =  0  , 

während  tr,^  =  3(c<f '*' 4- et'®'')  auf  die  zweigliedrigen  tr  2ter  Art  der  21ten  Einheits- 
wurzeln zurückkommt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

13,     97,     139,     223,     349,     601,     643,     727,     769,     853 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  21,  II,  1. 


IV,  12.     p  =  63m  —  13  ,  4-  29  ; 

x^  =  to''4-w-"''4-w""''4-oü«'-4-w"''4-a"''  =  0, 

während  w^r  =  3(01''' 4- «*■**'')  =  —  3^**''  auf  die  7 ten  Einheitswurzeln  zurückkommt; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

29,     113,     239,     281,     491,     617,     659,     743,     787,     911 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  7m  4-  1    (\  =  7,  I.). 
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n  =  65 

I.     2)  =  65w*4-  1. 

p  =  131,     521,     911. 

48  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

+  c«»  -  e«>*  4.  c«"  -  u;"  4-  c«"  -  w"  4-  et'"  -  w"  4-  w"  -  w"  4-  w"  -  a-"  4-  w"  -  a-" 

4-w*  —  w4-l  =  0, 

mittelst  welcher,  oder  der  beideii 

w"  4-  to"  4-  w"  4-  w"  4-  1  =0 

die  nichtprimitiven  Wurzeln,  d.h.  die  ISten  und  die  5ten  Einheitswurzeln,  sich 
eliminiren  lassen. 


,-r 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
24  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,   1,     p  =  65m— 1;  tr^  =  w''4-c«; 

womit  die  primitiven  w  und  ihre  Relationen  gegeben  sind;  die  nichtprimi- 
tiven sind  die  zweigliedrigen  Perioden  der  13ten,  tr^^,  und  der  5ten  Einheits- 
wurzeln, CTj,^. 

Congruenzwurzeln  mod.  p,^) 


p 

«^1 

^2 

i 

*4 

w 

6 

^T 

w 

^8 

tr 

tr 
11 

389 

4-     4 

4-  U 

4-102 

+194 

—  71 

—  30 

—  99 

4-  23 

—  37 

P 

"^17 

0? 
14 

«^16 

^17 

tr 

^19 

«^ai 

tr 

8« 

«^88 

389 

4-  50 

4-120 

4-  74 

4-  53 

4-138 

4-110 

—  69 

—  189 

4-  91 

P 

J4 

tr 

iS 

«'ss             ^ 

81               «^ 

sa 

389         4-164         4- 

39         4- 

5 

-19         4- 

84         4- 

28 

*)     FOr  tu  I  ist  die  absolat  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Congruenzen- 

sjsteme  gewählt,  des  einen  von  4  Congruenzen: 

07^  4-  TTjj  4-  Wj^  4-  tTjy  ^  —  tjiTj     n«  8.  w.  (mod.  /).) 
des  anderen  von  12  Congruenzen: 

a?i4-«T44-W44-Wj4-atTjj4-trj^4-trjg4-Wjj4-tr,i4-trj^4-tr,j4-Wjj  ^  ~^,6  u.s.w.  (mod.p.) 

39 


306 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^)  =r  —  p. 
Für  p  =  389  ist  f(,rr^)  =  1  4-  «^i  —  tr^^ .     (Einzige  hierher  gehörige  Primzahl  p). 
Die  Congruenz wurzeln    der  tr^^  und  t^^^  stehen  in  den  Tafeln  II  für  X  =  13  und 
X==5,  so  dass,  was  hier     tr^,    tr^^,    bt^j,    tr^^,    tr^^,    Wj^ , 
bei  X  =  13  heisst:  %,      rj,       r^i      rj,      »Jj,      v^    resp. 


II,  2.     ;>  «  65m  -4-  14  :     79,     599,     859. 

(Tj^  =  2x'*'^,  d.  h.  13te  Einheitswurzeln,  tFj,^  =  u;"''4- jy-"''  wie  in  II,  i. 


11,3.    p^^^ebm-'U:  181,     311,     571,     701. 

w^  ==  {«'•-hu;"**'', 

oTj^  =  M^'' -^  m'^''  wie  in  II,  i,  tt^,^  =  2»"'',  d..  h.  5te  Einheitswurzeln; 

«•r  +  «^«r  +  ^iir  +  «'jsr  +  tr„^  -|-  tT^^^  =    —  >;«'•  ,      n(tr)   =    1  . 
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n»  65 

IIL    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  «=  65w  —  4,4-16. 

16  dreigliedrige  Perioden: 


VC, 


-«r 


w'^  +  ö«.""^-!-« 


.,"r 


also  die  primitiven  tr,  wofür  Il{vc^)  «=  81, 


tr^  ==  w*  +  w*»  +  oy**  , 
w^  -=  w'  +  w"  +  w"  , 

w^^  s=  w"  4-  w**  4-  w"  , 
w„  =  w"  4-  w"  4-  t«/"  ; 


VC      ^    »»' 
3 


Ol''  4-  «*'  4-  «"  , 


=  ct.*  4- u;"  4- c«"  , 
Wo  =  w*  4- w"  4- ftu** , 
Tr_  =  w"  4- tt."  4- oü"  , 
«  u,"  4-  o."  4-  c«"  . 


6 

18 


tr. 


tr. 


tr 


11 


tr 


\9 


33 


tr 


34 


tt»    4-  ti      4-  ot'     » 
u,"  4.  OL.**  4- w**  . 


nichtprimitiv:    tr^^,    die  dreigliedrigen  Per.  der  13ten,  tr 
Einheitswurzeln;  typische  Relationen : 


lir 


3w"^  die  5ten 


tr'  = 

w,  4-  2tr^, 

> 

tr  tr     a^ 

-e."  - 

w,,, 

tr  tr 

14 

«  34- 

tr   -4-  tr 

tTjW,    = 

«^S  -*-  ^«^10 

> 

tr  tr      =« 

3u;^»  4-  VC 

8  ■*-  ^18  ' 

tr  tr 

^1     19 

=  -1 

—  tr     : 
10  » 

or^w,  = 

-(.'«-  «r 

36  ) 

tr  tr      a^ 
1*10 

3^"*  4-  w 

6  +  ^11  » 

tr  tr 
1    IS 

•=  '«  +  2tr„; 

tu  W         "^ 

3tr,, 

tr   tr         ae: 

3tr,^. 

Congruenzwurzeln 

med.  p. 

•) 

61 

tr 
1 

—  24 

^2 

4-  17 

«^3 

4-     8 

«^4 

—  22 

«^6 

4-  29 

—     9 

^8 

—  20 

4-  11 

191 

4-  79 

4-  28 

4-  16 

4-  61 

—  54 

4-  48 

4-  60 

4-  20 

211 

—  53 

—  42 

4-  26 

4-  81 

4-  11 

—  72 

—  32 

4-  35 

601 

4-  85 

4-199 

4-246 

4-247 

—243 

4-122 

—184 

—  105 

971 

—452 

—482 

—250 

—258 

—  89 

—168 

4-  65 

4-247 

991 

—337 

4-412 

4-     8 

—308 

—477 

—494 

—288 

4-446 

P 
61 

VC 

11 
—     1 

^12 
4-     5 

tr 

18 

—  30 

tr 
—  26 

*33 

4-  28 

tr 

38 
—    16 

^34 

4-     3 

tr 
—   13 

191 

—  38 

—  45 

4-  35 

—     4 

4-  51 

4-  87 

4-  76 

—  36 

211 

4-  49 

-h  54 

—  89 

—  63 

—  47 

4-  24 

4-103 

4-  16 

601 

4-298 

—  93 

4-  25 

—   18 

4-  59 

4-  91 

—  156 

4-  29 

971 

4-     1 

4-387 

—  61 

—  91 

4-198 

4-485 

—239 

—263 

991 

4-240 

—404 

4-176 

—  98 

4-289 

4-270 

—200 

—225 

•)     Hier   ist  vc ^  völlig   bestimmt  durch  die  lineare  Congmenz  tTjw"  =  tr,j  (mod.  ;>),  so- 
wie als  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme  von  je  4  Congruenzen,  deren  erste 

5  —  w'*     (mod.  p.) 


tTj  4-  tr,  4-  tTj  4-  tTj,  =  —  w^^  u.   tr^  4-  tTg  4-  w^^  4-  tr 
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Was  hier  tr,  ,  tiTj^  ,  tr,^  i  ^Tj  j  ,  ist  bei  X  =«  13 ,  III  resp.  iJo  >  *li  >  I3  >  Is  • 


39^ 


308 


n  =  Co 
/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


61      1  4-tr 


11 


191     l-f-o-y  — w 


2C 


211      l4-tr.^^-4-w 
601     1  4-  tTj    —  tr^ 


»a 


971      1 


tr. 


11 


991     or    —  tr   —  tr 
1  5        *io 


IV.    2^  2^"^  Exponenten  4  gehörig. 

12  viergliedrige  Perioden  und  zwar  mit  6  Fällen: 

IV,  1.   2>  =  6öm±8; 

also  die  primitiven  tr,  woftlr  Il(orr)  =  ^> 

'^  =  w  -4-  w'  -4-  w"  4-  'jy"  ,  oTj  =  w'  -4-  w"  -|-  w"  -h  i«*'  , 

r^  ==  w»  -t-  w"  +  w"  -4-  et**  ,  tr^  =  w*  -I-  w"  4-  w"  4-  ««.'"  , 

tTy  =  w'  4-  üL'"  4-  w"  4-  w*  , 


^1 


tr^  ==  oü*  4-  w**  4-  cw*'  4-  w"  , 


tr      =  Oü     4-  to     4-  w 


cv 


4S 


.13 


31 


.53 


.34 


tr^^  =  c«"4-t«^'4-c«"4-u;^', 
tTjj  =  w"  4-  w"  4-  oü**  4-  w"  , 


w^     =c<y      4-cw      4-cw     4-w 
rr^^  =  0."  4-  u;"  4-  c./'  +  c«''  , 
tTjg  =  w"  4-  £«•'  4-  oü"  4-  iü"  ; 


nichtprimitiv:   tr^^  die  viergliedrigen  Per.  der  13ten  Einheitswurzeln,  während 
tr       =s  —  1 : 


typische  Relationen: 

trj  =  4  4-  tr,  4-  2try , 
tP^tTy  =  2tr^4-tPg4-tr,^, 


r.OTj  =  ^1  -+-  «'s  "+•  «'s  "+-  "'k 
i«'i,  =  -14-tr^4-tr^,4-i 


30 


trtr      =tr     4-tr     -4-or     : 

1     38  20  ^^       31  ^^       38  » 


tr  tr 

1      10 


tr^iTj  =  —  1  4-  iTj  4-  tr^ 


tr. 


=  «',4-tr^4-trji4-tr^,. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*). 
Für  die  8  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

73,     317,     463,     577,     593,     853,     967,     983   ist  Z.  B. 


tr. 


OT. 


tp. 


or. 


w. 


OP. 


tr. 


tr. 


1  "2  "3  ""4  "6  T  "11  ''12  '^14  **  1»  ''21  "38 

73       —9       -f-17       4-35       4.21       4-28       4-30       4-5       —33       —14       4-14       —24       4-4 


*)     Hier  ist  tr^    die   absolut  kleinste  Wurzel  eines  Systems  von  4  Congruenzen,   deren  erste 
und  letzte:  tr^  4-  tr^,  4-  tr^^  4-  tr^^  ^  —  tr^  ,         ^i^u'^M^ai  ^  *     ^^^^'  P^' 

Vgl.  >.  =  13,  IV,  wo  »lo,  »Ji  I  1j,  was  hier  tr^  ,  x,^,  tr^^  resp. 
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»  =  65 

Normen  complexer  Zahlen  in  jr. 

N(l  +  rr)  =  5.13,  N(l  —  ot)  =   131     (vgl.   I.)  ,         JV(1  —  x^  -  tr^^)  =  5  .  73  , 

A'(l-Tr,,  +  €r„)  ==  8.73. 


IV,  2.     p  =  65w  4-12,-27:     103,     233,     337,     467,     727,     857,     883 ; 

tp^  =  M^-h  w"''  -+-  oü^*''  -4-  oü-''''* ,    tTj^  =  2(w*'"  -I-  w-*'*)  zweigliedrige  Per.  der  13ten  Ein- 
heitswurzeln, während  w^^^  =  —  i ;       tr^  4-  tr^^^  =  —  (w**'*  -h  w*^*") , 

^r^ijr  =  3  -  (u;"*-  4-  w*^'')  ,     irj   =  —  2  4"  07^;.  +  «r^j^  .     n(tr)   oder  N(w)  =  521    (vgl.  I.) 


IV,  3.     ;?=:  65;«— 12,4-27:     53,     157,     313,     443,     547,     677,     937; 

w,  =  du'' 4- w-"'- 4- o;"'' 4- u;"»-  =  -  aT*^% 

ISte  Einheitswurzeln,   also   haben   vorstehende  Primzahlen  p   auch  in  Beziehung 
auf  65  te  Einheitswurzeln  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  13/h4-i. 


rV,  4.     j9  =  65/nd=18:     47,     83,     307,     733,     827,     863; 

w^  a=  w''4- c<ü*^''4- w''4- w""'',      tTj^  wie  IV,  1,      w^^^  =  —  i,    wie    ebendaselbst^ 

n(tr)  =  1  ;     trj  =  4  4-  rTgr  4-  2tr^y^  ,         w^  4-  w^^  4-  tr^j^  4-  w^^r  =  —  ^jr  > 
tr^tPjr  =  —  H-  Wj^^  4-  tr^^  4-  v^,  ,         ar^tTg^TTjj^Xjy^  =  1  ;     iV(l  4-  tr)  =  —  5  .  13  , 
N(l  —  tr)  =  4-  131     (vgl.   L). 


rV,  5.     J9  =  65m  4- 21, 4- 31:     31,     151,     281,     421,     541,     811,     941; 
ir^  =  w'-  4-  w"*^  4-  u;"'*'-  4-  w"'' ,     x^^  =  u;*'*  4-  >;"""  4-  c«"*"  4-  ou"''   (wie  IV,  1  und  4)  , 

w^tr^^Wj^^  =  —  w"'* ,         n(tr)  =  1  . 
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n  =  65 

IV,  6.     ;>  ==  65m  — 21  ,  — 31:     109,     229,     239,     359,     499,     619; 

w^  =  w'"-ha-"'--t-c«;-"'^4-0L'"'-,         w^^  wie  IV,  5   U.  8.  W. ,     tr^,^  —  2(w"'' +  »""O. 

zweigliedrige  Per.  der  öten  Einheitswurzeln ; 


07 

CT, 


V.    j>  zum  Exponenten  6  gehörig. 
8  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.    p  =  65m  4- 4,  —  16; 

tr^  =  oy»-  4-  üü*''  4-  w"''  4-  W""  4-  w"*'"  4-  w""'' , 

also  die  primitiven  tr,  deren  Product  n(tr^)  =«  —  4, 

r^  =  oü  4-  oü*  4-  w"  4-  w*^*  4-  w"  4-  w*'* ,  tr,  =  üü'  4-  w*  4- ««"  4-  oy"  4-  w"  4-  ot«"  , 

,^  =  e«;'  4-  oü"  4-  c«^*'  4-  Oü"  4-  u;"  4-  u;"  ,  tr^  =  c«^  4-  c«;'*  4-  oü"  4-  c«»»  4-  oü"  4-  c«'*  , 

OT^  =  w'+«;"4-u;^'4-c.'*«4-u;"4-«;",  ^,  =  a,' 4- c«"  4- «^*  +  w»*  4- «"  4- e«"  , 

o-,^   =  au"  4-  o;**  +  w"  4-  u;**  4-  «;"  4-  c«."  ,  or^  =  o.'-»  4-  c«"  4-  c«;"  4-  o,"  4-  u;"  4-  "  ; 

nichtprimitiv:    tr^^,    die   sechsgliedrigen    Perioden   der    1 3 ten  Einheitswurzeln, 
tTjj,.  =  3(w"''4- tt;~"0>  die  zweigliedrigen  Per.  der  öten; 

unter  den  Relationen: 

tr'   =  6  -♦-  (T    -4-  2oD    4-  2tr    .       ortr     ^1-^tr     — tr     ,       w  tr     s=  2tr    —  tr    —  tr   -+-  nr 
^1^»  =  —  1  4-  tTj  4-  tTy  4-  tTj^  4-  ccjj  U.  8.  w. 

Es  gehören  hierher  folgende  Primzahlen  p: 

179,    199,    439,    569,    719,    829;  für  die  erste  z.B. 

Congruenzwurzeln  mod.  2;.*) 

P  w^  w,^  w^  tTg  Wj  tr.,  w^^  tr,, 

179         —5         —21         4-7         4-55         4-88         —19         4-44         4-31 


*)  Hii*r  ist  w^  die  ulisoliit  kleinere  der  beiden  geuieinsohaftlichen  Wurzeln  der  zwei  Sjstemc 
von  j«  vier  Congruenzen,  deren  erste  und  letzte : 

tr^  H-  (Tj  H-  tTg  4-  tr.^.^  ^  —  «^10  »  ""i^i^^s^as  ^4  4-  2Xj  (mod.  p). 

tr^  H-  tr^  -h  tr^  -h  tr,^  =  —  (u»'^  4-  w")  ,  «'i«'6^9«'ii  =  2  —  4(w"  4-  w*')  (mod.  /*). 
Vgl.  X  =  5  und  X  «=  13. 
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n  =  65 
/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  j?*).     N/(w^)  =  —p. 

Für  p   =    179    ist  /(W^)   =r   W^  4-  OTjj  4-  w"  -I-  w" . 


V,  2.     2)  =  65m-|-9,-|-29:     29,     139,     269,     419,     659,     809,     919; 
tü^  =  w»-  -f-  w^''  -f-  «"'•  4-  w'*''  4-  w-*'-  4-  w"*^ , 

«'sr^  2(w*''+««^"''+^**0.  dreigliedrige  Per.  der  13ten  Wurzeln,  w^,^  =  3(w"'*4-w""''), 
zweigliedrige  Per.  der  5ten  Wurzeln;  IHw^)  =  9,        07^4-^,  =  —  ^«7^^, 

Wjtü,  =  —  iWj^  —  OTjj  ,  oFj  4-  tr^  4-  w^  4-  w^i  =  —  -J-ar^g  . 


V,  3.    2)  =  65m  — 9,  — 29:     101,     251,     491,     641,     751,     881. 
OT^  =  ci-  4-  w-"*  4-  w"'-  4-  w-^*'-  4-  w-*''  4-  w-"'* , 

tr^^  =  c«*'^4-c«;"''4-w"'^4-oü-*^4-w-»^'^4-w-"",    sechsgliedrige  Per.  der   13ten  Ein- 
heitswurzeln,  w^^^  =  6»**'',  die  öten  Einheitswurzeln;  11(07^)  =  81, 

oPj  4-  tüj  4-  OT^  4-  Wj,  =  —  «7^0  ,     07^  4-  Wg  =  —  w**  ,       ar^Wg  =  —  3tt;**  . 


VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
4  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  6  Fällen: 

VI,  1.     ^  =  65m  ±  2  ,  ±  32  : 

2,     67,     97,     163,     193,     197,     227,     293,     457,     487,     687,     617,     683,     877,     977; 

w^  =  w'"  4-  cü'''  4-  w**"  4-  w'''  4-  w^**"  4-  w"*^  4-  w-*"  4-  w"'''  4-  w"*''  4-  ai"*''  4-  w""''  4-  w""'" , 


tv 


sr 


—  1 ,  (Fj,^  =  —  3  ;  trj  =  10  4-  4-  3a7j  4-  407,  4-  2a7^  , 


«7^07,  =  —  4  4-  2a7j  —  207,  ,         07^07^  =  —  4  ;     n(o7^)  =  16  ,         JV<1  4-  tr^)  =  —  10 , 
N(l  —  w^)  =  —  4  . 


^     Diese    liegen    sehr   versteckt   wegen    der    Complication    mit    den    Potenzen   von    2  und 
Ton  7;  es  ist  z.  B.  N(S  4-  2o7y)  =  49  .  179  ,         iV(l  —  07 ^  4-  «7,  —  07,)  ==  —  16  .  179  ,  femer: 
N{1  4-  tu)  =  64  =  —  iV(l  —  ot)  ,         i\r(2  4-  w)  «=  4 .  61 . 
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n  =  65 

VI,  2,     p  =^  65m  ±  7  ,  it  28  : 

7,     37,     137,     167,     223,     353,     383,     397,     557,     613,     643,     743,     773,     787,     947; 

tTj^  =  —  1 ,  or^,^  =  —  3  ;  trj   =  10  -4-  StTj  4-  4^3  4-  2«»^  , 

tr^Wj  =  —  5  4-  2trj  4-  27Tj ,  tTjtTj  =  —  5  4-  3x^  4-  tr^  ;  n(aT^)  =  —  49  , 

N(i  4-  tr^)  =  —  7  .  20  ,  iV(l  —  w^)  ==  —  4  . 


VI,  Z.     p  =  65m  4-  3  ,  —  17  ,  4-  22  ,  —  23  : 
3,     107,     113,     263,     347,     367,     373,     503,     523,     607,     653,     757,     887,     997; 

tr    =  u'-  4-  et''-  4-  0.''-  4-  c"   4-  w"''  4-  o,""'^  4-  oc^*'  4-  a.""''  4-  ol"*'*  4-  u;""''  4-  a"»-  4-  a'"'' 

dreigliedrige  Perioden  der  13ten  Einheitswurzelu ,  wesshalb  vorstehende  Prim- 
zahlen p  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  zum  £xponenteu  3 
gehörigen  Primzahlen  p  bei  >.  =  13,  III. 


VI,  4.     p  =  65m  —  3  ,  4-  17  ,  —  22  ,  4-  23  : 
17,     23,     43,     127,     173,     257,     277,     283,     307,     433,     563,     647,     673,     677,     797, 

823,     907,     953 ; 

tr,  =  x»-  4-  x-*'-  4-  c*;'**  4-  üt ""''  4-  c."''  4-  w"»*  4-  w"«^  4-  «;"''  4-  c^"*'"  4-  et*''*  4-  c.-"''  4-  w""''', 

^izr  =  "-  3  ,         tTj^  =  2^^^  , 

scchsgliedrige  Perioden  der  13ten  Einheitswurzelu; 

«'i  ■*- "'j  =  -  w,o  »         ^i^s  =  "-^^io'     n(x^)  ==  29  =  A^(l  4- tr,) ,     A'(l  -  tr,)  =  61  . 
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71  =  65 

VI,  b.     p  =  Qbm  —  6  ,  —  11 ,  -I-  19  ,  4-  24  : 

19,     59,     89,     149,     349,     379,     409,     449,     509,     709,     739,     769,     839; 

zweigliedrige  Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln; 

Wj  4-  w^  =  -  i,e  ,       tTjTT^  =  7  -  3fr^3  ,       n(aT^)  =  61  =  A^(l  -  tr^)  ,       N(l-hw^)  =  5.19. 


VI,  6.     p  =  65m  -I-  6  ,  +  11 ,  —  19  ,  —  24  : 
11,     41,     71,     241,     271,     331,     401,     431,     461,     631,     661,     691,     761,     821; 

w^  =  w*-  +  oü*'-  4-  oü-"''  4-  w"'-  4-  w-*''  4-  a-"*-  4-  w-"''  4-  «""''  4-  w"'^  4-  w"''  4-  w"'''  4-  oü"»- 

=  -  oü"»- , 

also  5te  Einheitswurzeln;  daher  haben  vorstehende  Primzahlen  auch  in  Be- 
ziehung auf  65  te  Einheitswurzeln  keine  anderen  Primfactoren  als  die  Primzahlen 
p  =z  bm-hl  (vgl.  X  =  5,  I.). 


40 
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n=  69 

I.     /?  =  69/n+  l: 

139,     277,     691,     829,     967. 

44  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

durch  sie,  oder  die  beiden: 

lassen   sich   die  nichtprimitiven,   d.  h.   die  23ten  und  die  3ten  Einheitswurzeln, 
eliminiren. 

Congruenzwurzeln  mod.  p 

für  /)  =s  139  (beispielsweise): 


p 

Ol 

m* 

«♦ 

«» 

«,' 

<«• 

«»• 

«," 

»» 

139 

—15 

—63 

+29 

—  18 

—  19 

+  7 

+46 

+  5 

+13 

— 6( 

P 

«" 

m" 

tu" 

»;" 

w" 

<«" 

«," 

<«" 

«" 

«.»» 

139 

+49 

—40 

+35 

+31 

+25 

—  2 

+30 

-61 

—58 

+1< 

P 

m" 

m** 

«,» 

m" 

«» 

«•• 

tt," 

««" 

«," 

»♦' 

139         H-38         —68         +47         H-11         —26         —12         H-41         +51         +69         —50 


,  .*• 

..*o 

.  &s 

,  &> 

.    && 

.  &c 

&8 

19 

€1 

es 

ÜU 

w 

(«; 

iMi 

u; 

(«; 

cu 

ÜÜ 

UJ 

w 

139         +9         +4         +66         —17         +67         —32         +28         —  3         +20         —22 


p  w"  c«**  «"  tt;" 

139         +54         +24         —21         +37 


Von  obigen  Primzahlen  p  hatten  bei  X  —  23  die  beiden  Primzahlen  p  «  691  und 
p  ST  829  wirkliche,  die  übrigen  kubisch  ideale  Factoren. 
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n  «  69 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
22  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

n,  1.    /?  ==  69m  —  1 ; 

nichtprimitiT:  ar^^  =  oy'''  +  w"*'' ,  die  zweigliedrigen  Perioden  der  23ten  Einheits- 
wurzeln, während  tr„,  =  -  i . 

Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 


P  w, 

137       —10 

827         +55 


—  39 
—285 


«^4 

+  12 


tr. 


+  28 
+177         —172 


w. 


tr. 


w. 


T  8  10 

+  15         +5         —  40 
+244         —  99         —190 


+  54 
+201 


P  w  w  w 

r  Wjj  wj^  wjg 

137  +14  —  61  +23 

827  —322  —  10  —125 


—  41 


tr. 


w. 


tr. 


19  >0  S>  Ji 

4-7         —  46         +37         —     3 
—  31         —34         —290         —124         —339 


V 

137 
827 


TB  QT  tr 

«6  «8  89 

+  57         —  4         +59 


+307 


+98         —256 


tr 

81 

+  47 
+327 


tr 

88 

—  21 

—  90 


tr 

84 

+  35 
+132 


y(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.     iV/^tr^)  «=  —  |?. 


137  1  —  tTj  +  tTj 


827         1  +  tTg  + 


tr 


88 


*)     Hier  ist  tFj  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensystems : 


tTj  +  OT 


88 


—  tr 


34 


WjWjj 


—  1  +  tv    : 

^^      81  » 


die  Werthe  der  tr,,.  stehen  in  der  Tafel  \  =s  23,  II.,  so  dass  den  Perioden 

^8'       ^6»       ^9»       ^18'       "'li'       ^18»       ^81'       ^~     •       ^ 

resp.  entsprechen 


84  '     '"ar  » 


tr     ,     tr 

80  » 


33 


die  dortigen       r^  >      ^j  i      ^Ig  >      *7,  >       »J^ »       ^9  > 


*?,, 


*7y  »  ^jo  • 

40* 
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n  =  69 
II,  2.     jt>  =  69m  4- 22; 

«r^  =-  w'' -h  w'*'* ,    also  die  primitiven  o?,  wofür  n(gr^)  =  1, 


33 


tr,  =  w^  +  w", 


r 
T 


,    =    w"  +  W**  , 


tr 


8     I         38 
OCg    s=    w"  H-  W*"  , 

,r„   =  «."  +  «,", 
tr„  =  tu"  +  lu"  , 


fr 

4 

sss 

w    -h  W      , 

*10 

= 

c^^^  +  o;», 

^30 

=s 

u^''  +  u,"  , 

^.4 

=r 

t."  +  c«*», 

^41 

= 

u.*'  +  a;", 

ITj    t=   tu*  H-  w** , 


11 


tr. 


==  ,..>» 


CT 


=  tu"  4-  u) 

35  «/        -T-  * 


tr,,   =  tü"  +  u;", 

so     I         €S 

^10    =    ^        +  W       . 


tr 


S6 


OT 


56 


W 


*»  . 


nichtprimitiv:  ar,^  wie    II,  1.,  tr^,^  «=  2t«*''",  3 te  Einheitswurzeln ; 
typische  Relationen: 


0?  flp      =  2  H-  tr     ! 

1     4T  ^^       31  ' 


^     =  tr    -4-  tr     . 

13  8  ^^       34  ' 


tTjtr 

OF     tIT  ^35      tr       "T"    Off 

18  4  ^^       35 


jtr^  =  iTj  +  tr 


30' 


46 


'  tr      ^  2t«     +  tKf     : 

1     34  ^^      35  > 


tr 
1 

tr      "^  2t 

38                    3^ 

• 
1  » 

Congnienzwurzeln 

med.  p. 

•) 

P 
229 

tr 
1 

+  52 

tr 

3 

—     3 

^4 

—  30 

«^5 

—   80 

^7 

—  101 

«'s 
+  25 

tr 

10 

—  51 

tr 
11 

—  70 

367 

+  71 

+  71 

+104 

—     9 

+143 

—  26 

—  85 

+139 

643 

4-265 

—216 

+  73 

+  196 

—  18 

—169 

+192 

+113 

919 

—372 

+430 

+287 

+308 

—373 

—445 

+313 

+  21 

P 
229 

14 

—  63 

«^IT 

—   10 

w 

30 

—  106 

tr 

35 

—  53 

^38 

+  37 

+  60 

«^34 

+  61 

tr 
8r 

+  32 

367 

-+-  65 

—  97 

+  53 

—  92 

+  22 

—  18 

+  68 

+  45 

643 

—  30 

—100 

—  141 

—295 

—  30 

+308 

+  68 

—166 

919 

+256 

+432 

+451 

+304 

+393 

—  165 

+  173 

+446 

P 
229 

tr 

*40 

—  24 

tr 

48 
+  112 

«^4T 

+  98 

tr 

50 

+  102 

*58 

—  23 

tr 

'*56 

+  36 

367 

+  74 

—  48 

+  21 

—  176 

+125 

—  82 

643 

+304 

+120 

—231 

—  134 

—   11 

—  97 

919 

+408 

—442 

+417 

+412 

—449 

—  47 

*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congnienz  tTjU^'   =  tr,^  (mod.  p)  oder 
als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Congruenzensystems 

^1  -+-  ^47    ^    —  «^,4  »  "^1^47    ^    ^  "^  ^31  »      ^™^^*   ^'^ 

und  eines  zweiten  von  11  Congruenzen,  deren  erste 

tr   +  tr   +  tr   +  tr     +  tr     +  tir     +  tr     +  tr     +  tr     +  tr     +  tr      ir*        ' 

W|-r«^-r-«*,-T-«*j^-T-«.j|j-T-  Wjj  T^*jiT^«^j4T^*jyT^*40^^*4J 


-—  M*^     (mod.  p). 


^17_ 

n  =  69 
Normen  complexer  Zablen  in  ij . 

^(1  4-  tp^,  4-  iTj^)  =  139  .  229  ,         N(w^  —  w^)  =  367  .  643  ,     N(i  +  tr^  +  w^^)  =  919  .  691  ; 
N(w^  +  «^14)  =  ^K  +  0^43)  =  -^Ko  +  ^8t)  =  ^3^  •  ^^^^  '  ^^(^  -  tr)  =  7681  , 


n,  3.     jt>  =  69/n  —  22  :         47,     461,     599  ; 

w^  =  w'^+w"'*'*  =  —  üü'*'*,  23 te  Einheitswurzeln,  wesshalb  die  vorstehenden  Prim- 
zahlen p  auch  in  Beziehung  auf  69  te  Einheitswurzeln  keine  anderen  Primfactoren 
haben  als  die  Primzahlen  p  =  2Sm  + 1  (vgl.  k  =  23,  I). 


IIL    p  zum  Exponenten  11  gehörig, 

p  =  69/n  +  4  ,  —  5  ,  —  11  ,  +  13  ,  —  14  ,  +  16  ,  —  17  ,  —  20  ,  +  25  ,  +  31 

4  elfgliedrige  Perioden: 

also  die  primitiven  or,  deren  Gleichung: 

07*  —  07»  —  5tr'  —  6oT  +  36  =  0  , 

tFj    =    W  +  W*  H-  w"  +  W**  +  w"  +  («*•  +  w"  +  Cü"  +  Cü"  +  w"  +  w"  , 

nichtprimitiv: 

die  elfgliedrigen  Perioden  der  23ten,   x^,^  =  iiw'*'",  die  dritten  Einheitswurzeln; 
typische  Relationen: 

w\  =  5o7j  +  6trj,  w^w^  =  —  5  +  orjj,  tr^Wj  =  6, 

07^ory  =  6w*'"  ;  ^1^1  ^^  5o7^  4- 6Xy  ,  '^i^jj  ^^  6ci;*®  ; 

07  tr       =    llo^    .  W  W       =    llOT    . 
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n«69 

Congruenzwurzeln 

med. 

P.*) 

p 

13 

—  1 

CT 
J 

—  3 

«'s 
—  6 

w 

T 

2 

P 

487 

+202 

w 

8 

+173 

+  82 

+  31 

31 

+  4 

—  11 

—  14 

— 

9 

499 

+151 

—182 

+  43 

—  11 

73 

+  31 

+  13 

—  21 

— 

22 

541 

—210 

—  40 

+  170 

+  81 

127 

—  32 

+  5 

—  24 

+ 

52 

547 

+  88 

+221 

—261 

—  47 

151 

—  27 

—  15 

—  17 

+ 

60 

577 

—  159 

—  17 

—196 

—204 

163 

—  72 

+  10 

—  68 

— 

32 

601 

+  9 

—225 

+201 

+  16 

193 

+  52 

—  71 

—  37 

+ 

57 

607 

—  92 

—  12 

—198 

+303 

211 

+  68 

—  103 

—  93 

— 

82 

673 

+  24 

—  87 

—168 

+232 

223 

—  102 

+  66 

—  105 

— 

81 

739 

+  82 

—364 

—  54 

+337 

271 

—  67 

+  21 

+  8 

+ 

39 

823 

+376 

+407 

—232 

+273 

307 

—  88 

+  39 

—  21 

+ 

71 

: 

853 

—337 

+266 

+367 

—295 

331 

4-  40 

—  84 

+116 

— 

71 

859 

+268 

—369 

+109 

—  7 

349 

+  81 

+110 

+  13 

+  146 

877 

+133 

—205 

—389 

—415 

397 

—161 

+  77 

—111 

+196 

883 

+  176 

—327 

—  10 

+162 

409 

+124 

—  152 

+  99 

— 

70 

991 

+242 

—402 

—475 

—355 

439 

—  16 

—  102 

—  165 

4 

155 

997 

—261 

—155 

—149 

—431 

463 

+224 

+165 

—  186 

1 

202 

p 

13 
31 
73 


w. 


—  1+  p"  3/>' 
+  4—  5/>+  5/>* 
+31+36j[>— 34p' 


Congruenzwurzeln  med.  />',  z%  B. 


w. 


—  3+  5p—  5p'     —  6—  6p—  p*     —  2+  p—  4p' 

—  11+    p— 10p'     — u+14p+3p'     —  9— 9/>+  2p' 
+13— 17p+172?'     — 21— 13p+2p*     — 22— 6p+15/>' 


w. 


4—  6p—  6/>' 

7+  4p—  5p' 

29— 20p+17p' 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche /(qt,)  haben  folgende  Primzahlen  />,   dieselben,  welche  auch  fflr  X  ^  23  wirkliche 

Primfactoren  hatten, 


P  /(«-,) 

211  5— 2orj 

223  3—  orj+  tr^ 

271  3— 2Xj+  Wj 


P  A^,) 

307  3+  trj+2trj 

463  7— 3trj—  tr^ 

607  l+2ory 


853  3—  (rj+2ory 
877  5— 2arj+  w^ 
883     3+  tr^+2ory 


tw  — 
1 

6+   tTj—    w^ 


p 

991     9— 2arj—  w^ 
977 


Die  übrigen  Primzahlen  p  haben  ideale  Primfactoren,  welche  in  3ter  Potenz  wirklich  sind,  z.  B. 


13     6+2ir,— (Tj+StTj 


31     11— «F.+4x.+4tr. 

13  9 


p 

73 


41 


■6or. — 3or. — 15of. 


*)     Hier  ist  tr,    völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tr  or      ^  6c«;^*  oder 
7  'x'    ^  V      (mod.  ;)),  auch  ist  es  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


tr   +  tr    ^s  —  CT*   , 


-5  +  OT,, 


und 


'i  +  tTy  ^  —  a 


46 


^1     T 


6u;      (mod.  p). 
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n==  69 

IV.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
2  zweiundzwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


«p, 


IV,  1.    I?  =  69//1  —  4  ,  +  5  ,  +  11 ,  —  13  ,  +  14  ,  —  16  ,  -h  17  ,  -h  20  ,  —  25  ,  —  31  ; 

-JSr 


-air 


(«; 


-ITr 


+  c«-^  +  au*"  4-  t«-"-  4-  u;-*^  +  c«'«'-  H-  w-"'^ 


{/i 


^^^^r^^lKr^^llr^,^llr^ 


also  die  primitiven  w,  deren  Gleichung: 


07*— 07—  17 


0 


du 


68 


07     =  üü  4-  w®*  4-  tu"  -f-  Oü*  +  tu*'  +  t«;"  +  t«;"  +  Oü"  +  t«**  H-  öü"  +  t«ü" 

•t"  (*i      "ir  ^     "T"  ^      H-üü      H-6ü      -t-w      -t-w 


H-  üü*  +  6ü 


5S 


+c.^^ 


or^  =  («*  4-  oü"  +  tu"  +  üü^^  +  j<ü"  + 


Oü 


3S 


SO 


(Mi"  +  oii^  +  w*^  +  c(ü*'  +  tu"  +  tiü"  4-  öü'  4-  t« 


17 


+  t«»»  +  c«*o  +  ^^^  4-  e^"  +  c«"  +  w"  +  ou««  +  t«) 


nichtprimitive  kommen  nicht  in  Betracht,  da 


0T3  =  —  1  , 

o.„--ll. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

p 

«^1 

fr 

;' 

fr          TT 

1                 8 

P        CPj             w^ 

P 

07 
1 

^j 

5 

2 

—  1 

281 

81     —  80 

503       75     —  74 

743 

91 

—  90 

11 

3 

—  2 

293 

39     —  38 

521       89     —  88 

773 

333 

—332 

17 

1 

0 

359 

74     —  73 

557       92     —  91 

797 

352 

-351 

83 

31 

—30 

383 

113     —112 

563     170     —169 

839 

120 

—  119 

89 

22 

-21 

389 

77     —  76 

569       54     —  53 

881 

67 

—  66 

107 

24 

—23 

401 

162     -161 

617     103     —102 

941 

280 

—279 

113 

36 

-35 

419 

85     —  84 

641     146     —145 

953 

221 

—220 

149 

51 

—50 

431 

173     —172 

659     301     —300 

971 

150 

—149 

191 

80 

—79 

467 

49           48 

677     246     —245 

977 

437 

—436 

227 

59 

—58 

479 

177     —176 

701     214     —213 

983 

122 

—  121 

251 

62 

—61 

/(07 

j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

m^,)  -  - 

-p. 

P 

/K) 

P 

/(^,) 

P 

A^,) 

P 

/(^,) 

1 

P 

/(tr,) 

5 

7+2o7j 

227 

5+  4Tj 

419 

1+    ÖWj 

569 

29+10o7j 

797 

20+  9^^ 

11 

24-  w^ 

251 

3+  4oTj 

431 

2—  bw^ 

617 

1—  6oTj 

839 

1—  7ojj 

17 

OT 

281 

374-lltrj 

467 

26+  9«^^ 

641 

27+  9oTj 

881 

43+14oTj 

83 

7+3o7j 

293 

20+  707^ 

479 

21+  8orj 

659 

4l+l3o»j 

941 

23+lOWj 

89 

16-H5or, 

359 

6+    ÖtTj 

503 

15+  7oTj 

677 

45+14oT^ 

953 

55+17«^^ 

107 

ll+40Tj 

383 

18+  7Wj 

521 

7+  607^ 

701 

27+lOoTj 

971 

67+20oTj 

113 

5+3o7^ 

389 

4+  5oTj 

557 

5+  6Xj 

743 

15+  80^^ 

977 

16+  dw^ 

149 

l+307j 

401 

3+  bv^ 

563 

42+1307^ 

773 

5+  70Tj 

983 

7+  8orj 

191 

1 3+507  j 

•)     Hier  ist  w ,    >  0  und  <  ^p  gewählt. 
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n  =  69 
IV,  2,     p  =  60m  +  2  ,  —  7  ,  +  8  ,  —  10  ,  —  19  ,  —  22  ,  -H  26  ,  —  28  ,  +  29  ,  +  32  ,  —  34 , 

tr^  =  w    -t- »     H-  J«;      -t-  w      -t-  ot'       H-  w       -+-  tw        +  w  H-  u;  H-  oü       H-  w  -t-  tt 

H-  tt,"       -t-  tt'  H-  w       -t-  w        -t-  w  H-  ou  -t-  Cfc'       +  w       4-  oy  -t-  w 

elfglicdrige  Per.    der    23ten  Einheitswurzeln ,  daher  baben  die  bierber  geborigen 
Primzablcn  p: 

2,  29,  41,  47,  59,  71,  101,  131,  167,  173,  179,  197,  233,  239,  257,  269, 
317,  347,  353,  443,  449,  461,  491,  509,  587,  593,  599,  647.  653,  683,  719,  761, 
809,     821,     857,     863,     887,     929,     947, 

aucb  bier  nur  die  Primfactoren  der  zum  Exponenten  11  gebörigcn  Primzablen  p 
bei  \  =  23,  IV. 


IV,  3.     p  =  69m  —  2  ,  4-  7  ,  —  8  ,  +  10  ,  4-  19  ,  +  22  ,  —  26  ,  -h  28  ,  —  29  ,  —  32  ,  +  34  , 

aT^  =  t)üH-&L'        -t-t'+f*'        H-w       H-c«  -t-w        -t-w       -t"'«''  -r«y         -f-tt' 

4- Cd'       4-^^       4-J'y       4-£«''       4-^4-^  4-<w       4-'«'       4"W  4"^;  4-^       =s— jt-      , 

dritte  Einbeitswurzeln ;  daber  baben  die  bierber  gehörigen  Primzablen  p 

7,  19,  37,  43,  61,  67,  79,  97,  103,  109,  157,  181,  199,  229,  241,  283, 
313,  337,  367,  373,  379,  421,  457,  523,  571,  613,  619,  631,  643,  661,  709,  727, 
733,     751,     757,     769,     787,     907,     919,     937, 

aucb  bier  nur  die  Primfactoren  der  Primzablen  2>  =  3m  4- 1  (vgl.  X  =  3,  I.). 
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71  =  75 


I.    p  =  75m  -h  1 : 


151,     601,     751; 


40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

wodurch,  oder  durch  die  Gleichung  üü*®  +  w'*  +  i  =  0,  von  den  nichtprimitiven 
die  25ten,  nicht  aber  die  löten  Einheitswurzeln  sich  eliminiren  lassen,  während 
die  Gleichung  w*®  +  w**  -h  w'®  +  w"  -h  i  =  0  nur  dazu  dient,  überhaupt  eine  Wurzel 
durch  4  andere  auszudrücken. 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  i,    p  =  Ihm  —  1 ; 


tr^  =  w*"  +  w 


-r 


nichtprimitiv:   w^^  =  w*'' 4- w"*'' ,  die  zweigliedrigen  Perioden  der  25ten,  ebenso 

die  der  löten  (Iter  Art),  und  07^,^  die  der  5 ten  Einheitswurzeln, 


=  to*'- +  («;-*'• 


während  w^^^ 

=  -1. 

Congruenzwurzeln 

mod. 

i>.*) 

P 

149 

1 
—  19 

^3 

+  61 

«^4 

—    6 

^7 

+     5 

«^8 

+  34 

«^11 

+  67 

—  30 

^14 

+  23 

^16 

—  38 

*17 

—  63 

449 

4-167 

+  49 

+154 

—     4 

—  83 

—  101 

—  72 

+  14 

+152 

+  75 

599 

+299 

+148 

—  261 

+  16 

—167 

—209 

—151 

+254 

—266 

+109 

P 
149 

w 

19 

—     9 

«^33 

+  17 

«^31 

+  14 

^36 

+     4 

w 

38 

—  69 

39 

+  45 

w 

81 
—    11 

w 

83 

—  48 

«^84 

—  56 

—  70 

449 

—  82 

—128 

—221 

—206 

+194 

—  102 

+218 

+203 

—214 

—  13 

599 

—  65 

—  48 

+169 

+  37 

—178 

—  193 

—  94 

+  72 

—101 

+  30 

*)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congmenzensjsteme  (mod.  p,): 
tr+oT.^  —  tr     .         OTtr      ^  —  l+t]i7        and  eines  zweiten  von  5  Congnienzen,  deren  erste 

1  ^^       86  34»  1     36  '^37  ^ 

tr+tr+tiT+tr     +tr      ^0.     I^i«    Congruenzwurzeln    für    die  tu,  ^    stehen    in  X  =  25,  II., 

X  »4  lo  ZV  3X 

so  dass  was  hier      tr   ,    tf 


3  » 
0 


*Jn. 


6  » 
1 


W 


*?,  » 


9  » 
7 


tr 


Vr, 


13  ' 


w 


18  » 
8 


W 


*?«» 


31  » 
5 


*?.  » 


^34 

»78» 


W 


87  ' 


w 


88  > 

»Je' 


07       ist,  dort  resp. 


heisst. 
41 
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n  =  75 
Ä^i)i  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(rr^) 


149      1  — 


449       1  4-  tTj  —  OF 


19 


599 


or.  — 


n,  2.     p  ^  75?H  — 26; 

or^  =:  tu'"  H- w"""'' ,     also  die  primitiven  w,  woftlr  n(tr^)  =  i, 

tr^  =   w*  H-  u;*^  , 


OTj   =   iü'  +  w", 


OC,    =    Oü'  +  w"  , 


ir=  oü^  H-  to**  , 


0.,,   =    «"  +  »", 
&8     .        67 


tr,,  =  w^'  +  tt;»*, 


39 


39 


u;"  +  tu"  , 


tr^^  =  u;**  +  u,**  , 


61 


.«*  . 


(Tgj    =    W        +«"       f 


nichtprimitiv:    w^^    und    w^^^    wie    II,  i,   Wj^  =  w*'' 4- w^^' ,   die    zweigliedrigen 
Perioden  2ter  Art  der  löten,  tr^j^  =  2»**'*,  die  3ten  Einheitswurzeln; 


typische  Relationen: 

"^l^^T    =    «'s  +  ^44  ' 

tr^tTj  =  Wj  H-  tr^  , 
«^1^»   =  ^6  +  "'ji ' 


tTjtTj    =    tTj  4-  tTj^  , 

1      11  13  ^^       IJ  » 

^1^6    =    «'t  "*■  ^55  » 

tr  TT      ^  tr     4-  TT     : 

l      10  11  ^^       41  ' 


^1^4    =    ^5  +  ^41  » 


1      36 


!r     : 

37  » 


35 


1     34  ^^43» 


or 


CT      =  tr     4-  TT     : 

115  16  ^^      €1  ' 


tr.tr  -   c=  2tr 

^  ^   • 

w,w^^ 

—  2oT..  • 

1 

3» 

36  * 

1     iO 

34 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P'') 

p 

oc. 

^^ 

OC- 

^^ 

WT« 

tp,. 

OT,, 

tP,* 

tP,- 

tF^ 

• 

1 

3 

4 

7 

8 

11 

13 

16 

19 

33 

199 

4-  20 

—  34 

—  23 

4-  44 

—    81 

—   67 

4-  80 

4-     9 

—   72 

—  73 

349 

4-  45 

4-  36 

4-146 

—  34 

4-132 

—  135 

4-155 

—  129 

4-     5 

—  26 

499 

4-158 

—205 

—  169 

—  50 

—  101 

—214 

4-  15 

—  57 

4-  48 

4-109 

P 

JT 

tr  . 

w.. 

CT., 

^  , 

^.. 

tr  . 

TT 

tr  « 

tr 

26 

39 

>3 

St 

41 

44 

47 

S3 

&8 

61 

199 

4-  19 

4-  73 

4-  68 

—     3 

4-  32 

—  57 

4-  50 

4-  68 

—  29 

4-  62 

349 

4-  49 

—159 

—     6 

4-130 

4-162 

4-  83 

4-  57 

—  145 

4-  50 

—  67 

499 

4-     6 

—  38 

4-  36 

4-  89 

4-  61 

4-185 

4-181 

—242 

4-168 

4-  20 

•)     Hier    ist    tr,    völlig    bestimmt    durch    die    lineare   Congruenz    Tju;*o^trj^  (mod. />), 

i<owie  als  gemeinschaftliche  Wurzel   zweier  Congnienzensysteme :     r    4- x      ^  — tr 

1  26  34 

^  X      ^  2  4-  tr      (mud.  p.)  und  eines  zweiten  von  5  Congnienzen,  deren  erste 
tTj  4-  x^  4-  Xjg  4-  tr,  j  4-  tr^i  =  0  (mod.  p.) 
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n  =  75 
Normen     complexer  Zahlen  in  qd* 

N(rr^  +  w^)  =  N(w^^  4-  aT„)  =  199%  N(l  +  w^  +07,^)  =  349'  , 

N(l  —  iTj,  4-  oTjj)  =  5  .  499  . 


n,  3.     p  =  75/?i  +  26  ,         tr^  =  w''  +  t«'^''  =  —  w"'' , 

25  te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

101,      251,     401,     701, 

auch  in  Beziehung  auf  75  te  Einheitswurzeln  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen 

p  =  25m  -fl    (X  =  25,  I). 


111.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
10  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  l.     p  =  75»H-7,  — 32; 

w^  ==  w'"  + w^''-Hw""''+ -"'',    also  die  primitiven  or,  wofiir  U(w^)  =  i, 

w^  =  w  +  üü^  -4-  oü*®  +  w**  ,  tTj  =  oü'  +  w"  +  üü"  -4-  w"  , 

w^  =  eo*  -t-  cü"  4-  t«**  +  üü"  ,  tr^  =  w®  +  w"  +  w"  +  cw**  , 

a7„  =  w"  H-  du"  +  u;"  +  u;'*  ,  aT„  =  c«"  4-  o;"  +  u;"  +  c^' . 


38     I         41     ,         63     ,         59 


tr      ={«      H-w      *t-ü;      -t-w      ,  07       =c«      -t-ou      H-u;      H-w 


nichtprimitiv:    ot^^  =  üy'''4-c«ü"'*  + w"''  + w**'*,    die   viergliedrigen   Perioden  der 

25ten,  or^^  =  —  w'^*"  =  —  ^Wj^^,  die  3ten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  —  i; 

typische  Relationen: 

otJ   =  4c«;"  +  OTj  -f-  2aTg  ,  w^w^  =  —  1  —  or^  —  w^^  , 

tPjO'^    =    —  CW*°  +  or,  +  207^^  ,  07jOrg    =    —  1  -f  07^  +  207^^  , 

nr  o[^      =  —  oy     —  (jr— tu.  0707       =4-4-  2o7   -4-  or     ! 

0^^073    =    —  w"  +  207^  4-  OTjj  ,  OT^OTj^    =    —  w"  —  OTj  —  OT^  , 


07. 


3S 


or      =  4w     *4-  20^     -4-  07     :  or  07      =  4tr      =  —  40^  w 

l     \S  ^^  19     "^       52  '  l     35  86  ^^  ^^ 


l     10 


> 


07,07.^    =    407„.     =    —  407,07^  . 
1      50  34  15 


4r 
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n=  75 
Congruenzwurzcln  mod.  p,*) 


p 

7 

1 
—  1 

^3 
+   1 

«^4 

4-  2 

—   1 

*ii 
—  l 

^19 

4-  3 

tr 

26 

2 

39 

—  3 

tr 

88 

—  2 

tr 

43 

—  3 

43 

—  15 

+  6 

—  18 

4-  16 

4-  15 

4-  17 

—  4 

4-  21 

4-  4 

4-  1 

157 

-+-  69 

+  43 

4-  78 

—  20 

4-  48 

4-  74 

4-  45 

—  72 

4-  4 

4-  45 

193 

+  54 

—  23 

4-  9 

4-  47 

4-  44 

4-  88 

4-  42 

4-  7 

—  73 

—  2 

307 

+  29 

—  82 

4-126 

—  33 

—  42 

4-  53 

4-  92 

—119 

4-142 

4-141 

457 

—127 

—  102 

—228 

—  71 

4-  23 

—  83 

4-  18 

—162 

—  140 

—  42 

607 

—241 

4-281 

—  144 

4-186 

—  19 

4-209 

—229 

4-110 

4-259 

4-195 

643 

+248 

4-250 

4-275 

4-119 

4-216 

4-  37 

4-172 

—  193 

4-295 

—  133 

757 

H-276 

—217 

—  52 

4-  24 

—329 

4-  85 

-118 

4-110 

4-201 

4-  20 

907 

4-159 

211 

—  389 

—  89 

—  81 

—201 

4-287 

4-279 

—266 

—395 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  ist  nur  der  Primfactor  von  |)  =  607,   /(ar^)  =  l  4- w^  4- w^j  4- «Tj^  . 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

iV(l  4-  wi)  =  7'  ,  N(l  4-  tr^  4-  tr,^) 

N(l  -  tp^)  =  iV(tr,g  +  £«")  =»  M^^  +  ^''^)  =  7  .  43  ,  N(w^  4-  w^,) 

iV(l  4-  tr^  4-  rrj  =  7?43  ,  N(w,^^  -  tr^^,) 

N{w^  -  (r„  4-  tr„)  ==  7?193  ,  iV(l  -  tr^^  4-  tr„) 


=   T 


iV(l  —  2tr^)  =  7?457  , 
iV(l  4-  tr,  4-  X,,  —  (Tj,)  =  5  .  757  , 


Ml  -  x„  -  tr33  4-  tr^,)  = 
Ml  -  2tr,  -  tr,  -  tr„)  = 


43 

>'. 

7! 

'157, 

7 

.307. 

7. 

643, 

7. 

907. 

*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  w  uu^^^w      (mod.  p),    sowie 
als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme  mod.  /> :  tF    4-  tF      e 

1  36 


—  W 


tr  tr  ^ 

'*^l     ?6 


4  -I-  2tF   4-  tF      und  eines  zweiten  von  5  Congmenzen,  deren  erste : 

o  j  7 


tF^  4-  tr^  4-  tr^,  4- 


19 


w      ^  0 .     Was  hier  tF   , 


tF. 


tF. 


tF 


18 


tr      ist  in  X  =B  25,  III. 
27  ' 


r,  ,    y}^i 
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n  =  75 
111,2.     ;?=  75  w— 7,-4-32; 
tp^  s=  oy'*+ w"^''H- w"'®'*  + w'*'",    also  die  primitiven  w,  wofür  U(w^)  ==  199, 


tr^  =  w*  +  w*^  +  w**  +  w"  , 

W.    =    W®  +  W^*  -t-  üü"  +  üü"  , 


m 


Wjj  =  üü^  -4-  w"  +  W-*  +  to"  , 
tTy  =  w^  -t-  w"  +  w"  H-  w'*  , 


w     » 


ar 


16 


=     w      H-Oü      -f-w      -t-c<ü     I 


tr      =u;     -t-ciü     -t-w     H-Cü     , 


44     ,         67     ,         56     I         S8 


nichtprimitiv:   ar^^  wie  III,  1,  w^^  =  w*'' +  w^°'' 4- w"'^  4- w*"'' ,  die  viergliedrigen 
Perioden  der  löten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  —  i,    w^^^  «=  —  2  ; 

typische  Relationen: 


1 

=  — 

2  4-  (Tj^  +  2Wg  , 

07  1 
1 

HT,    -    t 

^,  +  «^5  +  «^16  +  ' 

"^18  > 

w^w^ 

=  4- 

-  aT^+  w 

2T» 

WjOC 

'll    =    - 

-1+tr^ 

+      OTy      + 

^»5 

OT^tr, 



W      -4-  OT        -4-07 
3    ^^      11  ^^       35  » 

^1^6    ""    ^^1  +  ^IC 

1  +  ^^35' 

tr^tr. 

+  aTj  + 

017       +  07 
13  ^^       44 

,             W^W 

18 

-  2  —  07g 

+  «^115 

OT^tr, 

=    «^3 

+  aT^  + 

«^11  +  ^^13 

W^W 

=    07     +  07 
35                 1  ^^      38 

+  07^  + 

"^44- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

?••) 

p 

107 

«^1 
-t-  32 

«^1 

—  41 

^4 

+  51 

+  48 

w 
—  19 

07 
11 

—  45 

07 
13 

—  44 

^16 

—  23 

—  33 

07 
44 

—  33 

257 

—  47 

—  50 

—  39 

—105 

—  66 

+  28 

—  59 

—  55 

+  44 

+  92 

293 

+  86 

—  56 

+  68 

+     9 

+128 

—  46 

—  137 

+  67 

—  73 

—  37 

443 

—159 

4-  39 

+     6 

—  106 

—  49 

+170 

+186 

+163 

—  81 

—  169 

557 

—222 

—154 

—  70 

—  76 

—150 

—216 

—236 

+  39 

+  33 

—  62 

593 

—  70 

+     5 

—207 

+156 

—266 

—128 

—  62 

—  55 

+141 

—107 

743 

—  35 

H-189 

+  147 

—363 

+  11 

—  35 

+356 

—312 

—171 

+213 

857 

—     2 

+306 

+364 

—255 

+     6 

+195 

+315 

+183 

—399 

+144 

*)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Warzel  des  Systems 


07j  +  07y   _   —  (Tjg  , 


^y^J      ^      4    ^6    "^    *^»7  (™*^^*     P'^ 


und  eines  zweiten  von  5  Congruenzen,  deren  erste 

«Pj  +  o-j  +  07^  +  a7g  +  OTjg  ^  0     (mod.  p.) 
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n  =  75 
Normen  complexer  Zablen  in  ^. 

N{1  -hrr^-hrr^-h  tr„)  =  A'(l  +  tr,  +  tr^,  +  or^g)  =  5  .  107  , 
AVj  —  tTjj)  =  5  .  743  ,  N{2  -f-  tTj)  =  5  .  857  , 

AV.,a  -  tr,,)  =  125  .  107  ,  N(w^  -  tr^  -  tr^^  +  tr„)  =  125  .  557  , 

A^l  —  tr^  +  OTig)  =  293  .  107  ,  N(ir^  ■+■  2^^)  =  243  .  257  , 

N(fr^  4-  tTjg  4-  tr^^)  =  32  .  443  .  A-(l  —  tr^  —  tTj  +  tr^  +  tr^^)  =  107  .  593  ; 

A'(l  +  tr)  =  151  ,  A'(l  —  tr)  =  349  ,  A'(tr)  =  19^  • 


IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig: 

j)  =  75m  —  14  ,  +  16  ,  —  29  ,  H-  31  ; 

8  fünfcliedrige  Perioden: 

tTj^  =  0,    oTj^  «  5^*'^,    15  te  Einheitswurzeln,   daher  haben   die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  j): 

31,     61,     181,     211,     241,     271,     331,     421,     541,     631,     661,     691,     811,     991 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I57n  +  i    (vgl.  n  =  15,  L). 


V.    j)  zum  Exponenten  10  gehörig: 
4  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fallen: 

V,  1.     p  =  75;n  -H  14  ,  —  16  ,  -H  29  —  31  ; 

tr^  =  üL'4-J«J       "h  c  -t-c«  H-tr       *t-w      H-et  -t-c«,       H-w       -t-w  =0, 

Xj^  =  0,       o-j^  =  5(w*'"  + jt"*''),    zweigliedrige  Perioden  erster  Art  der  15ten  Ein* 
hcitswurzeln ;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

29,       59,       89,      179,     239,     269,     359,     389,     419,     479,     509,     569,     659,     719, 
809,     839,     929 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I5wi  —  i  (vgl.  n  =  15,  II,  l). 
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n=  75 
V,  2.     p  ^  75m  4-  4  ,  —  11 ,  +  19  ,  4-  34  ; 

tr,^  =  0,    Wj^  =  5(w*'"  +  w'^'") ,    zweigliedrige  Perioden    2ter  Art    der  15ten  Ein- 
heitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  pi 

19,     79,     109,     139,     229,     379,     409,     439,     619     709,     739,     769,     829,     859,     9f9 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  i5w4-4  (vgl.  n  =  15,  11,  2). 


V,  3.     j:>  =  75/H--4,-4-ll,--19,  — 34; 

w^  =se(ü-t-oü        H-w       H-w       -f-w       -t-c«       H-tw  -t-w  -t-w  -t-w 

=  —  (w*  4-  w"  +  a-"  +  w"  -t-  tu")  =  0  , 

oT,^  =  2(w*''  4-  0,"''  +  w"'-  +  w**""  +  cu"'^)  =  0 ,     Wj.^  =  —  5üü'® ,     5  te  Einheitswurzeln, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p\ 

11,       41,       71,     131,     191,     281,     311,     431,     461,     491,     521,     641,     761,     821,     881, 
911,     941,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  |i  =  5w  -h  1  (vgl.  X  =  5,  I). 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig, 
2  zwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     ^  =  Ihm  +  2  ,  +  8  ,  —  13  ,  4-  17  ,  —  22  ,  +  23  ,  —  28  ,  —  37  , 

4-  c--"'  +  w^"*  +  w**'  +  u;-^'-  4-  Oü-"''  4-  u;-"'-  4-  w"*-  4-  U)""''  =  0  , 

Wj^  =•  0 ,  Wj^  =  5(w*'  4-  w"''  4-  c«"'' 4-  c«"0 »      viergliedrige  Perioden  der  löten 

Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p\ 

17,  23,  47,  53,  83,  113,  137,  167,  173.  197,  227,  233,  263,  347,  353, 
383,  467,  503,  563,  587,  617,  647,  653,  677,  683,  773,  797,  827,  863,  887, 
947,     977,     983, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  4  gehörigen  Prim- 
zahlen filr  n  =  15 . 
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n  =  75 
VI.  2.     I?  =  75m  —  2  ,  —  8  ,  -f  13  ,  —  17  ,  +  22  ,  —  23  ,  4-  28  ,  +  37  ; 

3te  Einheitswurzeln,  daher  baben  die  bierber  gebörigen  Primzahlen  p: 

13,  37,  67,  73,  97,  103,  127,  163,  223,  277,  283,  313,  337,  367,  373,  397, 
433,  463,  487,  523,  547,  577,  613,  673,  727,  733,  787,  823,  853,  877,  937,  967, 
983,     997, 

auch  in  Beziehung  auf  75  te  Einheitswurzeln  keine  anderen  Primfactoren  als  die 
p  ==  3m  H-  1  (X  =  3,  I). 


n  =  77 
I.    p  =  77m  +  1  : 

463,     617. 

60  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

60      &9  I    IS      53  ,    49      48  ■    46      45  .    43      41  •    39      37  .    3ft      34 
i_  .  »3     .  30  j_  ,  18    .  36  j_  .  34    ,  23  _i_  .  31    .  .19  ^^   18     .  IS  _i  .  14      13  ,    11 

—  üy'H-Oü^  —  üü  +  l   =0, 

wodurch  sich  die  nichtprimitiven,   d.  h.  die  Uten  und  7ten  Einheitswurzeln,  eli- 
miniren  lassen,  oder  durch  die  beiden: 

und  c<L^°  -H  a"  +  tt"  +  j-.*^  +  .  .  .  +  oy"  +  w'  +  1   =  0  . 
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n  =  77 


II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig, 
30  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.    jp  =  77w  —  1 : 

W-.   =   Du''  -h  w"'', 


307,     461,     769 ; 


w^wj^  =  w;t-i  +  «^*+i »      i^K)  =  1 ; 


nichtprimitiv:    tr^^  =  0;^''-+- w"''",    die    zweigliedrigen  Perioden   der   Uten   und 

.   llr     ,     .   — llr     J^ 1-.:^! J Tx^ 17:^1.  ^Ix^^..^.^.^!^ 


4-w"^^'*  desgleichen  der  7ten  Einheitswurzeln. 

Congruenzwurzeln  med.  p.  z.  B.*) 


tr. 


ru. 


w. 


w. 


307       -h  94       —  69       —133       —153 


w. 


-h  75 
461       4-4       4-14       4-  52       4-194       —198       —  64       —168 


^5  ~6 

-127       —119 


07 
9 

—     4 


07 
10 

—  144 


—  153       4-  17 


w 
ja 

4-  37 
—  55 


w. 


07. 


07, 


07. 


W. 


13  ''IS 

307       4-125       —     5 

461       -♦-20       4-59       4-101       —116       —104 


07. 


07. 


07. 


07. 


16  IT  18  19  »0  91  -J« 

4-97       —  87       4-14       —132       —142       —  61       4-139 

4-161       —174       —173       —204       —182 


07 

—  74 


07, 


07, 


W, 


07. 


07. 


07. 


07. 


W. 


07. 


07. 


»6  »T  29  JO  Jl  a«  84  86  87  38 

307       —  34       —  52       —  22       4-23       4-35       —HO       —108       —113       —100       —  77 
461       —  63       —  70       4-124       —209       —  38       4-57       4-85       4-211       —152       4-103 


/(07J,  Primfactoren  der  Primzahlen  jp;     N/(w^')  =  —  jp. 

Für  p  =  307     ist  Jiw^)  =  1  —  07g  4-  Wjj  ,        p  =  461,    ßm^)  =  1  4-  or^^  4-  07^^  . 


*)     Hier  ist  w^  die  absolot  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6,  des  anderen  von  10  Congnienzen,  deren  erste: 

or   "T-  07     "4—  07     -T—  or     -4—  07     -r—  07      ^ss  ^"^  07 


31 


07 


j4-tr^4-a73  4-trj,4- 


07 


IS 


07 


20 


4-  w  .  4-  OT     4-  07     4- 


07 


36 


—  07jj     (mod.  p.) 


Die   Congruenzwurzeln   für   Wj,.  gibt  X  =  11,  II,  wo  v]^,  «],,  v],,  «],,  f}^  heisst,  was  hier  resp.  07,, 
"^14»  ^J8>  ^81»  ^35  ^^^  X  =  7,  n,  wo  riQ,  ijj  ,  »jj  ,  was  hier  07j,,  07,,,  07,,. 

42 
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n  =  77 
n,  2.     ^  =  77m  4- 34:     419,     727. 

tr^  =  'jj^^'x'*   ,         wl  =  2u;'*''  +  tr,^,         Il(tr^)  =  1,         tr^tr,,^  =  2aT„^ ; 

iiiclitprimitiv:  tr^^  =  2w^'',  Ute  Einlieitswurzelii,  tr^^^  =  u;"'' -+- w"^^'"  wie  II,  1. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  /;  =  419. 

p  tTj  tr.^  Wj  w^  tTj  tr^  Tg  W^  tTj^  tFjj 

419       -M40       4-  77       +54       —141        —  6G       -f-144       —  89       —  28       —172       -H  24 


P 
419       4-100       —120       —166       4-  61       —123       4-116       —  Ö2       4-159       4-34       4-43 


flp  « 

07.. 

tr. , 

T    « 

OP.« 

T..» 

T-. 

tr  ^ 

tr.. 

5P.« 

IJ 

IS 

IT 

18 

19 

30 

S4 

96 

S7 

3f 

Z-'  op  QT  flp  CT  op  V  üP  tr  tr  tr 

'  31  36  38  40  43  45  4T  52  54  61 

419       —157       —168       4-  19       4-163       4-23       —  45       4-55       —136       —  20       —107 


Normen  coniplexer  Zahlen  in  w- 

A'(l  —  u.-^  —  tTjg)  =  7  .  419'  ,  A^(l  4-  tr)  ==  8009  ,  N{1  —  tr)  =  6733  . 


II,  3.     p  =  77/;i  —  34 :     43,     197,     659,     967. 
tr^  =  u>^  4-  u;-"'- ,         tr'^  =  2^**''  4-  tr,^  ,         U(w,)  =  1  ,         w^rr^^^  =  2tr,^^  ; 

nichtprimitiv:  tr^^^  =  2»*''*,  7te  Wurzeln,  x^^  =  w''*4- »"^''wie  II,  1. 


*)     Hier  ist  v,    völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congnienz  cDjw'^  ~  tzr,,  (mod.  ;>),  zu- 
gleich diejenige  Wurzel  des  Congnienzeniijstems 

TF    4-  V     4-  tzT      ^5  —  w     .         (IT  tr     4-  tr    tu     4-  w    w    w^  >—  2tt;     .         www      i^  cu     • 

*  j  -T-  *,,  -T-  «*.^j  w        ,  '*'l'*'n  ^^  ^IJ^il  ^^       45     1  *  l     11     4»  » 

welche  auch  der  Congnienz 

tF4-tr4-tF     4-tr     4-tiT     4-tr     4-tiT4-tzT     4-tr     4-tr      ^=  —  tr        (mod.  p) 
genügt,  oder  einem  System  von  10  Congruenzen,  dessen  erste  diese  ist. 
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W  =  77 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  p  =  43. 

P  tTj  w^  ar,  w^  OTj  oTg  w^  w^^  tr^,  07^, 

43         4-17         -+-9         -+-9         -+-11         -+-8         -+-2         —  7         -+-15         —  7         +14 

P  ^IS  "^16  ^17  «^19  ^«  ^24  «^15  ^26  «^30  ^32 

43         —  2         —  4         —  1         4-13         4-13         4-17         4-17         4-16         —18         4-14 

^  ^84  ^IT  ^»9  ^41  ^4«  ^48  ^SO  ^i7  ^59  ^68 

43         —18         4-  1         —11         4-15         4-13         —  8         —16         —18         4-21         4-15 

Normen  complexer  Zahlen  in  äj. 

N(l  4-  w^j)  =  43  .  617  ,  N(l  —  tr,^)  =  43  .  463   (vgl.   1). 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
p  s  77m  —  10 ,  -f-  23 ,    nämlich: 

23,     67,     331,     683,     947,     991. 

20  dreigliedrige  Perioden: 

w^  =  w»- 4- t«;-"'' 4- c«"^ 

also  die  primitiven  tr,  wofür  Tl(w^)  =  2^°, 

w,   =  w  -+-  w*^  -+-  w"'  ,  m     =  oy'  4-  oü*'  -+-  w**  ,  «7,  =  tw'  4-  w*^  4-  ou*'  , 

A  X  8  - 

4i37.l5  5.2  7i38  6. 17. 61 

07^  =  w    -+-  ew     -f-  oü     ,  tTj  =  w    4-  w     -+-  w     j  tiTg  =  w    4-  w  '  -+-  w     , 

8     I         74     1         30  9     1         64     I         53  10     .         54     .         76 

tpj  =  w   4- w     4- w     I  oTg  5=  w    -+- ov     4- w     j  Wjo  =  w     4- w     -f- 1«;     , 


07 


19 
18 


=  t«"  +  c«»*  +  oü**  ,        07^,  =  w"  4-  c«'*  4-  et'*'  ,  07,^  =  w'«  4-  oü'"^  4-  w*^ 


> 


25     .         58     I         36  26     I         48     •         59  33     .         65     ,        43 

w^^  =  w     4- w     4- c«     f         w,5  «=  w     -+- cy      4- ew     ,  07^^  =  w      4- ««      4- w     , 

07.  -   ^  w      4-  w      -f-  w      »  o^.A  ==  «y      -t- 1«;      -f-  W      « 

40  80 

nichtprimitiv:   w^^  s=  3w^'",    Ute  Wurzeln,    or^^^  =  w"''4- w'*''4- oy***',  dreiglie- 
drige Perioden  der  7ten  Wurzeln; 
von  Relationen: 

07J  s=  —  ciü**4-aTjj,  «^i«^!,  =   2ca;",  ^i^^   =   ^^n  »  ^i^^io   "=  ^  »     "•  8«  ^• 


*)     Hier  ist  07,  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congrtienx  w^w^^  =  w^^   (mod.  p),  sowie 
als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz     tr*  -f-  w''o7*  —  4u;Va7'  —  3u;*.*07'  -f-  3c«; Vor  -f-  w"  ^  0 

(mod.  p),  oder  eines  Systems  von  5  Cungnienzen,  deren  erste  xn   -{^  w   -{^  w     4-07     4-or      ^  — ou" 
(mod.  jd),  und  eines  zweiten  von  6  Congruenzen,  deren  erste 

07     ^  m       U.  m       4-07       4-07       4-07       ^S  —  W  (mod.    p), 

Wj  -T-  w,j^  -T-  Wjj  -T-  Wj,  -r  «yj,  -T-  w,^  ta=s3  "'21  "'^^ 

42» 
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n  =  77 
Congruenzwurzeln  iiiod.  p*) 

(fQr  alle  obigen,  ausgenommen  331) 


p 

23 

^1 
—  10 

«^2 

4-  6 

«^3 

4-  4 

^4 

4-  4 

* 
—  5 

«^6 

4-  3 

tr 

8 
—  11 

tr 
4-  2 

^10 

4-  9 

4-  6 

67 

+  31 

—  4 

—  32 

—  29 

—  31 

4-  4 

—  21 

4-  20 

4-  26 

4-  21 

683 

—  41 

—251 

4-  50 

—  164 

—234 

4-200 

4-  82 

—181 

—  100 

—215 

947 

-+-276 

4-318 

—  170 

—225 

—  112 

4-118 

—  78 

4-116 

—  199 

4-114 

991 

4-218 

—  1 

—  84 

4-473 

4-  92 

—355 

—  118 

4-  46 

—  100 

—268 

P 
23 

-4-  1 

w 
—  7 

«'l8 

4-  3 

4-  2 

4-  8 

w 
4-  1 

—  7 

^38 

4-  8 

tr 

40 
—  11 

w 
so 

—  5 

67 

—  20 

—  33 

4-  12 

-t-  29 

4-  33 

4-  7 

—  11 

4-  32 

—  7 

—  26 

683 

4-283 

—321 

4-  27 

—253 

4-117 

—  54 

—  177 

4-108 

—  25 

—216 

947 

4-  49 

—321 

4-379 

4-256 

—405 

4-  37 

4-  10 

4-216 

4-383 

-f-186 

991 

4-474 

—  134 

—  42 

4-436 

—  2 

—  50 

—236 

4-318 

4-  88 

-f.237 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  sind  für  die  2  letzten  der  obigen  Primzahlen  p  gefanden: 
i>  =  947  ,      Jlw^)  =  (1  4-  w'  -  tr,^)  ;        ;)  =  991 ,      Jiw^)  «  1  4-  «r,  . 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

N(l  -  tr,,)  =.  N(w*^  -  tr,)  =  N(l  -  oü"  4-  tr,,) 


23 


N(w^  4-  tr,)  =  AV„  +  «T,p  ==  67'  ,         N(l  -  tr^,  4-  tr,^)  =  683  .  ? 

(1   vierziffrige  Zahl,  die  nicht  näher  ermittelt  worden  ist,  log  =  3 ,  1875). 


*)  Hier  iftt  tv,    linear  durch  w^w^^   =  tr,,   (mod.  p),   sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel 
des  Systems 

tr,  4-  w,  j  ^  —  w"  ,  «'i'^n  ^=  2w"     (mod.  p) 

und  eines  zweiten  von  10  Congnicnzen  bestimmt,  deren  erste: 

Wj  -*-  tTj  -*-  w^  -*-  w,  4-  w,  4-  w,^  4-  tF,,  4-  w,5  4-  tp,,  4-  w. 


so 


—  ar,^     (mod.  p). 
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n  =  77 

IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig. 
p  =  ^^m  —  6 ,  —  13 ,  -+- 15 ,  -h  36 . 

12  fünfgliedrige  Perioden: 


tr^  =  w'"  4-  w-**-  4-  w'^''  +  w"''  +  üü-"'- , 


o»     =  w  -h  tw 


71 
&9 


•  _  .  _ 


tTj   =   u; 


ÜJ 


.8 


tu    =  w'^ 

^19    ==    '^^ 


47 
29 


..»6     ,     .15     ,     .64 

üü      -h  fy      4-0; 

,  .26  _j_  ,    75  j^  .    13 

cw     4-  w      4-  tu 


CP 


n{tr^)  =  3** ;  nämlich  : 

.   3  j^  .   65     ,     .    73     .     .30     .     .51 

=  üü4-w     4-w     4-w     4"W     , 


U) 


57 


DU 


43 


4     1         53     ,         67     ,         60 

w^  =  w   4-w4-:*'4-  w 

tTg  =  tw*'  4-  ««*^  4-  w"  4-  w"  4-  w^*  , 

tp^  =  c«;*  4-  cw"  4-  w^*'  4-  w**  4-  w"  , 


0,"  4- u;"  +  co"  4- o;-''* 


w 


4-  üy     4-  w 


Oü      4"  fü      > 


9 
18 


18 


=  tt;"'4- 


uj*'  4-  u;" 


Oü"4-w'*, 


tr_^  ••=  üü 


30 


u; 


30 
38r 


U;34  ^  ^37  ^  ^69 


c-; 


nichtprimitiv:    tr^^  ==  üu^»' 4- cu"'* 4- c«;"'' 

Uten  Wurzeln,  und  tr^^^  =  5iw"'',  7te  Wurzeln; 

von  Relationen: 


4-0;        , 


ftlnfgliedrige  Perioden  der 


Wj  =  StTj  4-  2trj  , 
W.W..  =  5or, .    u.  8.  W. 

X      5  S  14 


tr  tr     =  3tt; 


66 


OT 


tr     =  3 , 

16  » 


^l^3d 


=  -  2  4-  OTy ; 


Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 

(Für  sümnitliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

71 

tr 
1 

—  24 

«^3 
4-  33 

tr 
—  16 

«^4 

+  17 

«^5 
+  13 

tr 

6 

—  9 

113 

4-  26 

4-  54 

4-  50 

—  36 

+  44 

—  39 

379 

—  8 

—  127 

4-  6 

+  70 

+185 

+  47 

421 

4-  1 

—  101 

—  51 

—  174 

+  75 

+  ,3 

449 

—  53 

4-151 

—  56 

+  101 

—  110 

50 

631 

4-  22 

—240 

+239 

—229 

—  71 

—258 

757 

—232 

—  177 

—  59 

—   1 

—  77 

—186 

883 

—440 

—291 

+  56 

—439 

—264 

+  2 

911 

4-  37 

—  193 

+255 

—  9 

+354 

—  320 

P 
71 

—  6 

tr 
9 

—  10 

w 
10 

—  4 

tF 
18 

+  22 

«^19 

+  21 

«^30 

+  35 

113 

-+•   38 

4-  31 

+  47 

+  43 

—  40 

+  9 

379 

—130 

4-  33 

—  92 

—  189 

+  69 

+137 

421 

—153 

4-152 

—  196 

+  99 

—108 

+  33 

449 

4-143 

—  169 

—120 

+  24 

+  85 

+  22 

631 

4-  8 

—  29 

+259 

—  198 

+261 

+237 

757 

4-155 

+304 

—  3 

—  231 

—376 

+127 

883 

+369 

—335 

—352 

—268 

+398 

—201 

911 

4-306 

4-  63 

—304 

+418 

—347 

—259 

•)  Hier  ist  or,  völlig  bestimmt  durch  tüjw**  "=.  or,^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  des  Systems:  tTj+tr^^  —  «'3^  tj[y,tr8  =  3w**  (mod.  p)  und  eines  zweiten  tou  6  Con- 
gnienzen,  deren  erste:       fjr   ^^xr^-\'W,'i-w^-hvj^  +  w^^  s=  —  or. .  (mod.  p). 

114  5  9  30  A4 
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n  =  77 
/(cPj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(tr 

i) 

P 

/(tr 

,) 

?> 

71 

1  — 

:.." 

«"„« 

421 

1  — 

^, 

757 

113 

1-+- 

c" 

— 

so 

CT 
J 

449 

1  — 

J' 

+ 

«^18 

883 

379 

1  — 

w" 

+ 

JO 

631 

14- 

<«" 

— 

«'9 

911 

2-.tr 

2  —  w^*  4-  w^ 


V.     j;  zum  Exponenten  6  gehörig. 
10  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


V,  1.     jp  =  77m  4-  10  ,  —  23  ; 


tr^  =  w''  4-  u)^"""  4- 


ÜU 


»3r 


-r 


-t-  W~    4-  £ü 


-lOr 


w 


-ssr 


also  primitiv: 


.         10     ,         33     I         76     ,         67     I         54 


^      .   a     ,     .   aO     ,     .46     ,     .   74   _|_  .   >7     ,     .   «1 


Cj  ==  w'  4-  w'*^  -t-  c«;*'  4-  w^*  4-  w*^ 
=,  oü»  4-  et*«  4-  0."  +  u;^'  4-  c«" 


^\ 


tr. 


w-t-tt;      4-w      -htiy      -t-üy      +w      , 


tr 


9     1         13     I         53     ,         68     I         64 

tr^  =  w    -h  oü     4-^4-  w     4-  w 

18     .         36     I         39     ■         59     .         51 

tFjj   =  w      4-  et'      4-  et'      -f-  tu     4-  cy 


ei; 


39 


6     I         60     ,         61     I         71     ,         17     ,         16 

tr-  =  cf4-e«;     4-««      4-e«     4-««'     4-oy     > 
tüjj  =  du"  4-  eu*'  4-  e«**  4-  w**  4-  w"  4-  tw"  , 


w 


48 


tF        =    Du 
19  '^ 


19 


36     I         53     I        58     I         41     I 

Dl'     4-  e«     4-e<y     4-  w     4- ««' 


n((r,)  =  67  ; 


tr...  = 


jr 


uichtprimit  iv: 
Einheitswurzelu,  tr^^^  = 

von  Relationen: 


3(w''"4-Dy"'0  =  3äry^,    zweigliedrige    Perioden    der   llteu 
-1; 


tr. 


=  4-3-,,+ 


tr  tr 

1     13 


—  3  4-  2ijj  ,         tr^tTy  =  3trj  4-  3trg     u.  8.  W, 


Congruens^urzeln  mod.  jp.*) 

(FQr  sämmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  />). 


p 

131 

tr 
1 

4-  5 

tr 

3 

—  2 

«^3 

4-  63 

w 

4 

4-  20 

«'s 
—  57 

«^6 

4-  18 

^9 

—  54 

tr 

^13 

4-  48 

«-18 

—  10 

«'if 
—  30 

241 

—  31 

4-  26 

4-102 

—  5 

—  99 

—  6 

4-104 

4-  94 

—  23 

4-  80 

439 

—  52 

4-152 

—  82 

4-115 

4-  44 

4-  47 

—  43 

4-lU 

—  141 

—  153 

593 

—  37 

—  22 

—  30 

—  51 

4-171 

—  39 

—  196 

—188 

—  31 

—169 

857 

—  180 

—388 

4-391 

—269 

—104 

—318 

4-109 

4-354 

4-417 

—  11 

*)     Hier  ist  tr^  die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congraenzensjstems : 

tV     4-  tZT         s>"s    —  X 
1  ^^       13  31  ' 


tTjtTjj  ^—34-  2Wjj     (mod.  p).     Vgl.  II,  1. 
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n  =  77 
/(wj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*)     ^\/(«fj)  =  —  j[?. 


P        /(Wj)        i      /*  /(tr)  j      p  /i[trj) 


S     .     .49^ 


131       2  4-trj      I     241      1 -|- w^  —  (w'' -+- u;")     |     439     1+ tr^ -f- tr^ 


9 


857     3  —  07.  —  w. 


•  • 


V,  2.    jp  =  77wi  —  12  ,  4-  32  : 
109,     263,     373,     571 

primitiv: 

nichtprimitiv:   tr^^  =  3^^^^  wie  V,  1,     tr^^^  =  2(u;"'' +  w"  -+- £«**0  =  2^^^^,   drei- 
gliedrige Perioden  der  7ten  Wurzeln; 

von  Relationen: 

Congruenzwurzeln  mod.  j?.**) 

(Für  die  zwei  ersten  Primzahlen  p.) 

P  ^1  ^J  ^3  ^4  ^5  ^8  ^10  ^n  «^Ifi  «^26 

109    —32    —49   -+-  21    -h  6    —31    —53    —12   —  32    —10    —25 
263    —16    —75   -+-115    -4-5    —  5    +45    +76   —104    —82    +42 


Normen  complexer  Zahlen  in  |r. 

N(m^  +  tTj)  =  A^(l  +  otTjj  +  w*^  +  w")  =  263  .  43  , 
iV(tr,  4-  w^*  +  iü")  =  iV(l  +  Wj  —  tTj)  =  109  .  23  , 
N{\  +w)  =  659  ,  N(\  —  ar)  =  463         (vgl.   L). 


•)     Für/)  =  593  ist  iV(l  —  tr,  +07,,)  =  iV(3  —  w^  —  »»»  —  w*»)  =  23.593; 
aach  ißt:  N{1  —  w)  =  67  =  N(w) ,  A^l  +  w)  =  11 .  23  . 

**)     Hier  ist  07,  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

«^1  +  «^10  =  -  «^,1  >         «^i«^io  =  4  +  24^35  (mod.  /)) 
and  eines  zweiten  von  5  Congrueuzen,  deren  erste 

w,  +  OTj  +  w^  +  tTj  +  Wjg  ^  —  ij^     (mod.  p). 
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n  =  77 

V,  3.     p  =  77/n  -f-  12  ,  —  32  : 

89,     199,     353,     397,     661,     859; 

—  .  r  i_..Hr_,  .  -10r_i  .  34r_i_.  5l3r  i_.  -J2r  .  56r 

X     =  Qu  -t-w      4-w         -t-oü    '^-t-w      4-ca;  =  — tu       , 

1 1  te  Einheitswurzeln,  wesshalb  vorstehende  Primzahlen  p  auch  hier  nur  die  Prim- 
factoren  der  Primzahlen  y  =  ii»n-  i  (>.  =  ii,  I)  haben. 


VI.     p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
6  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


VI,  1.     j:>  =  77m  -H  6  ,  4-  13  ,  —  15  ,  —  36  ; 


6r 


.r  _L  ...tir  _L  ...I6r  _x_  ..-l5r  ^  ^-llr  ^  ^^-r  ^  ^ 


tr^  rs  oü'^4.c«;''^4-oy*'"^-+-oy 


-6r 


CO 


-36 


l»r 


13, 


also  primitiv: 


Wj  =  oü  4.  £,/  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w^*  4-  w^^  4-  ««.•**  4-  w"  4-  w"  , 


(T     =   ciü'  4-  £«' 

3     I 

OF     =   tt;    4-  w 

^  =  üü*  4-  OL- 


w 


W     ==   öu    4-  oy 


SP 


> 


,    =     («      +IU 


4     .         16     .         19     I         37     ■         68     1         33     .         61     •         58     • 

4- 1«     4-  w     4-  M     4-  c«     4-  w     4-  w     4-  w     4-  w 


nichtprimitiv:  tr^^  =  —  i ,      w^^^  =  5(a;"'"4- c«"'")  =  5^^^^,  zweigliedrige  Perio- 
den der  7ten  Einheitswurzeln; 


von  Relationen: 


l«^8    =    -^-t-*«^33» 


tr 


?=6  —  l^w     4-tr, 

1^3  =  «^,  —  2*,i  4-  3tJ„     u.  s.  W.;     n(tr^)  =  83 
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(Für 


n  =  77 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

sämmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


V 
13 

w 
1 

—  1 

tr 
—  2 

4-  5 

«^4 

4-  5 

—  6 

tr 

9 

—  6 

41 

4-  6 

+  8 

—  5 

4-  9 

20 

4-  3 

83 

0 

-h  25 

4-  15 

—  25 

—  15 

4-  1 

139 

-h  32 

—  13 

4-  39 

4-  34 

—  55 

4-  42 

167 

-h  69 

—  11 

—  5 

—  14 

4-  73 

4-  56 

293 

—  44 

—  13 

—115 

4-131 

4-  83 

—  41 

349 

-+-  5 

+144 

—  73 

4-  95 

—  138 

—  32 

503 

4-  48 

4-  71 

4-165 

4-227 

4-208 

—215 

811 

—  49 

4-404 

4-  75 

—254 

—361 

4-186 

853 

4-  94 

—  148 

—114 

4-267 

4-383 

4-372 

937 

—  161 

—  91 

—157 

4-  52 

4-382 

—  24 

/(n-j),  Primfactoren  der  Primzahlen  jJ.**)     Nflw^  =  —p. 


p 

/K) 

P 

A^,) 

13 

2  4-trj 

139 

3  —  op,  —  w"  —  w** 

41 
83 

3  —  tTj^ 

«^1 

167 
293 

3  —  tTj  -+-  tr 

3  —  tTj  4-  w^'  4-  ciü" 

p 

811 
853 
937 


3  —  tr.  —  cy 

4  4-  oPj  —  w 
4  4-  tTj  —  tTj 


39 
39 


—  Du 
DU 


55 
55 


*}     Hier  ist  w^  die  absolat  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congmenzensjstems : 


tr 


4-  tr    g=  — 
1  ^^     8 


w 


99 


XF^W 


,  s  —  5  4-  3i„     (mod.  p). 


**)     Die  Primfactoren /(tTj)  liegen  versteckt;  für  die  zwei  übrigen  Primzahlen  p  ist 
N(b  4-  txTg  4-  oü"  4-  w")  =  41 .  349 ,  N(l  4-  tr^  4-  ^w^)  =  13  .  503 , 

womit  ihre  Primfactoren /(tzTj)  wenigstens  in  gebrochner  Form  gegeben  sind.     Auch  ist 

N(l  4-  tTj)  =  7.13,  N(l  —  w^)  =  83  . 


43 


338_ 

n=  77 
VI,  2.     p  =  nm  —  8  ,  4-  20  ,  -h  27  ,  —  29  ; 


also  primitiv: 


69 


.6 


or     =  ci;  4-  w     4-  w 
or    =  w*  4-  w**  4-  w 


ÜU 


tTj  =  w'  4-  c«"  4- 


tr.   =  'jy*  4-  oc''  4-  w 

tIT-     s=s    Qu*  4-  W        4-  W 


4-  w    4-  w     4-  w     4-  Jw     4-  w     4-  tt^"     4-  £«     » 
w"  4-  <,/*  -I-  w'fi  -I-  tü-^  4-  w"  4-  &i.*^  4-  au*  , 


OT, 


•  +  c«»  +  c«"  4-  ^^^o  4-  0."  4-  :^"  4.  ^*i  4.  j^"  , 
r;^  =  u;**^  4-  u;'*  4-  u;=*  4-  u;"  4-  t«"  4-  c«"  4-  u;"  4-  u;*^  4-  c*;'^  4-  u;"  ; 

nichtprimitiv:  w^^  =  2(c«;^'- 4- u^'"^  4- w"'* 4- w"'"  4- 1«;"'*)  =  2^^,, ,    füiifgliedrige  Pe- 
rioden  der  Uten  Einheitswurzeln,  tr^^^  =  5(w*^'"  4- £«**'')  =  ^^nr  wie  VI,  l.  — 
Product  der  primitiven :  n(w^)  =  8 ; 


von  Relationen: 


•-^ 

-44- 

BT 
S 

4- 

"^1 

— 

1"».  • 

«'l"'. 

r— 

2  4-07^ 

4- 

«^10  + 

1 

"«' 

«'l«'ll 

= 

6(0734- 

^! 

) 

u. 

8. 

W. 

^i^c  =  ^■^-^'^js  M^r  6  4-3tf.,j), 


Congruenzwurzeln  mod.  ji;.*) 

(FQr  sämmtliche  Primzahlen  p.) 


p 

97 

w 

1 

4-  31 

07 
S 

—  3 

3 

4-  26 

TT 
5 

—  27 

«^6 

4-  25 

07 
10 

4-  46 

181 

4-  16 

4-  37 

—  52 

—  80 

4-  65 

4-  15 

223 

4-  36 

4-  48 

—  69 

4-  83 

4-  45 

4-  81 

251 

—  68 

—  106 

—  51 

—  84 

—  38 

4-  97 

433 

4-117 

4-  68 

—  57 

—  13 

—179 

4-  65 

587 

4-128 

—202 

4-156 

—  2 

4-  14 

—  93 

643 

4-136 

—265 

4-107 

4-  41 

4-109 

—  127 

797 

4-  26 

—  61 

—387 

—  201 

4-337 

4-287 

839 

4-195 

4-  19 

4-417 

4-378 

4-123 

—292 

*)     Hier  ist  or ,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 
07^  4.  w^  ^  —  (oü"  4-  w")  ,  WjOT^  ^6  4-  3(w"  4-  e«**)  (mod.  p)  und 

tTj  4-  Wj  4-  Wj  ^  —  t,^ ,  trja7j  4-  w^w^  4-  tr^or^  ^  4  —  2^*^ , 


or  nr  qf 

18     4 


3  — 2:f,^       (mod.  p). 


14 


339 


n  =  77 
/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.*) 


p 

A«^,) 

97 

1  —  tr, -+- oy"  4- w" 

181 
223 

1  -  OT^  +  tr 

251  OFj  -+-  w"  -+-  w 

433     2  -+-  07,  —  (ttj"  4-  to") 

587     2-+-tiT, 


SS 


643     2  4-  oTj  —  op^ 

797     1  4-  oTj  4-  2(tt>"  4-  w") 

839     2  4-  tr^  4-  w^^  4-  w*^*^ 

6 


VI,  3.     jp  =  77m  4-  8  ,  —  20  ,  —  27  ,  4-  29  : 

29,     127,     211,     239,     281,     337,     491,     547,     673,     701,     743,     827,     953; 

tr^  =  oü»-  4-  c«»''  4-  oü-"''  4-  et-""''  4-  w"''  4-  w"'"  4-  w"'"  4-  w""'*  4-  w"*'*  4-  w"''  ==  -  c«;"'" , 

7te  Einheitswurzeln,  daher  sind  die  Primfactoren  der  vorstehenden  Primzahlen  p 
bei  X  ===  7,  I.  auch  hier  complexe  Primzahlen. 


VI.    p  zum  Exponenten  15  gehörig. 

p  =  77m  4-  4  ,  4-  9  ,  4-  16  ,  —  17  ,  —  19  ,  —  24 ,  4-  25  ,  4-  37 

4  fQnfzehngliedrige  Perioden: 


.4r 


l6r 


-I3r 


SSr 


33r 


lir 


-17r  I  ..9r  .    86r  .  .  -lOr 


w^  =  w'  4-  w*''  4-  w"'-  4-  £«-"''  4-  w''''  4-  w"*^  4-  w"*^  4-  w""''  4-  ou"''  4-  w**'*  4-  £« 


4-  w 


»Tr 


-6r 


4-w"'"4- 


,  _24r  _i  ..-19r 
üü    4"  öü    , 


also  die  primitiven  «,  deren  Gleichung: 

tr*  —  w*  —  7aT'  —  Gor  4-  36  =  0  , 

tp^  =r  tt;4-c<ü*4-w"4-w**4-w"4-c<ü"4-w"4-w*Vto'4-w"4-to"4-w"4-t«"4-^  , 

3  ,   8  I   33  I   51  I   SO  I   46  ,   30  ,   43  ,   18  .   73  ,   57  ,   74  ,   65  •   39  •   39 

w    =   üü  4-£«  4-c«;  4-t«  4-üü  4-w  4-w  4-w  4-w  4-w  4-c«;  4-w  4-c«  4-w  4-««  i 
07,  =  w'4-w"4-w**4-c«;"4-ct'"4-w®'4-w**4-cü"4-w'''4-w"4-w*'4-w"4-c«"4-^ 


30 


tr. 


19 


76 


73 


61 


.18 


53 


54 


63 


.17 


68 


41 


10 


40 


6  I   34  I   19  I    76  i   73  I   61  •   19  •   53  •   54  .   63  •   17  •   68  •   41  •   10  •   40 

=  e,;'-4-oü"4-oü    4-üü    4-oy    4-aü    4-w    4-w    4-oy    4-w    4-w    4-tt^    4-w    4-w    4-w     , 

o 


nichtprimitiv:  tr^r  =  3(cu^''4- 


UJ 


38r 


tu 


21 


/• 


4.  o;"^  4-  w^O  =  3^7,^ ,    fünfgliedrige  Pe- 


rioden der  Uten,  tr^^^  =  5(c«;"''4- w''''' 4-c«ü**'^)  =  6$.^^,    dreigliedrige   Perioden   der 
7ten  Einheitswurzeln; 
von  Relationen: 

trj  =  4  4-  |Wjj  —  ^tr^  4-  Wg  ,       tTjOT^  =  —34-  ftr^j  ,       w^w^  =  —  4  4-  f tr^ ,      tr^tr^  =  6  . 


♦)     Auch  ist  iV(l  4-  tr)  =  113  ,  iV(l  —  tr)  =  71 . 


43' 


340 


n  =  77 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

37 

w 
1 

—  1 

^3 

—  7 

+  15 

^6 

—  6 

P 

487 

-+-  22 

—  125 

z 

4-148 

07 

s 
—  44 

53 

—  23 

+  9 

—  17 

—  21 

499 

—  163 

4-  12 

—249 

—  98 

137 

4-  15 

—  31 

-+-  44 

—  27 

599 

—  117 

—  12 

4-299 

—169 

163 

—  73 

-f-  48 

—  61 

—  76 

641 

-1-277 

4-127 

—  5 

4-243 

179 

-f-  49 

+  77 

+  21 

•+-   33 

709 

4-258 

4-345 

4-  74 

4-  33 

191 

—  71 

4-  52 

—  66 

+  86 

751 

4-371 

4-303 

—  171 

4-249 

317 

—  111 

+  28 

—113 

—  120 

823 

4-268 

4-326 

4-101 

4-129 

389 

—  38 

—  54 

—  173 

—  123 

863 

—  24 

—  93 

4-334 

—216 

401 

—  192 

+  40 

—  60 

—  188 

907 

—424 

—  14 

—130 

—338 

443 

—  27 

—  130 

-+-109 

+  49 

977 

4-478 

4-437 

—  76 

4-139 

P 

• 

37 

1  4-  CTj 

53 

2  4-  tPj 

137 

1  -*-2trj 

163 

3—  tr^ 

179 

3—   tTj 

191 

14-2oT^ 

317 

2—  oPj 

A^,) 


—    tr. 


OP. 


4-    rr. 


/(xj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


—  2tr   4-  OT 
4-    tr^ 


V. 


P 

/(tr,) 

389 

5  —  w   —  2o7 

401 

4  -+-  tTj  —  Ofg 

443 

5  -h  2o7,  4-  07^    1 

487 

1  —  2trj  —  30^3 

499 

1  —2073 

599 

1  4-20^3 

641 

54-  tr. 

V 

/(tr,) 

709 

1  4-  3arj  —  2w^ 

751 

5  4-  20»,  —  307^ 

823 

3  4- 2ürj  4- 3oTj  4-  «7^ 

863 

6  —  07,  —  2w^  4-  w^ 

907 

3  —  2oT,  —  Aw^ 

977 

1  4-  2oTj  -+-  Wj  —  307* 

VII.    p  zum  Exponenten  30  gehörig. 
2  dreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

Vn,  1.     ;)  =  77m  —  4,  —  9  ,  —  16  ,  4-  17  ,  4-  19  ,  4-  24  ,  —  25  ,  —  37  ; 

.-•*r    i_..16r    I     ..lJr_i     ..J5r    •     .   -83/-    ,     .   ISr    •^..ITr    •     ..9r    ,     ..-36''    ,     ..-lOr 


w^  =  w»-  4-  ^'^^  4-  c«"'*  4-  w"''  4-  w"*"  4-  c« 


4- w    '^-t- w    '^4-cü     -*- w 


4-  W 


4-  «-"^  4-  w-^"  4-  w"'"  4-  c«-"'"  4-  w-"  4-  u;*''  4-  w"'*"  4-  u;""'  4-  c«-"'"  4-  w"»-  4-  w""'" 


4-  w 


-"/■  ^  ...-»r 


4-  '^-^'  4-  w"''  4-  w"''  4-  u/"'-  4-  w"''  4-  w-"*- 


(lU 


l»r 


Gleichung  der  primitiven  Perioden  (tr,  und  tr^^) : 


07*  —  ro—  19  ==  0; 


t^rr  =  -3, 


xr 


07  =     —  5 


*)     Hier  ist  Tj  gemeindchaftliche  Wurzel  der  beiden  Congruenzensysteme : 


tr,4-trj  ^  — *„  ,     WjOP,  =  — 34-3Ä 


31 


o',4-ti7,  ^  — *,^  ,     tTjtTj  =  — 44-2A,  (mod.  p). 


341 

M  =  77 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

17 

«^1 
2 

TT 

a 
—  1 

P 
227 

w 
1 

55 

—  54 

P 
523 

147 

—146 

P 
761 

216 

w 

3 

—215 

19 

1 

0 

271 

106 

—  105 

563 

239 

—238 

787 

336 

—335 

61 

29 

—28 

283 

70 

—  69 

607 

225 

—  224 

887 

255 

—254 

73 

36 

—35 

409 

84 

—  83 

677 

114 

—  113 

941 

404 

—403 

101 

37 

—36 

479 

96 

—  95 

733 

212 

—211 

997 

457 

—456 

173 

58 

—57 

/(^i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/(w^)  =  —p. 


P 
17 

19 

61 

73 

101 

173 


1-+-  w. 


OP. 


3+2arj 
1— 3aT. 


p 

A^,) 

P 

Atr,) 

227 

74-407^ 

523 

17 -{-Iw^ 

271 

124-5trj 

563 

164-7tr^ 

283 

3+4tr^ 

607 

214-8aTj 

409 

6+5aTj 

677 

7— 6(r^ 

479 

1— 5(rj 

733 

ll+7trj 

P 

A^,) 

761 

10-1-  7arj 

787 

9+  7tr^ 

887 

4-f-  7trj 

941 

2—  7(r^ 

997 

31  — llOTj 

r 


VII,  2.     J9  =  77m  4-  2  ,  —  3  ,  —  5  ,  4-  18  ,  —  26  ,  4-  30  ,  —  31 ,  —  38  ; 


gtr^  =  w'-  4-  {«''•  4-  w*''  4-  w^''  4-  w^®''  4-  w"''  4-  w 


35r    I    .  -3Tr    ,    ,  aar    • 

üü        4-  £w  +  M        4-  W 


ISr  I  .  30r  I    — 17r  i    — 34r  ,    9/*  ,    18/*  •    36r  •    — Sr  ,    — lOr 

4-tt^4-w   '^4-w    4-w  4-w   4-w   4-w   4-cw 


,  -20r  j^  . 
ÜD  4-  £w 


23r 


4-a;-*'-4-«^'"'""4-w--*'' 


'JU 


39/- 


4-  c« 


-19r 


4.a;-38r  ^  _(j^llr_j.^ 


4-c«; 


-81r 
-3r 


dreigliedrige  Perioden    der    7ten  Einheitswurzeln;    daher    haben    die   Primzahlen: 

79,  107,  149,  151,  193,  233,  277,  347,  431,  457,  541,  557,  569,  613,  739,  809,  821,  877,  919, 

welche   hierher  gehören,  auch  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponen- 
ten 3  gehörigen  Primzahlen  p  für  X  =  7. 

Vn,  Z.     p  =  ntn  —  2,4-3,4-5,  —  18  4- 26,  —  30, 4- 31, 4-  38  ; 


-8r 


tr^  =  w'"4- w-'"•4-w*'•4-üy-"•4- 
.l5'•    I     ...-30/-    ,     ,   -17r    ,     .34/- 


(JÜ 


I6r 


v.-"r 


M 


4-ei> 


-I8r 


+  ,^^^r  ^  ^35r  ^  ^37,  ^  ^»3r  ^  ^31r 


4-üü""4- w 


(lÜ 


4-  £w        4-  cü"  4-  £w 


9r     ,     .    -18r     ,         36/     .     .   i'"     i     .    -lOr     ,     .   30r     ,     .  .37r     ,     .   3r 


4-  oü       4-c<y4-t«         4-J«^      4-w       4-£« 


+  0.-«'-  4-  oü»''"  4-  oü-'*'  4-  ot-"'-  4-  £,;""'■  4-  ou"*-  =  -  (c«'''  4-  c«"''  4-  >^''''  4-  oü"''  4-  w"0  , 
fQnfgliedrige  Perioden    der   Uten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  Primzahlen: 

3,         5,       31,       47,       59,     103,     157,     229,     257,     269,     311,     313,     367,     383,     467,     509, 
521,     577,     619,     647,     691,     719,     773,     829,     929,     971, 

welche  hierher  gehören^  auch  keine  anderen  Primfactoren  als  die  zum  Exponenten  5 
gehörigen  Primzahlen  p  ftlr  X  =  il. 


•)     Hier  ist  w  j   >  0  und  K.^p, 


I,    p  =  Sbm+  1, 
64  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


342 

n  =  85 

(Im  ersten  Tausend  existirt  keine  Primzahl  dieser  Form) 


.64  .  .63  _i_  .   i9 


30  J8  j^  .   37 

ÜU        ÜC        -t-  'Jt' 


.   i«  _i     .   i*  .**_!,. 49  ..4  8_i_.4T  .46_,44  ,43_,48  ,41 


.16  j^       84  .   33  _i     .   53 


wodurch  sich  die  nichtprimitiveii,  d.  h.  die  17ten  und  ölen  Einheitswurzeln,  durch 
die  primitiven  Wurzeln  ausdrücken  lassen,   oder  mittelst  der  beiden  Gleichungen 

68  _,     .   Sl     ,     .   34  _,     ,  .17  ^^  ,     rt  .   80     ^_  ,  .75  _,     .    70  ^^  ,  64  _,  _i_  ,   15  _i_  ,  .10  _,     ,    5  _,     i     a 

o;     -f-  Cü     H-  Cfc     -t-  Cfc'     -f-  1   ^  0  ,      üc     -+-  Cfc'     -t-  öü     -t"  Cfc'     4"  •  •  •  4-  fy     +  Cfc*     -f-  Cfc*    -t-  1  =»  O  . 


IL    jt)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
32  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen:  • 

II,   1.     p  ^  85m —1;       tr^  =  Cfc^'H- c«-'',         w^rr^  =  tr^^.^  +  n^.^.,         n(tr^)  =  1; 

nichtprimitiv:  m^^  die  zweigliedrigen  Perioden  der  17ten,  und  tr^^^  desgleichen 
der  5ten  Einheitswurzeln. 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 

(Einsige  Primzahl  p  =  509) 


w. 


w 


(T. 


W. 


1  "1  ^^3  "4  6  7  8  9  11  13  13 

—  16        4-254       4-  24       —129       4-65       —  26       —158       4-     9       —233       4-151         —147 


w. 


V. 


tr. 


OP. 


op. 


tr. 


tr. 


w. 


tr. 


tr. 


14  "16  "18  ""19  "al  "»2  '^iZ  ^^«4  "36  37  ''SS 

4-165        4-21       4-79       4-142       —192       —176       —  46       —106       4-229       4-193        4-246 


3» 

57 


w 


31 

90 


33 
—    70 


^33 

4-   V2 


36 

4-131 


^37 

4-  36 


38 

4-198 


«^39 

4-  78 


41 


43 

4-214 


Primfactor  von  p  =  509: /(or^)  =  i  +  ^8-+-«'3o»    ^A^i)  =  —7^' 


*)     Hier  ist  rzr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Congmenz 
tr*  4-  tr^jor'  4.  (—  3  4.  w^^)w^  —  (2tr,j  —  w^^)  ar  4-  1  —  cr^j  4-  w^^^  =  0     (mod.  ;i), 
welche  einem  System  Ton  4  Congruenten  gleich  gilt,  deren  erste 

^i  "*■  "'le  "*■  ^18  +  ^13  ^  ""  "'35     ^™^'  P'^' 
und  einem  2ten  von  16,  deren  erste 

tr,4-tr^4-trg4-tr,4-x^j4-tr^,4-aT^g4-tr^,4-tr,^4-a',,4-a^„4-tr,^4-tr,,4-w,^+^^  a  -  or,^ 

(mod.  p.)      Wegen    der   Congruenzwurzeln    filr   ^ur  "nd  t ^^  vgl.  >.  =  5,  II,  und  X  =  17,  ü,    wo, 

was  hier  (bei  n  =  85) 

r. 


resp. 


5 


»       ^10'       ^IJ'       ^30» 


3S  '       *30  '       '*35  » 


40 


I  » 


^4' 


.7  » 


»J,  » 


heisst. 


A^  j 
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n  =  85 
II,  2.     j?  =  85m  4- 16; 

tr^  =  {«;'•  4-  w^*'* ,     n(w^)  =   1  , 

nichtprimitiv:  w^^  wie  II,  i,  w^^^  =  2'jü^^'",  5te  Einheitswurzeln; 

von  Relationen: 

wl  =  2c«"  4-  OTj  ,         tr^ar^3  =  ^  4-  «r^j  ,  ar^aT^^  =  2w'*  4-  tr^^  ,        tr^tr^  =  tr^  4-  tr,^  , 

Congriienzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

101 

1 
4-  22 

—     9 

«^3 

4-  35 

«^4 

4-     9 

4-  41 

«^7 

4-  17 

^^8 

4-   14 

^9 

4-     6 

271 

—  126 

—  59 

—  33 

4-126 

4-  76 

4-  41 

—133 

—  21 

w  ^ 

W 

W 

tr. - 

tr   « 

tr  , 

tr  . 

tr 

18 

13 

14 

18 

19 

31 

83 

84 

p 

101    —  24    4-21    4-15    —  31    —  47    4-47    —  44    -   1 
272    —132    —  15    —  48    —121    —  33    4-121    4-116    —  23 


P  tIT  flP  tXT  tXT  QT  TB  OF  tXT 

^  36  89  31  36  37  41  43  46 

101  —  36  4-43  4-11  —  21  4-48         4-6  —     1  4-45 

271  4-25  4-41  —  59  4-78  4-62-4-79  4-61  —  23 


p 

101 

°^4  7 

4-  49 

«^58 

4-     5 

tr 

58 

4-  27 

«^57 

4-  32 

^58 

—  36 

tXT 
63 

4-  33 

tr 

69 

4-  30 

tr 

74 

4-  10 

271 

—  95 

—  134 

4-  62 

4-  12 

4-  35 

4-  79 

4-  95 

—  53 

Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(l  4-  tüj^)  =  16  .  101'  ,  N(w^^  4-  tr,j)  =  16  .  271*- , 

iV(l  —  tr)  =  16  .  6121     (p  =  85m  -*-  1) . 


*)     Hier  ist  tZTj  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congmenz  otTju'^  =  ar,^  (mod. />),  sowie 
als  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme,  des  einen  von  4  Congruenzen,  deren  erste 

^l  +  ^18  "+■  ^58  -+■«^69^""  "^35       ^'^^'^'  ^^ 

des  anderen  von  8  Congnienzen,  deren  erste 

^1  ■*■  ^6  ■*"  "^81  "^  ^86  "*■  ^^31  ■*■  ^36  "*"  °^41  "*■  "^46    ^    ""  '*'"       ^™°^'  ^'* 
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n  =  85 
II,  Z.    p  r=  85m  —  16  ; 

tr^  =  w^'  +  tt;-^«'',     ri(tr^)  =   1, 

nichtprimitiv:  tr^^  =  2w*'',  17te  Einheitswurzeln,  tr^^^  wie  II,  l; 
von  Relationen: 


w\  =  2ct'°  +  tTj ,        «^jOf^g  =  2  +  tTjy ,        «'i«'i8  =  —  ^'^^ ; 

tTjXj^   =  2ct'*  +  tr^j     U.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


1      50 


=  2a.„  , 


7^ 
239 

«^1 

—  98 

+  81 

^3 

+  48 

^4 

+  21 

«^6 

—  30 

tr 

7 

—  63 

tr 
« 

—  117 

tr 

9 

—  96 

919 

—  190 

—  153 

+204 

+  110 

.—315 

—  36 

+  48 

+134 

P 
239 

tr 
11 

+  103 

^la 
+  49 

tr 

15 

+  91 

tr 

14 

—  5 

tr 

16 

—  27 

tr 
1« 

+  62 

^19 

+  57 

tr 
+  68 

919 

+  34 

+424 

—259 

—455 

+  8 

—  115 

—  53 

—250 

P 
239 

tr 
+  58 

tr 

94 

+115 

tr 
—106 

+  8 

tr 

^89 

—  116 

tr 

31 

+  109 

tr 
+100 

tr 
+  55 

919 

+  27 

+420 

—221 

—318 

+261 

—  52 

—237 

—272 

P 

239 
919 


*I9 

+  39 
—453 


tr 

43 

+  90 
—  64 


tr 

44 
—  HO 


tr 

48 

—   70 


+434         +  39 


49 

+  59 
—     6 


w 

54 

—  99 
+377 


59 

+  77 
+359 


64 

—  113 
—348 


Normen  complexer  Zahlen  in  ä. 

N(l  +  et*  —  tr,y)  =  239  .  1361 ,  N(l  +  tr^^  —  w^^)  =  919  .  3469  , 

A'(l  =fc  tr)  =  3571     (p  =  85m  +  1)  . 


*)     Hier  ist  tr,  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tr,w^^  =.  w^^  (mod.  />),  sowie  als 
gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems     a»+tr      ^  —  oy'*,         w  w      ^  —  w^°     nnd  eines  zwei- 

118  119 

ten  Ton   16  Congruenzen,  deren  erste: 

ar^+x^+x^+tTj^+tTj^+tr^^+Xj^+Xj^+tTj^+tr^+tTj^+iF^^+tF^^+tr^^+tr^^+Xg^  =  -tr,^ 

(mod.  p). 
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n  =  85 

IlL    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
16  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  6  Fällen: 

111,1.     p  =  85m±13:     13,     157,     353,     523,     863; 

(T^  =  ü.■^4-a•^2'•^-te,-'•^-tt;-"^   n(aT^)  =  i; 

tTj^  =  w»"  +  to"®'' H-  w"'' H-  ü.'"^^" ,    viergliedrige   Perioden   der   1 7 ten  Eiuheitswurzeln, 

otJ  =  4  +  oTj  H-  2rrjj  ,  tr^rr^  =  —  i  -|-  ^r^  +  or^  H-  ar^   U.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  jt;  =  13  (beispielsweise): 

QF  QP  OTT  TP  TP  QT  W  OT  QP  (T  fT  tlT  TT  OF  ff  tT 

l  8  J  4  6  8  9  11  12  16  18  53  8J  »4  89  3« 

H-1      4-4      +2      +5      —3      H-5      +6      —2      +3      —1      +4      +2      +1      —3      —5      —5 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  4-  tr^g)  =  13.17,  A^(l  —  oTj)  =  13*  . 


III,  2,     p  =  85m  ±  38 :     47,     293,     463,     557,     727 ; 

w^  =  et'"  +  cü'*''  4-  w"**  +  w-"**,     n(aT,.)  =  —1 ; 

Wj^  wie  III,  1,  desgl.   w^^^  ==  —  l  ;  wj  =  4H-trj  +  207,^ , 

OTjW^  =  —  l-h  OTj  4-  tTj  H-  cr^g  u.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p**) 

für  p  =  47  (beispielsweise): 

OTj       tr,        tr,       w^       w^      Wj      w^      w^^       tr^,      tr,^      w^^      tr,^      er,,      ar^^      or,,     tr„ 
-.3    —13    -1-16    4-6    —21    4-9    —4    4-15    4-14    4-18    —22    4-23    —17    4-19    —1    4-9 


Normen  complexer  Zahlen  in  jr . 

JV(14.tr,^)  =  17.47  =  iV(tr^  -  tr,,) ,  N(l  -  w)  =  -1  =  N{w)  , 


*)  Hier  ist  w^  die  absolut  kleinste  der  Wurzeln  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren 
erste  oPi  4- »4  4- tTj^  4- ^ig   =  —  «^jo  (™o<i-  P)- 

*^  Hier  ist  w^  die  absolut  kleinste  der  Wurzeln  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren 
erste:  Wj  4- w^  4-aTj,  4- tr,,   =  — 07,^  (mod. />). 

44 
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n»  85 

111,3.     jj  =  86W-I-4,  — 21:     89,     149,     599,     659,     769,     829; 

tr,.  =  u;''  -h  w*''  H-  w"''  +  iü-"'* ,     n(aT^)  =  6jl01  ; 

Wj^  wie  III,  1.  «.  2,  tr^y^  =  2(w"''H- w""0  =  2^iTr»  zweigliedrige  Perioden  der  5ten 
Einheitswurzeln;  w\  =  op,  H-2trj  +  x^^ ,  «'i^n  =  *  + ^s +  «^ij  H-a^u» 

(T  or      =^  2tr     -l-  2tr      etc« 

1      14  30  ^^  IS     ^^' 

Congruenzwurzeln  mod.  />*) 

für  j9  =s  89  (beispielsweise): 

tPj  (T,  tr,  rr^  tr^  tr^  tr^,  tr^^  tr^,  w^, 

H-29         -h32         4-33         +38         +26         +10         +37         +15         —43         —25 

ny  OT  QT  QT  ^r  OP 

Jl  S9  '^ST  41  4S  JT 

+37         +35         +11         —40         +26         —42 

Normen  complexer  Zahlen  in  or. 

N(2  +  tTg  +  tP^j)  =  89'  ,  N(l  +  tTj  —  OTj)  =  89  .  29389  , 

iV(l  +  tr)  =  4  .  1279  ,  N(l  —  07)  «  16  .  3331 . 


111,4.     ;?  =  85»i  — 4,  +  21:     191,     251,     421,     701,     761; 
tr^  ==  w''  +  ««-*'•  +  w"'-  +  w"'- ;     0(07^)  =  1 ; 
tPj^  wie  III,  1—3,  oTj^^  =  4»"'*,  5te  Wurzeln;      trj  =  4w"  +  w^  +  2»^^  =  tr^tr^j, 
aTjtr^  =  4  +  2aTj  +  aTjj,  «^i«',«  =  —  »"  ,  «^i^^n  =  ^«^,0   "•  ^'  '^• 

Congruenzwurzeln  mod.  ^**) 

ffir  />  =  191  (beispielsweise): 

Xj  Wj  TT,  ar^  tr^  tr^  w^  rr^  ar^,  Wj, 

—55         —64         —52         —74         +34         —11         —13         +66         —65         +3 

op  ny  oy  qt  ^p  oy 

14  38  34  »6  11  4T 

+73         —47         +77         —80         +62         —44 

Normen  complexer  Zahlen  in  4j  • 

N(l  +  w^  +  ar^^)  =   191  .  101  ,  N(l  ±07)=   1871     (p  =  85w  +  1)  . 


*)  Hier  ist  w  ^  die  absolat  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme,  des 
einen  Ton  4  Congruenzen,  deren  erste  QT-|-tv  +w  +aT  ^  —  w  (mod.  />),  des  anderen  von 
8  Congruenzen,  deren  erste  w^-^w^-^w^-^  w^^  +  w^^  +  w^^  +  oTj^  +  tr^^  ^  —  (w**  +  w**) 

(mod.  p). 

••)  Hier  ist  x,  linear  darrh  ay,w**  =  tr,^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche  Warzel 
zweier  Systeme  von  je  4  Congruenzen  bestimmt,  deren  erste: 

tTj  +  tr^  +  Xjj  +  «r^y  ^  —  oT^^  ,  oTj  +  Wg  +  tü^^  +  w^j  SS  —  Qu"     (mod.  /»). 
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n  =  85 

ni,  5-     ^  =  85/n— 18,-1-33:         67,     373,     577,     883; 

w^  =  w*-  H-  w-"''  -+-  w-"'"  +  w"'' ,     n(aT^)  =  3571  ; 

tTjy  =  2(te;*''H- w*®'')»    zweigliedrige  Perioden  der  ITten  Wurzeln,  w^^^  =  —  i; 

w\  =  —  2  -h  tr,  -h  tr^j  ,  aTjtTj^  =  3  —  ^w^^  (oder  3  —  Är^^)  U.  8.  W. 

/^ongruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  p  =  67  (beispielsweise): 

«^1  ®S  ^3  ^4  ^«  ^T  ^S  ^11  ^l>  ^16  ^19 

+7         +21         —4         —3         —9         —28         —15         -|-29         +24         +27         +31 


QF  XP  QT  07  XB 

83  »4  8«  41  48 

—20         +14         —19         +2         +11 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr* 

N{w^  +  üü^^  +  w")  =  67  .  373  ,  N(l  +  w)  =  17  .  1597  , 

N(l  —  tr)  =  iVCtr)  =  3571     (p  =  85m  +  1)  . 


111,6.    jj  =  85?n+18,  — 33:     103,     137,     307,     443,     613,     647,     953; 

w^  =s  w*"  +  w"'"  +  w-"'*  +  w""''  =a  —  w**'",  17 te  Einheitswurzeln,  wesshalb  vor- 
stehende Primzahlen  auch  hier  keine  andern  Primfactoren  haben  als  die  Prim- 
zahlen p  =  17m  +  1  (vgl.  X  =  17,  1). 


*)     Hier  ist  or,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensjstems 
w^  +  OTj^  =  —  (to"  +  w*®)  ,  WjOTj^  ^  3  —  (w"  +  U)^^)     (mod.  ;>). 

44. 
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n  =  85 

IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
8  achtgliedrige  Perioden  und  zwar  mit  4  Fällen: 

IV,  1.    p  =  85/?t  4-  2  ,  4-  8  ,  4-  32  ,  —  42  : 
2,     43,     257,     263,     383,     433,     773,     797,     937,     967; 


w,  =  w^-h  w""  +  w*»"  +  to'"-  -h  u;"*"  4-  ü;"'-  4-  'jj-'''  4-  u;"*"* ,     n(rr^)  =   16  .  101  ; 

(Tj^  die  achtgliedrigen  Perioden  der  17ten  Einheitswurzeln,  tr^^^  =  —  2; 


CT 


J  =  —  2  4-  2w^  4-  w,  4-  2acT,  4-  2aT„ 

1  9  1  «  9 


or 


i^Ji  ^  7  —  2irj  4-  TT^  4-  tTj^  , 


w^w^  =  —  3  4-  tTj  4-  2trjj  4-  2»^^   u.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


OP. 


tF 


Sl 


-7, 
4-13, 


«^,«  =  -  6  » 


J9 


für  p  =  43  (beigpielsweiFe) : 
—  4  ,  tTy   ^  —  3  ,  tTj 


=  -19, 


w 


„  =  -20, 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 


iV(l  4-  2(r  4-  2oT,)  =  43  .  46867  , 
N(l '—  w)   =  4096  . 


N(l  4-  2aF)  =  101  .  1871 ,     N{1  4-  w)  ==  256  , 


IV,  2.     p  ==  85m  —  2  ,  —  8  ,  —  32  ,  4-  42  : 
53,     83,     127,     223,     467,     587,     593,     733,     757; 

ir^  =  («;'•  4-  w-''-  4-  w**"  4-  w"*'"  4-  w"**  4-  w""''  4-  c«""'"  4-  w**'' ,       n(tr^)  =  4  .  149  ; 
Wj^  wie  IV,  1,  sowie  w^^^  =  —2;         trj  =  — 24-  2trj  4-  3(rj  4-  2w^^  , 
tTjtTj  =  8  +  w,j  4-  2tp,  4-  2oT^  4-  «T^  4-  w^g . 

Congruenzwurzeln  mod.  p^) 

för  p  c=  53  (lieispicls weise) : 


tr 


w. 


w. 


VJ. 


1  "a  "i  "6 

4-8         —15         4-4         4-8 


w 


7 
12 


w. 


tp. 


w. 


9  "14  "19 

—24         4-19         —11 


Normen  complexer  Zahlen  in  Sj- 

N(w^  —  w^)  =  16  .  17  .  53  ,  JV(4  —  OTj)  =  4  .  53  .  223  ,         N{1  —  2w^  —  tr,)  =  53?89  , 

N{1  4-  tr)  =  1871 ,  N(l  —  w)  =  101 . 


*)     Hier  ist  v,   die  absolat  kleinste  Wurzel  eines  Congruenzensystenis,  dessen  erste 

w^  4-  tr^  4-  oPjj  4-  Wj^  ^  —  tTjj     (mod.  p). 

**)     Hier  ist  «,    die  absolat  kleinste  Wurzel  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste 

ar^  4-  tTj  4-  w,  ■+'«'18  ^  ""  ^n     ^™^*^*  ^^' 
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w  =  85 
IV,  3.     p  =  85/n  4-  9  ,  4-19  ,  —  26  ,  —  36  : 
19,     59.     179,     349,     359,     389,     569,     739,     859; 
Wr  ==  uü^-h  üü''-  4-  ü;-*'*  +  w-"'-  H-  üü"'-  H-  w-"»-  4-  oü"'"  4-  u;'''' ,     rr(tr^)  =  1871  ; 

tPj^  wie  IV,  1  u.  2,  tTjy^  =  4(w^^''4-  w"0  =  4,Sj^^,  Perioden  der  5ten  Einheitswurzeln; 

wj  =  —  2  4-  Wj  4-  2a7jj  4-  w^^  ,  tr^or^  =  7  4-  w^  —  Jar^^   u.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.  *) 

P  w^  tr,  07,  w^  w^  w^  tu^j  w^^ 

19         4-2         —  3         4-7         —  5         4-5         —  6         —  2         4-3 
59         —12         —20         —12         4-15         —16         —26         —26         —20 

Normen  complexer  Zahlen  in  & . 

N(2  —  tüj)  =  19  .  349  ,  N(2  4-  ar^,)  =   19  .  389  , 

N(w^  H-  «Tg)  =  9.19,  N(w^  4-  Wj,)  =  81 .  19'  , 

N(l  4-  tr^  4-  w"  4-  w*")  =  9  .  16  .  19  ;  N(w^  —  w,)  =  N{w^  —  w^^)  =  59'  , 

N(w^  —  oTjj)  =  17?59  ,  N(,l  4-  tr)  =  2311 , 
N(l  —  tu)  =  2741  . 


IV,  4.     ;)  =  85W  —  9  ,  —  19  ,  4-  26  ,  4-  36  5 

w^  =  c«;'^4-c«;-"•4-w-*''4-w"'•4-w"''4-w"'•4-w"''4-w""^     n(tr^)  =  256; 

w^r  wiö  IV>  ^""^»    ^ijr  =  Süü"'",    5te  Einheitswurzeln; 

wj  =  6c(ü"  4- Wj  4- 2»^  ,  WjW^  =  5  4-Wj,  tr^tu^  =  —  4»*^ 


w. 


.6B 


^a?j  =  Sw"*  4-  4aTj  4-  3«?^ ,  ^^1^14  =  —  **  5  ^1^34  ~  ^^n  ^'  S*  ^• 


^     Hier   ist   w,   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme 
von  je  4  Congruenzen,  deren  erste : 

«^j  4-  w,  4-  w^  4-  Wg  ^  —  «Tjj ,  tTj  4-  a^^  4-  tPg  +  tTj^  ^  —  (w**  4-  w**)     (™od.  ;>). 
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n 


85 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  sänimtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

151 

^1 
—  40 

«^1 
—  5 

+  31 

^4 

+  7 

«^6 

+  21 

—  54 

w 
t 

+  56 

1F 
14 

—  15 

281 

+  49 

—  90 

+  50 

+128 

+  79 

+  4 

—  1 

+  63 

331 

—159 

+144 

—  46 

+  85 

+  35 

+  37 

—  18 

—  77 

461 

+  88 

+114 

—  89 

—  93 

+  5 

—  4 

+  1 

—  21 

491 

+  74 

+207 

+  83 

+109 

+  36 

—  32 

—184 

+199 

631 

+  30 

+216 

+222 

—312 

+  80 

+136 

+167 

+  84 

661 

—196 

+224 

+  59 

—274 

—275 

+  31 

—256 

+  27 

971 

—  60 

+428 

—363 

—337 

—291 

—  189 

+298 

—466 

p 

151 
281 
331 


1  +  or^  —  oü^* 

l+OT, 


17 


y^tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


1  +  a^j  +  w"  — 


(t 


S4 


P 

461 
491 
631 


1  — 


CT 


14 


l+org  + 

3  +  tTj  +  or^  +  w" 


P 

/(tr,) 

661 

1            6 

1  ^  (Tj  —  W 

971 

1  +  w^  —  2tfü 

S4 


V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
4  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

V,  l,    p  =  85m  +  3  ,  +  7  ,  —  12  ,  —  22  ,  —  23  ,  +  27  ,  —  28  ,  —  37  ,   nämlich  2 
3,         7,       73,     173,     197,     227,     233,     347,     367,     397,     487,     683,     733,     827,     853,     857, 
877,     907,     911,     983,     997; 

m     =  w^  +  w^'  +  w"'-  +  w'"-  +  Oü-*'^  +  u;-"'  +  o;-"'"  +  w""''  +  w"'  +  w"""  +  w""' 


+  c«ü+üü        +üy  +w        +6ü  ) 


(r=— 1.  tr        =—42  tr=— 6  —  tr+  4w   . 

tTjtTj  =  —  4  —  2^^  —  3aTj  ,         tTjtr^  =  15  +  207^  +  2or^  ; 

Gleichung  der  Perioden  w^:      tr*  —  or*  +  iior'  —  lOitr  +  171  =  o . 


*)     Hier    ist   w^  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congraciiz  tr,»'* 
wie  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems  tv    +  tr    ^  —  t«'^^  » 

(mod.  v)  und  eines  zweiten  von  4  Congruenzcn,  deren  este  w   +  tv,  +  tv   +  tv. 

&  3  V  V 


Vjj  (mod.  p),  so- 
WjiP^  HH  —  4eü*^ 
—  ^1»  (™^'  ^^' 
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n  =  85 
Congruenzwurzcin  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

3 

0 

«^2 
+  1 

«^4 

-hl 

^8 

—  1 

73 

tr 
1 

—7 

—36 

tr 

4 

H-23 

^8 

-h2l 

7 

+2 

+3 

—2 

—  2 

Normen  complexer  Zahlen  in   of . 

N(w^  =  9.19,  iV(l  4-  Wg)  =  3  .  5  .  19  ,  iV(l  —  tr^) 

iV(l  4-  3tr^)  =  7  .  2383  ,  N{2  —  tir^)  ==  7  .  3  ==  iV(3  - 

JV((2  4-  tr^)  =  3?7^  ,  N(\  —  2trj)  =  27  .  73  . 


=  81, 


V,  2.     jj  =  85m  —  3  ,  —  7  ,  4-  12  ,  4-  22  ,  4-  23  ,  —  27  ,  4-  28  ,  4-  37  ,     nämlich 
23,       37,       97,     107,     113,     163,     167,     193,     267,     277,     313,     337,     503,     547,     607,     617, 

653,     673 ; 


«r 


€iT^  =  w''4-w     '*4"w'*4-«« 


.-"r 


-*r 


.Ur 


-S6r 


»»r 


.I6r 


.»»r 


->«r 


4-  oü""^  4-  w*"^  -h  to"    '^  +  W'^  4-  w"'^  4-  W"^  4-  w 

H-  w-^'-  4-  u^"*"  4-  «;"'•  -h  »"'■  -h  w"''  , 


tTj^  =  —  1,       tTjy^  =  —  4  (beides  wie  V,  i.); 

wj  =  —  6  H-  2tü^  4-  3tFj  —  2tr3  ,         w^tr^  =  —  6  4-  Str^  ,         tr^tr,  =  15  4-  2trj  4-  2trj  ; 

Gleichung: 

tr*  —  tr*  4-  lltP*  H-  69tr  H-  171  =  0  . 
Congruenzwiirzeln  mod.  p^  z.  B.  **) 


P  tv  tr 


tP. 


tr. 


3  6 

23         — l         4-5         +11         —4 


P  w,  tTj 


tr. 


tr. 


S  6 

37         —5         __i5         —6         —10 


N(l  4-  tTj)  = 
N(\  —  tr)  = 


Normen  complexer  Zahlen  in  M . 

r  5  .  23  ,  N(\  4-  SoTj)  =  23  .  97  ,  N{\  —  tr^  4-  w,)  =  37  .  23  ; 

251,  JV{tr)  =  9.17,         iV(2  4- tu)  =  101  ,         iV(2  —  tr)  =  19*  . 


*)     Hier  ist  tv,   die  absolut  kleinste  der  4  Congruenzwarzeln. 
^*)     Hier  ist  or,   die  absolut  kleinste  der  4  Congmenzwurzeln. 
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n  =  85 
V,  3.    p  =  85/n  — 6,  —  11,  +  14,4-24,  +  29,  — 31,  +39,  — 41  ;    nämlich: 

29,     79,     109,    139,    269,    379,    419,    439,    449,    479,    499,    619,    709,    719,    809,     839,     929; 

Wf.    ^=    U)     -\-  W  +Gü  +0ü  +W  +0ü  +0ü  +Ü,'  +C«;  +Cü  +0ü 

+  w       +CW       +oü       +oü       +c(ü; 
Gleichung  der  primitiven  Perioden: 

OT*  —  07*  +  21(r'  —  21tr  +101  =  0  ; 

trj  =  —  8  +  (Tj  +  2aTy  +  6(w"  +  w")  ,         tr^or,  =  4  —  or^  +  tr^^  ,       w^w^  =  9  —  ^tr^^  . 

Congruenzwurzeln  med.  p,  z.  B.*) 


p  tTj  tr^  tr^  Wj 

29         —4         —4         +10         — 1 


p  w^  w^  rr^  XTj 

79         +11  —13         +19         —16 


Normen  complexer  Zahlen  in  {r  • 

N{1  +  (Ty)  =  N(w^  —  tTj)  =  A^{2  —  2tr^  —  cr^)  =  5  .  29  ,         A'(2  +  rr^  +  w,)  =  5  .  79 
A^(l  —  w)  =  AV)  =  101 ,  A^(2  +  tr)  =   151  ,  A'(2  —  or)  =  251 , 

A^(l  —  OTj  —  2trj)  =  2311. 


V,  4.     p  =  Sbni  +  6  ,  +  11 ,  —  14 ,  —  24 ,  —  29  ,  +  31 ,  —  39  ,  +  41  ,     nämlich: 

11,       31,       41,       61,       71,     131,     181,     211,     241,     401,     431,     521,     541,     571,     601,     691, 
751,     811,     881,     911,     941,     991; 

(T^  sssw+w      +C(ü       +C«;  +t(ü+w       +tt;        +cü       +«<y       +t(ü+w  +w 

+  0ü         +«;  +to       +w  ^— tu       , 

d.  h.  die  primitiven  Perioden  reduciren  sich  auf  die  5ten  Einheitswurzeln  und 
daher  haben  vorstehende  Primzahlen  p  auch  hier  keine  andern  Primfactoren  als 
die  j?  =  5m  + 1  (vgl.  X  =  5,  I). 


*)     Hier  ist  w^  die  absolat  kleinere  Wnrzel  des  Congrucnzensystems 

tr^  +  rr^  äs  —  J»,^  ,  ot^ot^  ss  9  — 43t„    (™od.  p). 
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n  =  87 

1.    p  =:  87m  +  1 : 

349,     523. 

56  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

+  w^*  —  w"  -f-  w^*  —  to"  H-  w"  —  w"  4-  w'  —  to^  4-  w*  —  w*  -f-  w'  —  oy  4- 1  =  0  ; 

wodurch    die    nichtprimitiven,    d.  h.   die   29ten   und   3ten  Einheitswurzeln,   sich 
eliminiren,  oder  durch  die  beiden  : 

w**  H-  w"  H-  r  =  0     und     w"  H-  w"  H-  w"  4-  .  . .  H-  w^  H-  w*  H-  1  =  0  . 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
28  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  l.    p  =  87m  —  1 ; 

w^  =  w'*  4-  w'" ,  n(aT^)  =  1 ,  (Tjtr^  =  Wjt.j  +  w^^^ ; 

nichtprimitiv:  oT,^  =  a*'* 4- w"''*,    zweigliedrige   Perioden    der    29ten    Einheits- 
wurzeln, w^^r  =  —  1  • 


45 
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n  =  87 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

173 

1 
—  51 

4-  4 

«^4 

4-  U 

^6 

—  42 

—  15 

«^8 

4-  21 

tr 

10 

—  76 

11 
—  57 

«^18 

—  37 

^14 

4-  50 

347 

4-127 

4-165 

4-157 

4-152 

4-  88 

4-  10 

—147 

—  72 

4-124 

4-108 

521 

—  28 

—260 

—  132 

4-  35 

—257 

4-229 

4-181 

4-  45 

4-186 

—120 

P 
173 

tr 

*16 

—  80 

^IT 

4-  19 

tr 

"l9 

6 

ao 
—  16 

TT 

aa 
—  40 

^aa 
4-  7 

^aj 
4-  71 

tIT 

*a« 
—  17 

^aa 
4-  76 

w 

81 

4-  65 

347 

4-  98 

—  105 

—  34 

4-  93 

—  23 

4-155 

—  150 

4-106 

—  136 

4-103 

521 

—  182 

—  162 

—  129 

—  64 

—  61 

—213 

—204 

4-208 

—  190 

4-U9 

P 
173 

w 
8a 

—  3 

«^84 

4-  13 

w 
-  59 

4-  22 

^88 

4-  34 

«^40 

4-  81 

tr 

41 

4-  47 

^48 

4-  41 

347 

—114 

—  81 

4-130 

—  57 

4-113 

—  28 

4-  80 

—  167 

521 

—222 

4-192 

4-  19 

—  66 

—  33 

—  74 

4-  40 

4-  72 

/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(v^)  =  —  ^. 


p 

/(*,) 

P 

/(T,) 

P 

4w,) 

173 

1  _  „^  +  „^^ 

347 

l-^+o'.o 

521 

»+«'„  +  w,. 

*)     Hier  ist  V|   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems 


trj4-«r 


a« 


—  w 


80 


^i'^as 


—  1  4-  «Tjy  (mod.  p). 


Die  Congruenzwurzeln    fQr  tv,,  in  X  a»  29,  IL,  wo,  was  hier 

^j>      ^6»      ^»»      ^la»      "^IS'      ^18»      ^ai»      ^84»      ^ti*      "^80»      ^••»      ^—      ^"'      ^ 

resp.  heisst: 


83  »       ^86       ^8»  » 


48 


^'o »      ''i »      ^%*      ''a  » 


h  »      '^la  » 


*?,  »       *7io  » 


?9  ,       *?u  , 


*?7  >  »74  >       *?ij 
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n  =  87 

II,  2.     p  =  87m  -h  28  : 

463,     811  ; 

w^  =  oy'" -i- cü"'' , 

Wj^  wie  II,  1,  m^^r  =  2w**'",  (dritte  Einheitswurzeln);  U{w^) 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


=  1; 


tr. 


für  p  =  Sil  (beispielsweise): 

tr.  tr.  tr_  tr«  w. 


r  **j  2  4  5  "7  "8  ^10 

811       H-115       —  11       H-383       —399       +178       —362       —304 


tr  tr 


2w^^  U.  8.  W. 


tr. 


tr. 


11  '^ii 

+211       —  76 


tr 

14 

—205 


P 

811 


w 

IT 

+386 


90 

—298 


^21 

— 2d4 


w 

96 
—  161 


tr 

81 

+  192 


tr 

84 

+  34 


«^87 

—  22 


^40 

—  144 


w 

48 

+113 


w 

46 

—102 


P 
811 


tr 

49 

+188 


tr 

53 

+231 


w 

55 

+  156 


tr 

59 

+344 


w 

69 

+109 


tZT 
66 

+201 


tr 

*68 

+  85 


w 

Tl 

+224 


Normen     complexer  Zahlen  in  j. 

N{1  —  tiTg  —  tr,y)  =  811 .  8467  ,  N(l  =fc  tr)  =  Num  (log  5  ,  04  .  .  .)? 


II,  3.     J9  =  87/;i  —  28  : 
59,     233,     929 ; 

tr^  =  w'^  +  oü-"'-  =  -w"^ 

29  te  Einheitswnrzeln,   wcsshalb   vorstehende   Primzahlen  p  auch  hier  keine   an- 
deren Primfactoren  haben  als  die  p  =  29m  +  l  (vgl.  X=  29,  I). 


*)     Hier    ist    tv,    völlig    bestimmt    durch    die   lineare   Congmeoz   t0,w*'  ^  or^^  (mod.  p), 
sowie  als  gemeiDschaftliche  Wurzel  des  Systems  tv   +  tr      ^  —  tr     ,        tv  v      ^  2  +  ccr      und 
eines  zweiten  von  14  Congruenzen,  deren  erste: 
trj+t«T^+t«Ty+tr^^+(rj,+tr,j+tr,^+ar^y+tr^^+a7^,+tr^g+t«T^^+tüj,+tÄT„  a  -w"     (mod.  p;. 

45* 
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n  =  87 

IIL     })  zum  Exponenten  4  gehörig. 
14  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.     p  =  87m +  17,-1-41: 
17,     41,     191,     389,     5C3,     887,     911; 

Il(tr^)  =  41',    Xj^  =  w'''-|-ou"'*H-cü**''  + w"'",  viergliedrige  Perioden  der  29ten  Ein- 
lieitswurzeln,  or.^^^  =  —  2  ; 

Congruenzwiirzeln  med.  />,*)  z.  B. 

^  tTj  tr,  w^  tTj  tr^  tr,  tr^^ 

17         —0         —  4         —   1  4_7         4.6         -h4         —  2 

41  +16         +13         +3         —  ö         —  2         —11         —18 


'^  11  14  30  13  40  46  S» 

17  +7  —  2  +7  —  6  +G  —  8         —   7 

41         —12         +17         +17         +13         —  8         +19  0 


Primfactoreu  der  Primzahlen  p. 
Für  j>  =  41  ist  das  Quadrat  des  idealen  Primfactors  /'(Wj)  =  w^j . 
Femer  ist  A^(i  +tr^)  =  17.563,        N{l  —  tr)  ==  2029     (p  =  87m +  28). 


III,  2.     JL>  =  87 W—  17,-41: 
157,     307,     331,     839,     853; 

w^  =  w'-  +  c«-^''-+a;"'"  +  w-"S 

nCx^)  =1,    tr,^  wie  III,  1,  op,,^  =  4»'"^,  3te  Wurzeln; 

trj  =  4w"  +  tTj  +  2Wj^ ,  tTjtTjy  =  4  +  2w^g  +  w,^  ,  ^1^,9  =  ^«^1, 


*)     Hier  ist  w ,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Svstems  qt    4.  tv      es  .»  »     . 
xa'^^4  —  CT     +wf     .     Congnienzwurzeln  fflr  die  or  ^  bei  X  =  29,  III,  wo,  was  hier 

«-,,     tr^,     %,     tr^j,     ^18,     tr,^,     tr„     heisst, 
resp.  bezeichnet  ist  mit       y,^^      >?i »     *?5  »       »7,  .       »I«  .        r,  ,       *7,  • 
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W  =  87 

Congruenzwurzeln  mod.  jt^,*)  z.  B. 


p 

^1 

^3 

tr 

4 

^7 

^8 

^11 

tr 

13 

157 

—45 

4-  4 

—28 

—  2 

+   8 

+16 

—   5 

P 

14 

"^IT 

tr 

26 

tr 

31 

«^43 

tIT 
63 

157         —57         —69         —24         —52         -f-53         —44         —22 


Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

iV(l  -h  tr^3  +  tTjj)  =   157  .  2089  ,  N(2  +  tr^)  =   157  .  2551  , 

N{\  4-  tr)  =  2029  ,  N{1  —  tr)  =  1549  . 


IV.    p  zum  Exponenten  7  gehörig: 

p  =  87yM  —  5  ,  H-  7  ,  4-  16 ,  H-  25  ,  —  35  ,  —  38 ,     näniHch : 
7,     103,     139,     181,     199,     223,     277,     313,     373,     397,     487,     571,     661,     691,     877,     919  ; 

8  siebengliedrige  Perioden:  .    ' 

tr^  =  w'-  +  üü-'''  +  w"'-  +  w-"''  H-  w"'-  4-  w''*  4-  u;-"'* ,        n(tr^)  =  23*  , 

tTj^  =  w"'  4-  w"'^  4-  w*"^  4-  w*"''  4-  c«**'  4-  fjo'^^"  4-  w^*'' ,     siebengliedrige     Perioden     der 
29ten  Einheitswurzeln,  w^^^  «  7»'"^  (3te  Wurzeln); 

w\  =  3ti7j  4-  2tFg  4-  2trj^  ,  tr^tr^  =  5  —  tr,  —  tr^^  ,  tr^tr^  =  —  1  4-  tr,  4-  2tÄT^  , 

w^tr,^  =  -  2  4-  tr,  -  2tüg  ;  w^w^^  =  7tr^,  u.  S.  W. 


^     Hier   ist  Vj  völlig  bestimmt  durch  qt  (^^'  i^  07     (mod.  /»),   sowie   als  gemeinschaftliche 
Wurzel  des  Systems  i    m   ^  rr      ^  —  tr.  tror      ^  4  —  w     4-  w      und  eines  zweiten  von 

7  Congrucnzen,  deren  erste:  or^  4-  tr^  4-  tr^  4-  tr^,  4-  0^,^  4-  tr,y  4-  tr^,  ^  —  w*'     (mod.  p). 
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"■.  = 


W 


10 


3, 
3, 


vT..     T—^-    ^■~   — 


n  =  87 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

filr  ;)  =   7. 
'>  or    ^  —  1  ,  w 


=  +3, 


tr.  —  +  2  , 


19 


=  +3, 


jo  ' 


iV(l  +  tr^) 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

7.181,  iNVj -h  or^)  =   7*  ,  iV(2  +  tr,) 

A\tr) 


'7'J0A''i 


=  7f29 


>!:'•< 


A^(l  —  tr)  =  3?5 


7.277, 
23'. 


V.     p  zum  Exponenten  14  gehörig: 
4  vierzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  l.     p  =  87m  4-  5  ,  —  7  ,  —  10  ,  —  25  ,  -h  35  ,  +  38  ; 


w 


16' 


-7r 


+  W""    +  OL- 


-3Sr 


H-w""4- 


I         — 16r     ,         7/*     i     .  35r 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  —  tF*  —  25tp'  +  G7tr  —  35  =  0  ; 

tTj^  die  vierzehngliedrigen  Perioden  der  29 ten  Einheitswurzeln,  tr^^^  =  —  7; 

otJ  =   10  —  4trj  +  tTj  +  2x^  ,         tTjOr^  =  —  7  +  ^tr^  ,         op^Wj  =  —  2  4-  or,  +  2trj  +  tr^ 

Congruenzwurzeln  med.  p,*) 

(Für  sümmtliche  hierher  gehörige  Primzahlen  p). 


p 

5 

tr 
1 

—  1 

^2 
—   l 

tr 
—  2 

^8 

0 

419 

«-1 
—  35 

a 
—  189 

tr 

4 

+208 

^8 

+  17 

71 

-h  8 

—  14 

+  23 

—  16 

593 

—  184 

—277 

+209 

+253 

149 

—34 

+  57 

+  47 

—  69 

647 

—  64 

+  47 

—272 

+290 

167 

—30 

—  22 

—  60 

—  54 

701 

+  25 

+  152 

+  71 

—247 

179 

—20 

+  60 

+  56 

+  84 

821 

—208 

+  67 

—  240 

+382 

353 

+40 

—  148 

+  112 

—  3 

863 

—  103 

+  93 

+  133 

—  122 

383 

—  4 

—  103 

+  147 

—  39 

941 

+  85 

+217 

+  97 

—398 

*)  Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  darch  tzTjw"  =  tTj,  (mod.  p),  sowie  als  gemeinsehafüiche 
Wurzel  des  Systems :  tr  +  tr  ^  —  op  .  tr  op  ^  —  2  +  tr  —  2a»  und  eines  zweiten  tou 
4  Congruenzen,   deren  erste  «7^07+07     +op      ^  —  w        (mod.  ;>).   —    liie    Congruenzwurzeln 

1  %  X  V  19 

fflr  tr,r  stehen  bei  X  ==  29,  IV,  wo,  was  hier  tF,  ,  tTg  ,  Wjj  ,  tr,^  ,    resp.  heisst:  *)o  »  *Ii  >  1I9  »  i1s  • 
*^     Hier  ist  w^   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems 


tr   +  tr    ^s  — 

1  ^^       4 


tr. 


tr  w 

14 


—  7  +  4w^     (mod.  p). 
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n  =  87 
X^'i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*)     ^/{"^^  =  —p. 


5  Z  —  w^ 

71  2  — aTjj4-    Wg 

149  6  —  tTj  —  Aw^ 

167  l-f-tr^-4-2Wg 

179  4  —  OTj  4-    tr^ 


/K) 


353  3  4-    tTg 

383  4  4-    tTj 

419  6 -h  6Wj  +  307^ -h  öocfg 

593  4  +  2trj  —    w^  -h  3tüg 

647  3  +  6Wj  +  4tr^  -h  5Wg 


Z' 

A«^i) 

701 

13  —  7trj  4-2trj 

821 

2  — 3trj+    w^ 

863 

13  —  Zw^  +  2tr^ 

941 

1  —  6ocrj  —  3w^ 

—  2(r 


OtT. 


407. 


V,  2.     p  =  87m  +  4  ,  4- 13  ,  —  20 ,  4-  22  ,  —  23 ,  +  34 ,  nämlich  : 

13,       67,     109,     151,     241,     283,     439,     457,     499,     613,     631,     643,     673,     787,     883, 

937,     991  ; 

tr^  =  to,-  4-  u,*'-  4-  («"'•  4-  £«-"'"  4-  oü"*'*  4- ««-"''  4-  u;^''  4-  oü"^  4-  c«"''  4-  «;"'•  4-  w""'' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  ot'  4-  8w''  4-  7w  4-  49  =  0  ; 
tr,^  wie  V,  1.,     tiTj,,.  =   14cü"' ; 

w\  =  8c<ü"  4-  w,  ,  WjWj  =  —  7  ,  oT^tTj  =  8  4-  ocfj  ,  «^i^'io  =  ""  "^^'^  » 


IT   tF         s=s    14tl7     . 


Congruenzwnrzeln  mod.  j?**) 

für/»  =   13: 


w 


I    ■^-~'  J  2  ' 


tr 


.  =  -6. 


10  ^=* 


N{1  +  OT^,) 

iV(l  —  2trj) 


Normen  complexer  Zahlen  in  ]i. 

4  .  13  ,  iV(2  4-  Wj)  =  7.13,  iV(3 

13.67;  N{l  —  w)  =  ß4,  N(2 

49. 


tr,) 


-tr)  = 


16.13, 
103, 


•)     Auch  ist  N{i  4-  tr)  =  —  125  , 
**)     Hier  ist  w^  linear  darch  or,«^* 


Nil  —  w)  =  4-  7 . 
=  OTg  (mod.  />),  so  wie  als  gemeinschaftliche  Wurzel 


der  beiden  Systeme  bestimmt :       ^   ^  ^    ^  — 


w. 


15 


8  4-  w.     und 


OT   4-  tr 


10 


ÜJ 


&8 


W  TT 
1     10 


—  7w"     (mod.  p). 
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n  =  87 
V,  3.     p  =  87;«  —  4  ,  —  13  ,  +  20  ,  —  22  ,  4-  23  ,  —  34  ;       iiämlich  : 
23,       53.       83,     107,     197,     227,     239,     257,     281,     401,     431,     509,     587,     683,     719, 
761,     857,     953,     977  ; 

«r^  ==  _  (x"'  +  uj'""  +  u,"'^  +  c/*'^  +  0.**'  +  u;""  +  t»^"') ,  die  siebengliedrigen  Perioden 
der  29teu  Einheitswurzelu ,  wesshalb  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur 
die  Primfactoren  (>.  =  29,  IV.)  haben. 


VI.    p  zum  Exponenten  28  gehörig, 
2  achtundzwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  l.    p  =  87m  4-  2  ,  +  8  ,  —  10  ,  +  11 ,  -h  14  ,  —  19  ,  4-  26  ,  —  31 ,  4-  32  ,  —  37  , 

nämlich : 


—  40 ,  —  43 . 


2,  11,  47,  89, 
449,  461,  467,  479, 
809,     827,     839,     881, 


101,  113,  131,  137,  251,  263,  269,  293,  311,  317,  359,  443, 
491,  509,  569,  599,  617,  641,  653,  659,  677,  743,  773,  797, 
947,     971,     983; 


4r 


tr^  =  «y*'  4-  ow  *"  4-  w 
4"  w     4"  w       4"  ^ 


u)     4"  &y       4-  w 


w 


-83'' 


tu  "T  tu  -f'  tu  "T  tu 


*" 

'+<.■ 

-s 

'  + 

tu" 

lOr 

+  <« 

-aor 

4- 

w" 

40' 

4-* 

»6/      , 

oy" 

-85r 

4- 

<." 

'  + 

u,'*^ 

4- 

OL'" 

.I9r 

4- 

tu' 

.38r 

4- 

<«" 

'  + 

c«"^ 

4- 

.«"^ 

Wurzeln  der  Gleichung: 


tr'  —  CT  4-  22  =  0  : 


«^,r  =  —  1  » 


ir 


P 
2 


«'«r    =    -  H  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


rr 


5 

0 


11 


l 

1 


0 


47 


CT 


l  5 

9         —8 


V 
89 


i 
13 


4 

—  12 


•)     Hier   ist   tr  j    >  0  and  <  ^  p  (reap. 
für  p  =  47  tTj  =  9  4-  22/)  (mod.  p'). 


\p  far  p  ==  2).     FQr  ;>  =  11  ist  tr,  =  —  21, 
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n  =  87 
Normen  complexer  Zahlen  in  ". 

N{w^)  =  N(i  —  w^)  =  2.11,         N(l  4-  tTj)  =  8.3,         N(7  —  507 j)  =  12  .  47  , 
N(2  —  7trj)  =  N(n  4-  CtTj)  =  89  .  11 ,  N{12  +  07^)  =  2  .  89  ; 

und  mit  Congruenzwurzeln  mod.  p^: 

N(n  +  ötTj)  =  6.11*,  N(b  4-  607^)  =  7.11»,  N{41  —  Sßw^)  =  13  .  47'  . 


VI.  2.    2?  =  87m  —  2  ,  —  8  ,  4-  10  ,  —  11 ,  —  14  ,  4-  19  ,  —  26  ,  -h  31 ,  —  32  ,  -h  37  ,  4-  40 ,  +  43, 
nämlich : 

19,  31,  37,  43,  61,  79,^  97,  101,  127,  163,  193,  211,  229,  271,  337,  367, 
379,  409,  433,  449,  541,  577,  601,  607,  619,  727,  733,  739,  757,  797,  823,  859, 
907,     967,     971,     997; 

tr^  =  —  cü**'',    also  3te  Einheitswurzeln  und  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der 
Primzahlen  j9  =  3/?i  4- 1  (X  =  3,  I). 


46 
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?i  =  91 

I.     ^  =  dlm-h  1 : 

547,     911. 

72  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

73      71  I    6&      64  ,    59      &7  •    53      &0  ,    46      43  .39      36  .    33      39  .    SC 

w      — OL'      -h  Oü      — ü)      +  w      — oy      4- w      — w      +w      — w      +»      — oü      -f- t«      — w      -+- w 

—  lü"  4-  w'®  —  w"  +  w"  —  w®  +  üü'  —  w  +  1   =  0 , 

wodurch   die    nichtprimitiveu,    d.  h.    die    13ten  und    7ten  Einheitswurzelu,    sich 
eliminiren  lassen,  oder  durch: 

w^*  +  w**  +  iü"  4-  w"  4-  üü"  +  öü"  -h  1  «=  0 
und  uj'*  4-  u^"  4-  ou''  4-  «"  4-  oü"  4-  u;*'  4-  ou*'  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  c"  4-  w'  4-  1  «  0  . 


II.     7)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
36  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     ^  =  91/H—  1 , 

tr^  =  w»*  4-  <«-'■ ,         n(a'^)  =  1  ,  tr^tTjt  ^  oc*-!  -4-  Wjt^.^ ; 

nichtprimitiv:    tr^^  =  w^''4- w"^'',    die    zweighedrigen  Perioden   der   ISten   und 
Wjj^  =  cü"'' 4- w""''  desgleichen  der  Tten  Einheitswurzeln. 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

181 

w 
1 

4-  23 

w 
j 

—  16 

«^8 

—  29 

w 

4 

4-  73 

^^5 

4-  79 

"'s 
—  66 

«'s 
4-  78 

tr 
—  48 

tr 

10 

4-  85 

^11 
4-  12 

727 

4-143 

4-  91 

—216 

4-2S2 

—  170 

4-126 

4-279 

—  101 

—  182 

4-247 

P 
181 

4-  10 

^15 

—  61 

727 

—120 

—151 

w. 


tr. 


tr. 


w. 


w. 


1«  IT  18  "19  "in 

—  72       4-34       —  51       4-60       —  17 
50       4-31       4-21       4-  64       —320 


w 


91 

39 


tr 

13 

—  84 


w 

14 

—  83 


—  61       4-24       —142 


p 

181 

w 

15 

—  15 

^1T 

—  38 

w 

89 

4-  80 

w 

^80 

—  82 

^^31 

4-  25 

^82 

—  67 

w 

38 

4-  63  . 

w 

34 

4-  68 

«^86 

4-  65 

^^87 

—  6 

727 

4-  26 

4-161 

4-  85 

4-262 

4-304 

4-317 

—  47 

4-238 

—288 

—253 

P 
181 

w 

88 

—  22 

40 

—  75 

^41 

4-  42 

«^48 

4-  9 

«^44 

4-  71 

w 

45 

—  5 

727 

—268 

—  109 

—  53 

—  194 

4-  84 

—  153 

/(ocj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p;    N/Qo^)  =  —p. 


/(Wj) 


181       1  —  w   —  V 

1  38 


A^,) 


727        1  —  tTj  —  w^^ 


^     Hier  ist  tr^  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6  Congmenzen,  deren  erste: 

07-1.07     4-07     4-tiT_4-tr     4-ti7      ^s  —  w     .  (mod.  p), 

1*^       12     "^       15     "^       IT     "^       38     "^       40    14  *  "^ 

des  anderen  von  12  Congruenzen,  deren  erste: 

«^1  -*-  «'s  ■+-  «^8  "^  ^li  •+■  «'JO  •+■  «'ll  +  «'iT  +  «^19  +  «^34  •+"  ^Z6  "^  ^41  +  «^48    =    —  «^18      ^"^'^-  ^'^ 

Congnienzworzeln  für  tF,|r  und  Wjr  bei  resp.  X  =  7,  II  und  >.  =  13,  II,  in  letzterer  heisst,  was  hier 


Wj,    W,^,    W,|,    W,8,    07,5,    ^48    '^^^P'    *io  »    1l»    *l4    ^%  i    '^3  >    Is  • 


46 
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OC-    = 


n  =  91 
II,  2.     p  =  91w  -h  27  :     937  , 


tTj,^  wie  II,  1 ;      wj  =  2u;"  +  tr^  ,         tr^Wg^  =  ^  -f-  Wj^ 

Congruenzwurzeln  mod.  p*). 


tr. 


tr. 


1  "J 

937       +410       4-389 


tr. 


w. 


w. 


w. 


tr. 


tr  07 


==    207 


II  • 


w. 


—151       +392       —413       —192       +215       +124 


oc. 


tr. 


10  ~I1 

—342       +137 


p 

tl7 

w 

15 

^16 

w 

18 

tr 

19 

^JO 

«^83 

tr 

w 

w 

%9 

937 

—228 

+307 

+225 

—  31 

—  51 

+455 

+  81 

+  38 

+178 

+351 

P 

«^30 

tr 

39 

tr 

83 

w 

36 

87 

w 

40 

43 

tIT 
46 

tr 

tIT 
»0 

937 

—460 

+459 

—333 

—353 

+193 

+431 

+  32 

+  186 

+306 

+451 

P 

tr 

tr  - 

tI7, 

tr. 

tr^. 

w. 

53 

57 

60 

64 

67 

74 

181 

—  131 

—252 

+  57 

+244 

+247 

—  179 

II,  3.     p  =  91m  —  27  :     337,     701,     883. 

tr^  =  w»- +  »-*''•,         n(ti7^)  =  1; 
CTy,.  wie  II,  1,  tTjj,.  =  2c<ü"''; 


w\  =  2w"  +  trj, 


tr 


tr      =  2  +  tr 
1    27  *  -r  «. 


28 


tr  tr 

1      13 


207       . 
14 


*)     Hier  ist  or,    linear  durch  tX7,u^^  =  w^^  (mod.  p),    sowie  als  gemeinschaftliche  Wurxel 
des  Systems  bestimmt 

tr    +  tr     +  ti7      =  —  w     .         ti7  tu     +  tJ7    ti7     +  w    7J    s="g  —  2m     .         tr  tr    tr      iss  w     . 

l     *^  *  40     "^       53  »  l     40  40     53     "^       53     I    ^^  •  l     40     53    ^^  * 

und  eines  zweiten  von   12  Congruenzen,  deren  erste: 

iF  +  tr  +  tr  +  w     +  tr  +  tr  +  tr  +  tr  +  w     +  tr  +  tF  +  tr   ^=  — -  tr   (mod.  p)» 

1     »^  *6     "^       8     "^       15     "^       20     "^       93     "^       29     "^       36     "^       43     "^       51     "^       57     "^       64  13  * 

A\l  +  m)  und   iV(l  —  tr)  geben  nicht  genau  bestimmte  5zifrrige  Zahlen. 
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n  =  91 
Congriienzwurzeln  rnod.  p,  z.  B.*) 

p  W^  Wj  tTj  tr^  tTj  tTg  (Tg  OTg  tr^j  tTjj 

337       _  95       «_  90       —126       —116       —104       -f-  24       —128       -f-154       —  46       —  14 


P  cp  nr  op  tjp  w  07  tp  ütr  w  w 

'^  15  16  17  18  19  ^23  84  35  27  39 

337       4-  89       —145       —   80       —     2       +156       —  10       -h  38       —  91       —  54       —100 


P  Wjj  OTjj  tTj^ 

337       —  13       -1-3       —   16       —  86       —  31       -f-  84       —149       -f-  83       -f-115       —  33 


TU  tu  OCT  dT  tXT  tr  XD 

38  41  44  45  48  51  54 


P  w  w  tr  w  QP  tjT 

^  55  58  *61  68  71  ^81 

337       -f-156       —126       -h  34       +3       —145       —149 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 
N{i  —  07)  =  158341 ,  N(i  -h  w)  =  284831    (beides  p  =  9im  4- 1) , 

N{Wj  —  w^^)  =  337  .  iV^um  (log  5  ,  49  . . .)  . 


IIL    p  zum  Exponenten  3  gehörig. 
24  dreigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  1.     p  =  91m  4-  9  ,  —  10  : 
191,     263,     373,     809,     919,     991. 


07^   =   w»*  -I-  Oü"'^  + 


9r    ,    ,  -lOr 


taJ 


n(tr^)  =  9.263;         tr^^  =  w^'' -f- w"'^ -h  w"'' ,        dreigliedrige    Perioden    der    ISten, 
Wjjy  =  w"*" -+- w'^'' 4- w"*" ,    desgleichen  der  7ten  Einheitswurzeln; 

op     =  op    -f-  2tr     .  op  cp      =  3  -f-  op    -+-  op 

Äj  ^^^j     »^^^lo'  l     10  '^     »^  '*^8     "^       19 


*)     Hier  ist  tVj   völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  qp,«)^*  =  «j^  (mod.  p),  sowie 
als  gemeinschaftliche  Wurzel  zweier  Systeme  von  je  6  CongruenzÖn,  deren  erste: 

"'l  "^  ^8  "+"  ^15  "*"  ^21  "*"  ^^29  "*"  °^71    ^    """^  "       ^""®**'   ''^^ 

und     Wj  -f-  oTjj  -h  oPgj  +  oPjy  -f-  OTjj  4-  tTjj  ^  —  or^^     (mod.  p). 
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n  =  91 
Congnienzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

^1 

«'j 

«^. 

«^4 

^5 

«^6 

w 

9 

^10 

191 

+  4 

—  13 

4-84 

4-  51 

—72 

—  84 

—  20 

—  81 

263 

4-37 

—82 

24 

—     9 

—98 

4-118 

—105 

4-  68 

373 

4-65 

4-   1 

4-52 

—  159 

—52 

4-137 

4-176 

—  126 

p 

0^. 

tr 

w.^ 

w  ^ 

w.- 

tP«. 

w^. 

tr.« 

u 

u 

15 

16 

19 

10 

91 

14 

1» 

191 

4-  48 

—  18 

4-59 

4-  75 

4-59 

4-81 

—  59 

—  60 

263 

—  56 

4-90 

4-  3 

—  12 

4-79 

4-49 

4-     6 

—  13 

373 

4-105 

—60 

—30 

—  163 

4-80 

4-46 

—  88 

4-148 

p 

w 

w.. 

tr.„ 

w 

w.« 

^., 

w.« 

w.. 

* 

JO 

3T 

«8 

40 

46 

4T 

48 

»T 

191 

—59 

4-  66 

—  65 

4-69 

4-54 

—  95 

—  89 

4-66 

263 

—34 

—  111 

4-  91 

4-93 

4-34 

4-122 

0 

4-18 

373 

—22 

4-     7 

4-107 

4-57 

—77 

—  54 

4-164 

4-60 

Nonnen  coinplexer  Zahlen  in  4f 

N{1  —  CT,)  =  81  .  373  ,  N(\  4-  tr)  =  9  .  8999  ,  ^(^4%)  =  9  •  263  , 

A^(trj4-trg)  =  191. vr,       M«",,  +  oc^s)  =  263.^1?,      WO  a  nicht  genau  bestimmte 
5ziflfrige  Zahlen  vorstellt). 


III,  2.     p  ==  91m  4-16,-17:     107,     347,     653. 
tr^  =  w''  4-  w"''  4-  u»-"»* ,         n(tr^)  =  2549  ; 
tr,^  und  tr,,^  wie  III,  l ; 

trj  =  tTj  4-  2tr^^  ,  tr^tTjy  =  3  4-  w^^  4-  or,,  . 


*)     Hier    ist    tv,    eine    beliebige    (nicht   eben   die    absolut  kleinste)  der  3  gemeinschaftlichen 
Wurzeln  zweier  Systeme,  des  einen  von  6  Congruenzen,  deren  erste: 


V.  4-  tr    4-  w     "4-  tr     4-  tr     4-  w 


48 


—  «Tj^     (mod.  p). 


des  anderen  von   12  Congruenzen,  deren  erste: 


w 


,  4-  tr,  4-  tr^  4-  tr^  4-  tü^,  4-  tr,^  4- 


m 


11 


tr 


»9 


OF 


30 


+  <r„  + 


tr 


46 


tr 


&T 


—  tr 


89 


(med.  p). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.B.*) 

P  OTj  OTj  tr,  W^  OTj  Wg  (Tg  ITj^j 

107         4-52         4-34         —  25         -4-14         4-4         —   13         +15         —  37 
347         —  75         —143         -4-90         —  56         —111         —  30         -+-136         4-111 


p 

107 

w 
11 

—  27 

w 
—  37 

4-  51 

4-  21 

^20 

4-  34 

w 

82 

—  28 

TT 
35 

—  44 

w 

27 

4-  51 

347 

—  141 

4-138 

4-108 

4-119 

—125 

—  23 

4-132 

—  152 

P 
107 

4-  11 

«^34 

4-  36 

^38 

4-  24 

«^43 

4-  43 

4-  2 

«^4  5 

4-  5 

^50 

4-  48 

55 
—  19 

347 

4-  87 

4-  16 

4-157 

4-115 

—  40 

—  33 

4-  62 

4-  6 

Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

N(l  4-  tr)  =  16  .  3623  ,  iV(l  —  w)  =  16  .  1439  ,  N(2  —  w^^)  =  107  .  3259  , 

N(w)  =  2549        (p  ==  91m  4-1),       ^(0^5  4- w,,,)  =  347.;»    (a  eine  SzifFrige  Zahl). 


in,  3.     j?  =  91m  —  12  ,  —  38  :         53,     79,     443,     599  . 
w^  =  w'' 4- w"^*'' 4- «""'■ ,         n((r^)  =  4096;         w^r  =  3w^'',         w^^^  wie  III,  1  n.  2  ; 


*)     Wie  in  III,  1    ist  tV]    eine  beliebige   der  3  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6,  des  anderen  von  12  Congruenzcn,  deren  erste: 


Wj  -T-  *,  -r  Wj  -T-  Wjj  -r  Wjy  -r-  w^^  w^^  , 


W 


j  4-  07,  4-  tr^  4-  «Tg  4-  Wj  4-  w^^  4-  tr^^  4-  t»,,  4-  tr^j  4-  tr^,  4-  or^,  +  «'so  ^  —  «^3»    ^^^^'  ^^' 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B/) 


p 

53 

—  16 

—  10 

tr 

3 

—  3 

«^4 
+  11 

tr 

5 

—  2 

«'s 
+  12 

°^8 
—    1 

«^9 

+  6 

79 

—36 

+34 

—21 

—  16 

—  18 

+  17 

+35 

+24 

P 
53 

w 

10 

-1-23 

^11 

+  4 

IT 
U 

—20 

+  7 

^17 

+  18 

^18 

—13 

90 

—  19 

+  17 

79 

+27 

—  2 

—22 

+  3 

+33 

—20 

—38 

+30 

53 

+21 

^»5 

—24 

+22 

tr 
+25 

«^34 

+  8 

41 

—26 

^46 

+  9 

«^48 

+  5 

79 

+u 

+37 

—36 

—25 

• 

—   8 

—  1 

+20 

—  10 

Normen  complexer  Zahlen  in  Jj. 


N{1  +  w)  =  53  .  79  ,  N(l  —  tr)  =  2009     (p  =  91m  +  l)  ,         N{w)  =»  2^ 


ni,  4.     2>  =  91m +  22, +  29:         29,     113,     211,     659,     757. 
tr^  =  o;'"  +  cü'""  +  tt;"'" ;  n(tr^)  =  729  ; 

Wj^  Wie  III,  1  n.  2,     tr^,^  =  3w"'^; 


tv 


65 


^  =  tr,  +  2t«T„  ,         tü^tTg  =  —  u;     —  tr,  ,         tr^tr^,  =  3  +  tr^  +  tr,,  ,         tr^tu,,  =  3tr 


14 


*)  Hier  ist  tv,    linear  darch  w^ta^^  =  tv,,  (mod.  p),   sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel 
des  Systems  bestimmt 

tüj  +  tr,y  ^  —  cü**  ,  ^i'^iT  ^  ^'*'"     ^™^**'  ^^ 

und  eines  zweiten  von  12  Congnicnzen  deren  erste: 
tr.  +  tr   +  tr   +  tr+tv+tF     +ti7     +tF     +tr     +tiT     +tr     +tiT      ^s  —  tr        (mod.  P). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  inod.  p^  z.  B.  *) 


p 

29 

^1 
+  3 

^2 

—  3 

tr 
—   8 

^4 

4-13 

4-10 

tr 
—   2 

—  11 

^9 

4-11 

113 

—25 

—12 

4-41 

—50 

4-  3 

4-48 

—49 

4-52 

P 
29 

tr 

10 

—  7 

tr 
11 

—  2 

4-  9 

tr 

^15 

—  14 

4-  8 

^30 

—  14 

4-  6 

tr 

24 

4-10 

113 

4-11 

—  16 

—  9 

—29 

—21 

—  28 

4-36 

—  1 

P 
29 

—  12 

^31 
—  11 

^»3 

4-12 

tr 

36 
—     1 

^37 

4-  8 

4-  2 

w 

"^53 
—  10 

4-  4 

113 

4-18 

4-34 

—30 

—26 

4-  7 

—  13 

—22 

—31 

Normen  complexer  Zahlen  in  «j^. 

N{1  4-  tr,^)  =  N{ui^^  4-  tr^,)  =  29  .  113  ,  ^"(1  —  tir)  =  9829     (p  =  91w  4-  1)  , 

N(m)  =  729. 


IV.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
18  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     2>  =  ölm4-8,  — 34:     239,     281,     421,     463,     827,     967. 

tir^  =  cü''  4-  w*''  4-  w-"''  4-  w"'*'' ,         n(tr^)  =  1  ; 

Wjr  =  cü^'*4- ««'*''-+- w"''"  4- w"'*'',  viergliedrige  Perioden  der  13ten  Einbeitswurzeln, 
^nr  =  *««"''    (7te  Wurzeln); 

trj  =  4u;**  4-  tTj  4-  2tr^  ,  ^i'^it  =  '^  +  ^^j  •+•  «^jg  > 

•    ^1^15    ="    ^"^2  -*-  ^9  +  ^44  »  ^1^13    =    ^^14  ' 


*)  Hier  ist  w^  linear  bestimmt  durch  tüjw*'  =  tifj^  (mod.  />),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  CoDgruenz  tr*  4-  w'^t»'  4-  2«**tr'  —  4*?*'  tr  4-  3w"  =  0  (deren  Wurzeln  tr,  ,  tr  j  , 
«,j,  ^3  6  8in<l)  und  eines  Systems  von  6  Congruenzen,  deren  erste: 

tr^  4-  tTj    -f-  tTj  -+-  tP,y  -f-  tr^o  +  ^58   ^    ""  "^14    ^'"^^*  ^^' 

47 
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n  =  Ol 
Congruenzwiirzelu  med.  p,  z.  B.*) 


p 

239 

—  111 

—  115 

tr 

3 

—  41 

tF 
4 

—  100 

«^4 

+  116 

—  10 

tr 

9 

—  44 

^1, 
+  108 

^  14 

+  68 

281 

—  13 

+  13 

-h  12 

—  138 

+  76 

+  57 

—  80 

—  97 

—  103 

067 

+226 

—235 

—461 

-+-3G1 

+  97 

+358 

—422 

+  75 

+413 

P 
239 

tr 

*^1T 

—  24 

18 

—  106 

tr 

19 

—  08 

—   1 

«^2  7 

+  85 

tr 

31 

—  35 

tr 

41 

—  37 

w 

44 
—  104 

^44 

—  28 

281 

—  9 

—  105 

+  132 

+   7 

+  135 

+  97 

—  76 

—  12 

+  105 

967 

+205 

—261 

—  86 

—  320 

+  1 

—  175 

—456 

+431 

+250 

Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

iV(l  +  x^,)  =  8  .  239  =  N(w^  +  t^'^)  =  N(Tj  +  co")  , 

A^(l  —  tr,y)  =  8  .  967  =  N(w^^  —  w")  =  N(\  —  tr^  —  tr'") 


13> 


IV,  2.     J9  ==  91/?i— 8,  +  34:     83,     307,     811,     853; 
tr,.  =  w'-  +  w-*'-  +  w-*^'-  +  w'*'- ,         Il(tr^)  =  9619  ; 

Wj^  wie  IV,  1,    tTj,^  =  2(w"''  +  Dü**'')  =  23-^j^,  zweigliedrige  Perioden  der  7ten  Ein- 
heitswurzelu; 

xj  =  tr^  +  2tr^  +  tr,^  ,  tp^tp^  =  -  i  -  tr,^  +  tr^,  +  tr^^  , 

Congruenzwurzeln  med.  p,  z.  B.*) 


p 

83 

+  16 

^2 

—   7 

«^3 

+  8 

^4 

+  27 

w 

4 

+  40 

^6 

—  30 

8 

+  22 

tF 
9 

+  40 

4-  17 

307 

—  88 

—  134 

+  12 

47 

+  81 

+  121 

—  150 

—  102 

+  34 

P 
83 

tr 

14 

—  12 

—  28 

tr 
"^IT 

+  15 

tr 
—  31 

«^24 

+  25 

tr 

24 
—  18 

tr 

29 

—  39 

tr 

*48 

+  33 

«'4t 

+  6 

307 

+  13 

—  114 

—  75 

—  92 

+  133 

+  26 

—  39 

—  140 

—  32 

*)  Hier  ist  v,  linear  bestimmt  dardi  w^u)^*  =  w^^  (mod.  f;),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  Cungruenz  tr*  +  w^'  .  tr*  —  4w**  .  tr  +  w*>  -=  0  (deren  Wurzeln  tr, ,  «r,  j  ,  w,,  sind) 
und  eines  $v(*tems  Ton  6  Congruenzen,   deren   erste  m   u.  m   -\~  w     +Qr     +tr     +Q7      ^  —  w 

(mod.  p), 
**)     Hier  ist  tr  j   die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinsohaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme 
von  je  6  Congruenzcn,  deren  erste:       ^^  -4-  ocr^  +  tr^  +  w^^  +  tjcr^^  +  w^^  ^  —  Jar^,  , 

«^1  +  ^j  -4-  op^  +  tTjj  +  oTjg  +  tTjj  ^  —  tr^^     (mod.  />). 
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n  =  91 
Normen  coniplexer  Zahlen  in  J^. 

N{w^j  —  oü'^  —  w")  =  83  .  853  ,  AV,  4-  ar^)  =  307  .  83  .  337  ,         N(w)  =  9619  , 

A^(i  +  tr)und  N(i—v)  geben    öziflfrige  Zahlen,    die    nicht    genau  bestimmt  wor- 
den sind. 


V.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
12  sechsgliedrige  Perioden,    und  zwar  mit  12  Fällen,  wovor)  11  primitiv: 

V,  1.     p  =  91/?*  — 9,-1- 10: 
101,     173,     283,     647,     719,     829; 
tr^  =  w''  4-  ot;-''*  4-  u;-^^'"  -f-  w"''  +  w""  4-  w'^'' ,         n(Tr^)  =  9  .  101  ; 

oTy^  =  w^**-}- w"''-f- w"''4- ay-^''4-oy"^^''-f-6ü-'*'',     sechsgliedrige  Perioden   der    13ten 
Einheitswurzeln,  w^^^  ==  —  i ; 

w\  =  6  -f-  2tr^  4-  2trj  4-  207^  ,  ocr^tTj  =  —  1  4-  «r^  4-  tr^  4-  or^  4-  tr^  4-  w ^  ^ , 

tr  tF      =  tr     4-  ocf     4-  2w     4-  2aT     . 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 

-P  ^l  «^3  «'l  «^4  «^s  ^6 

101  —31  4-  7  —32  4-14  4-3         4-15 

173  4-33  4-79  4-50  4-51  —82         —  65 

283  4-32  —14  4-37  4-28  —67         —  59 


J)  tJT  tp  Qp  tlT  otT  tr 

^  n                    U  15  16                     «J  «4 

101  0  4-31  —  20  —43  —22  —  22 

173  —50  —10  —  26  4-72  4-17  —  68 

283  4-91  4-85  —109  4-95  4-56  4-108 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr- 

A^K  -H  ^i,)  =  ^K)  =  9  .  101 ,  AV^,  —  w^^)  =  9  .  13  .  101  ,       iV(l  4-  tr)  =  —  13  , 

N{w^  4-  tr,)  =  Nu  —  tr^  —  tr,)  =  N{1  4-  tir,  —  tr^)  =  81  .  173  ,  iV(l  —  tr)  =  7  .  547  , 

N{1  4-  tTjj  4-  tr,^)  =  9  .  283  ,  N(\  —  tr,  —  tr^,  —  w^^)  =  —  283  .  173  . 


*)     Hier  ist  tFj  eine  beliebige  Wurzel  einer  Congmenz  6ten  Grades  oder  eines  Systems  von 
6  Congnienzen,  deren  erste  :tr4-tr4-tr4-ap     4-t7     -i-  w      ^  —  w        (mod.  p). 

1)4  IS  16  13  14 

47» 
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n  =  91 
V,  2.    p  =  91m  —  16  ,  4- 17  2 
17,     257,     439,     563; 

tr^  =   c«;''  +  o;-"'*  -+-  w""''  +  w"''  +  w"''  +  w"^       n(tF^)  =  —  727  ; 

tr^^  wie  V,  1,  sowie  w^^^  =  —  i ; 

trj  =  6  4-  2tr^  -f-  w^  -h  20^^^  ,  tr^w^  =  tr^  +  tr^  +  tr^^  +  2«»^^  +  tr^^  , 

tr^Tj  =  —  1  +  tTj^  4-  tTj  4-  tr^  4-  tF^^  4-  w,^  U.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  /?,  z.  B.*). 

P               o^i                tTj  tt^,  tr^  ^5  tTg 

17  4-7  4-8  —     7  —     8  4-1  —     6 

257  —  76  —110  —  52  4-28  4-77  —  51 

563  4-163  4-  79  4-193  4-  42  —254  4-258 


w«. 

W,* 

OP,  . 

w,« 

W.^ 

tr^ 

9 

10 

IS 

19 

JO 

>5 

17         —     8         —     4         4-2         -f-6         4-2         4-8 
257         —  27         4-10         —  68         4-1  4-37         —  25 

563         4-4         —  53         4-130         4-H5         —  64         —  79 


Normen  complexer  Zahlen  in  «f* 

N{w)  =  727  ,  iV^(l  4-  tr)  =  —  13  ,  N{1  —  ar^^)  =   17  .  257  ,  iV(2  4-  tr)  =  1 , 

iV(l  —  07^  —  w^)  =  17  .  257  ,  iV(w,  4-  w,j)  =  16  .  563  . 


V,  3.     j?  =  91m  4- 12  ,  4-  38  ; 
tr^  =  to'-4-w"'"4-w-"''4-u;-''4-£«^""''4-  w"^      rr(tr^)  =  —  181  ; 

Wj^  =  3(£iü''' 4- w'*'*)  =  3Jt^^,     zweigliedrige    Perioden    der    13ten  Einbeitswurzeln, 


W  =    —  1  ! 


(tJ  =  4  4-  tr,  4-  2trjj  ,  or^tr^j  =  —34-  |w,3    (oder  —  3  4-  2^,3)  . 


*)     Hier  ut  tr,   wie  V,  1  bestimmt;  erste  der  6  Congruenzen 

op    -4-(p    4-aT    4-tr    4-or     4-tr      ^=  —  or         (mod.  w). 
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n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörige  PrimzahleD  p). 


p 

103 

w 
1 

4-  25 

^2 

+  49 

w 

^3 

—  9 

w 

4 

—  37 

^5 
—  11 

^6 

4-  2 

311 

-+-  89 

—  81 

—  109 

4-139 

—  45 

—  21 

467 

-f-  8 

—223 

-1-221 

—194 

—  12 

-f-156 

857 

—  108 

+414 

-f-850 

—305 

—168 

—125 

P 
103 

^9 

—  19 

w 

10 

-+-  32 

w 
11 

—  23 

tr 

18 

—  33 

—  14 

w 

35 

4-  39 

311 

-f-  99 

+  66 

—  44 

4-  75 

4-  40 

—  137 

467 

—  25 

'-hl6ö 

—  92 

4-130 

—  177 

4-  20 

857 

—280 

4-  96 

—376 

—  112 

4-  35 

—277 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nfiw^)  =  — j? . 
P  A^O 

103       2  —  ti7g 

311       1  4- «7^1  4- w*' 4- w*' 

Es  ist  femer  N(i  -f-  tr)  =  —  13 ,       iV(i  —  tr)  =  N(w)  =  — 181 


p 

/K) 

467 

1  4-  tr,,  -  (^  -*-  "^  ) 

857 

tr^  4-  o;"  4-  u^'' 

V,  4.     p  =  91m  —  22  ,  —  29  ; 

tr^  =  w*-  4-  oü-"''  4-  w"''  4-  c«-'-  4-  w"''  4-  w""'' ,     n(t»^)  =  1  ; 

Wj^  wie  V,  1  u.  2,  tTj,^  =  3(w"'' 4- cü'*'')  =  3|rj3^,    zweigliedrige  Perioden   der  7ten 
Einheitswurzeln ; 

trj  =  6  4-  2try  4-  tüj,  -f-  2w^^  ,  ar^tiTg  =  —  1  —  tr,  -f-  tr^  —  ^w^^  , 

tr^tF^y  ==  -  1  4-  07,  4-  tTj  4-  07,^  4-  w,g  ,  tp^tr^,  =  3(trj,  4-  07^^)  . 


*)     Hier  ist  Wj   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems: 
a7,4-«r3  5  ^=  — (ü»** -f- w^'),         tr,trj5   =:  — 3  4- 2(w*«  4- w«')  (mod. />).     Vgl.  II,  1  wegen  der 
Congruenzwurzeln  für  die  Perioden  tr^r. 
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71  =  91 

Congriienzwnrzeln  mod.  p,*) 

(Für  alle  hierher  ^ehOrigtMi  Primzahlen  p.) 


V 

^i 

^3 

^5 

6 

^9 

251 

—  95 

-M03 

-+-  93 

O 

—  G 

—  120 

433 

4-  45 

—202 

—  113 

-^  38 

-180 

-208 

797 

—  134 

—  330 

—325 

+  170 

4-243 

4-370 

881 

-h  22 

—375 

—291 

—  371 

4-2C8 

4-115 

V 

10 

«'ii 

15 

tr 

18 

tr 

V3 

27 

251  . 

-4-109 

-+-  12 

■4-  19 

4-  98 

—  87 

—  123 

433 

—  197 

-^  40 

—  15G 

—  118 

—  123 

—  128 

797 

—  193 

-4-236 

-4-238 

-f-  20 

4-153 

4-350 

881 

-MÖ2 

-f310 

—  84 

—  82 

—348 

—  196 

/((Tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(w^  =  —  p. 
Für  p  =  251   ist  /(cTj)  =  2  4-  oTj  -f-  tr,  ;         für  jp  =  797    f(w^)  =  3  4-  tr^  4-  tr^,,  4-  tr^^  . 
Femer  ist:   A\2  4-  tr^^  —  tr^^)  =  —  29  .  433  ,  A\2  4-  tTj^  —  tr^^)  =  —  29  .  881  , 

iV(2  4-  tr^j  —  tTjj)  =  —  29  .  797  ,         N(\  —  tr)  =  29  ,  iV(l  4-  tr)  =  113  , 

A^(2  4-  tr)  =  13  .  251  ,  iV(2  —  tr)  =  2843  , 

womit  auch  die  Primfactoren  der  übrigen  Primzahlen  p  wenigstens  in  gebrochener 
Form  gegeben  sind. 


V,  5.     JD  =  91m-4-3,  — 30:     3,     61,     367,     607,     971; 


9r 


.27r 


w^  =  et'''  4-  ot-  *■  -4-  cü'"'  4-  w"''  4-  w 


-lOr 


ot; 


-30r 


,      ri(tr^)  =  81  .  61  ; 


cTj,^  =  —  1,    «-yr  =  2(tt.-^'^4-ct"'^4-c«;"')  =  2»J^^,   dreigliedrige    Perioden    der  ISten 
Einheitswurzeln ; 


'  r=  tr    —  2(r     -4-  2tr     —  2x     ,         tror      =54-tr4-op4-op     4-ir       etc. 


X.     = 


*)     liier  ist  tr^  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  6  Congriienzen,  deren  erste: 

tr4-ir4-tr4-tr     4-tr     4-tr      »=  —  w        (mod.  p), 
des  anderen  von  4  Congnicnzen,  deren  erste 

oCj  4-  ocg  4-  tTjj  4-  tr^y  ^  "  (^^  +  "^**)     ^™"^-  ^^- 


_  375 

n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


p 

3 

^1 
+  1 

tr 

3 
—    1 

^4 

0 

^5 

4-  1 

^8 

0 

w 

10 

—  1 

61 

4-  20 

—  17 

—  11 

4-  22 

—  11 

—  21 

367 

—  78 

—  97 

4-  48 

4-  11 

4-  96 

4-103 

607 

+278 

4-161 

4-227 

4-175 

4-214 

4-111 

P 
3 

tr 

16 
—   1 

4-  1 

tr 
0 

tr 

23 
—   1 

29 
0 

^46 

—  1 

61 

—  12 

4-  29 

4-  1 

—  6 

4-  7 

0 

367 

—  173 

—  101 

4-137 

—  11 

4-  54 

4-  12 

607  4-119         —  15         4-143         —  81         4-294         4-196 

Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(w^^)  =  81  .  61  ,  iV(l  4-  wj  =  729  .  13  , 

N(l  —  tTj^)  =  729  .  61  ,  N{w^  4-  tr^,)  =  243  .  367  . 


V,  6.     p  =  91m  — 4,  — 23:     269,     523,     887,     997. 
tr^  =  w'-  4-  w-*'*  4-  ou'"'-  4-  w'-^''-  4-  w"''''  4-  c«""'* ,     n(tr^)  =  13' ; 
Wj^  wie  V,  5,   tr^,^  =  —  1  ; 

Wj  ==  tTj  4-  2«;^  4-  2w^^  4-  «fjg  ,  ^1^4  =  3  4-  tTj  4-  w^^  4-  Wj^  4-  of^j  etc. 

Congruenzwurzeln  mod.  jp,  z.  B.**) 

fi  OtT  tXT  tICtXTtXTtXT  (FtXT  tVtZTtXTQT 

^  l  3  3  4  5  8  9  10  11  15  "-25  SJ 

269      —67      —115      —124      —81       4-73       4-57       4-105      —108      —26      —28      4-23      +23 

Normen  complexer  Zahlen  in  ij. 

N{w^^  —  tPjj)  =   13  .  107  .  269  ,  A-(l  +  tu)  =  13  .  547  ,         N(l  ^  m)  =  1483  . 


*)     Hier  ist  w ^.  eine  beliebige  Wurzel  des  CongrnenzeDsystems  (mod.  p) : 

tr   +  tF     4-  w      ^s  —  X-w     .  w  w     +tX7tr^+tÄTtÄT    =  —  tr     4-  i-w 

1  ^^       1«  ^^       29  »14»  1     1«  ^^       16     29  ^^       29     1  28  ^^  «     49  ' 


tr   OCT      XXJ 
1     16     39 


=  -  1  +  ftr^  +  ^tTj^  -  2tr,, 


**)     Hier  ist  w^   die  absolut  kleinste  der  3  Wurzeln  des  Congruenzensystems,  dessen  erste 

ocr^  +  tTj  +  tjcfjj  ^  —  oFj^  (mod.  />). 


376 


n  =  91 
V,  7.     p  =  91m  —  36,  —  43  ; 


07. 


w 


t*i 


-J6r 


a;"r    ^  ^37r  ^  ^^.aSr  _^  ^-43r  ^       n(g^^)    ^    27  ; 


Wj^  wie  V,  5  u.  c,     oTj,^  =  3(w^''*  4-  cü"'')  wie  V,  4  ; 

otJ   =  tr,  +  Str^j  -4-  07,^  -+-  2r^^  ,  ar^OT,  =  x,  4-  2(r^  +  2tr,,  +  07^,  , 

(T^tTg    =    —  2  —  a7j,  -  OT^g  —  loTjj^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p), 

2  i 

—  67 
-+-     1  —   82  —200 

—  121  —173         —143 


1  "» 

22         —  31 


P 

139 

419         —159         +  17 
603         4-22         —     1 


^3  ^4  "^6 

—   19         —  43 


601 


4-284 


4-212         —  75         —282  —211 


^8 

4-  4 
—  46 
4-  70 
4-  45 


P 

139 
419 
503 
601 


tF. 


10 
—  64 
—232 
4-  65 


11 

—  51 

—  171 
4-118 

—  14 


II 
63 

—  199 

4-  84 

4 


^18 

4-  27 
—  33 
4-  32 
79 


3» 

—  65 


50 

—  98 

—  68 


36 

4-  56 
4-  49 

—  60 

—  38 


P         /(tr,) 
419      1  — OF. 


X^i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p**) 


P       A^,) 

503     1  4-  tTj 


P 
601 


2 


/(»-x) 


78 


.98 


70 


.84^ 


13 


-  i,.  oder  u;"4-w"-(c«"4-w'''4-to") 


S8 


*)     Hier  ist  ocj  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems: 


trj4-«r,-ftrg  =  - 


w 


14 


tr 


IT  4-(r  w   4-  tr  ocf    ^s  — tr    — 2tF 


OT  txy  or 

13     9 


^  -3-w„-f 


49 


und  eines  zweiten  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

tr,  4-  tr^  4-  tr„  4-  tr,^  =  —  (w^  4-  <*•**)  (^^d,  p). 

X  6  8  So  '     ^ 

♦♦)     Fflr  p  ==  139  ist: 
iSr(tr^^+w'4-c«;"4-w")  ^  A'(2-w'-w"-u;"4-w''-fa;")  =  iV(l4.aTg-(«"-w'»)  =  139.29^ 

A\l  —  tTj  —  w"  —  w")  =  139  .  113  ,         iV(l  4-  2w"  4-  2ct"  —  w"  —  w'^  -  w'*)  =  139  .  211  ; 
Femer  ist: 


A'(l  4-  tr,g  4-  w^  4-  u.'-'*  4-  w")  =  27  .  601  , 

A\2  4-  ?r)  =  13  .  2687  , 


A^(tr)  =  27  , 
A'(2  —  tr)  =  47459  . 


377 

n  =  91 
V,  8.     p  =  91m  —  25  ,  +  40  ; 

13  te  Wurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

131,     157,     313,     521,     677,     859, 

auch  hier  keine  anderen  Primfaetoren  als  die  p  =  I3wi  -+- 1  (vgl.  X  =  13,  I.). 


V,  9.     p  =  91m  —  3  ,  4-  30  ; 

m^r  wie  V,  1,    oFjj^  =  2(w"'*-i- w"''-i-w"'*),   dreigliedrige  Perioden   der    7ten  Ein- 
heitswurzeln ; 

w\  =  w^-h  2Wj  -i-  2trg  +  tTjj  ,  ocr^oTj  =  6  +  tr^  -i-  or^  +  Wj  -f-  w^^  +  ocTj  ^  , 

TP   TP         ^=    —  1  "4-  OF     -4-  W     -I-  tXT        -4-  TT 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen) 


p 

179 

07 
1 

+  7 

«^3 

—  15 

*3 

—  70 

«^4 

—  63 

«^5 

4-  18 

—  23 

907 

4-  29 

+124 

4-275 

4-  76 

4-267 

4-  69 

P 
179 

—  82 

w 
4-  42 

w 

15 

—  42 

«^16 

4-  70 

w 

19 

—  21 

^.8 

4-  1 

907 

—250 

—  143 

—333 

—  114 

—  33 

4-  34 

Normen  complexer  Zahlen  in  tr* 

N{1  —  (r„)  =  9  .  179  ,      N(l  —  Wjj  —  (Tjg)  =  9  .  907  ,     N(2  4-  tp)  =  9  .  14557  , 
N(2  —  (p)  =  13469  ,  iV(l  4-  w)  =  11621 ,         iVi((p)  =  337  . 


*)     Hier  ist  w^    die   absolut  kleinste    der   drei  gemeinschaftlichen  Wurzeln   iEweier  Systeme 
Ton  je  6  Congmenzen,  deren  erste: 

tr^  4-  Wj  4-  tp^  4-  tTjj  4-  Wjg  4-  a7jg  ^  —  w^^ , 
oCj  4-  OTj  4-  tp^  4-  tPg  4-  tr^j  4-  tp^^  ^  —  \w^^     (mod.  ;>). 

48 


378 


n  =  91 
V,  10.     2?  =  91m +  4,  4-23:     23,     277,     569,     641,     751,     823; 


tr^^  wie  V,  9,  desgl.  tr,,^; 

trj  =  Wj  +  2trj^  4-  2nTj^  4-  tTj^, , 


(*} 


-llr 


.33r 


+  w"'^ ,     n(tF^)  =  4  .  653  ; 


w 


i^ir  =  6  +  «Tj  +  Wy  +  tFg  +  «Tii  + 


''l»- 


Congruenzwurzeln  mod.  j3,  z.  B.*) 


p 

23 

+  11 

BT 
3 

—    11 

w 
—     5 

^5 

4-     9 

TT 
9 

—       5 

11 
—     7 

569 

+188 

4-147 

—  168 

4-124 

—  59 

4-256 

641 

+     6 

—  125 

—  127 

4-227 

4-  23 

4-310 

23 

^15 

+     7 

—     2 

w 

19 

—     7 

w 

33 
—       8 

4-     1 

w 

38 

—     5 

569 

4-253 

—270 

4-  50 

—  37 

—  38 

4-124 

641 

4-  42 

—225 

—269 

—  18 

4-162 

—     1 

Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(l  4-  w,g)  =  16  .  641 ,  N(l  —  tr,^)  =  256  .  23  , 

N(rp^  —  OTjg)  =  4  .  13?569  ,  N(w)  ==  4  .  653  . 


V,  11.     p  =  91m  4- 36,  4-43: 

tr^  =  C(y4-w       4-w       4-w 

Wy^  wie  V,  9  u.  10,     (Tjj^  =  6w"'* ; 

trj  =  4w**  4-  tTj  ,  w^w^  =  —  3  , 


43,     127,     491,     673,     953; 


n(tr,)  =  729  ; 


w 


39r 


(*} 


43r 


w  w    =  —  3 

*1     8 


!lU 


.6S 


w  w       = 
1    11 


=  6w 


14* 


*)     Hier   ist  tv,    irgend   eine    Tnicht   eben   die  absolat  kleinste)   der  drei  gemelnschafUicheo 
Wurzeln  zweier  Systeme  von  je  6  Congruenzen,  deren  erste: 

Wj  4-  w,  4-  Wj  4-  w^,  -h  o^j,  4-  v^^  ^  —    tr.     und 


14 


07^  4-  tFj  4-  »"j  4-  Wj  j  4-  Wjj  4- 


07 


93 


—  ^m        (mod.  p). 


379 


P  tTj 

43       —  5 
127       +40 


+  4 


n  =  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


tr. 


w. 


tr. 


w. 


3  4  5  6 

4-  6       —19       —  2       —  8 


«^8 
+    1 


07 
9 

—20 


«^11 
+21 


—52       +10       +  5       +57       —35       +23       +20       —13 


CT 
18 

+  10 

—61 


w 

34 
+  16 

—26 


CT 


«7 


—  3 
+33 


Für  ;?  =  43  ist  f(w^) 

N(l  +  tr)  =  29'  , 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

1  — tTg  das  Quadrat  des  idealen  Primfactörs;  femer  ist 

N(2  +  Wj)  =  43  .  673  ,  N{1  —  tr^  +  w'*)  =  29  .  127  . 


.9 


V,  12.     p  =  91m +  25,  — 40; 

OT^  =  a;''  +  w"'-  +  a;-"'-  +  c«-"''  +  w""'"  +  w""'" ,     n(aT^)  =  64  ; 

3(w''"  +  a;»*0  wie  V,  3,  07^,^  =  2*^3^  wie  V,  9; 


Congruenzwurzeln  mod.  j?.**) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen) 


tr. 


tr. 


07. 


07, 


P  _>                           „  ^  „ 

^  "1                          9  1  4 

233  +  16  —  59  +107  +  85 

389  +131  —  78  —  61  —  30 

671  —  6  —264  —  17 


07. 


07. 


5         "'S 

—  74    —  90 


+183    +  89 
+149    +  52    —166 


p 

233 

07 
"^8 

+  92 

07 
12 

—  23 

+  37 

«^17 

+  38 

^24 

+  12 

07 
U 

+  93 

389 

—  37 

+  67 

+142 

—  146 

+165 

—  35 

571 

+  85 

—  91 

+  93 

+  71 

—  7 

+102 

Normen  complexer  Zahlen  in  &. 

N(l  +  OFg  +  w**  +  w*')  =  233  .  53  ,  -^(«'iT  —  w"  —  w^^)  =  25  .  389  , 

N(l  —  07j  +  07j^)  =  25  .  571  ,  N{w)  =  64  ,  N{1  +  07)     und     N(l  — 

geben  vierziffrige  nicht  genau  bestimmte  Zahlen. 


07) 


*)    Hier  ist  tr ,   linear  bestimmt  durch  07  j  w  ^  ^  =  07  j  ^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  des   Systems  ocr+or    ^  —  w'*,         0707    ^  —  Zm^^        ^^^    eines   zweiten    von    6  Con- 

18  18 

grnenzen,  deren  erste:  07^  -|-  07^  +  tr^  +  tr^  +  07^^  +  07^^  ^  —  07^^     (mod.  p). 

••)     Hier  ist  07,   die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

^1  ■*■  "^11  ^  ■"  i^i4  »  "^1^12  ^  *  -*-  f  ^7     (™®*^-  ^)» 

und  eines  zweiten  von  6  Congruenzen,  deren  erste:     w   +ir    +tr    +07+07+07^^^  —  "J"^*« 


(mod.  p.) 


48* 


380 


n  =  91 

VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
6  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  8  Fällen,  wovon  7  primitiv: 

VI,  1.     ^  =  9l7n  +  2  ,  +  32  ,  4-  37  ,  —  45  : 
2,     37,     137,     401,     457,     487,     683,     821,     947 

n(aT^)  =  32  .  23  ; 

tTy^  =  —1,    oFj,,.  =  4(to"'*  +  cw"'' +  oy*-'^)  =  4ljj^,    dreigliedrige  Perioden   der  7ten 
Einheitswiirzeln ; 

tTjir^  =  1  +  w^  4-  07^3  +  tTj,  +  3aTjj  . 

Congrueuzwiirzeln  mod.  jp,  z.  B.*) 

P  ^1  °^J  «^9  «^11  «'iT  «^19 

2  11110  1 

37         —4         +15         —16         —  8         —15         —8 

137         —2         —37         —47         +66         +16         +5 


Normen  complexer  Zahlen  in  y  - 

N(is^^)  =  32  .  23  ,  A^(l  —  (t)  =  512  ,  A^(l  +  tr)  =  8  .  7  .  23  , 

N{is^^  —  w^^)  =  37  .  8  .  7  ,  N{2  +  w^)  =  16  .  137  . 


VI,  2.     ^  =  91wi  —  2 ,  —  32  ,  —  37  ,  +  45  : 
59,     89,     227,     241,     271,     409,     509,     691,     773,     787. 

tr^  =  oy»-  +  i^-'"'  +  w*'-  +  u;-«'-  +  w"''  +  ou""''  +  w-"»-  +  oü""'*  +  w"'''"  +  w"»-  +  w"''  +  «**% 

n(ocr^)  =  4  .  107  ; 

Wy^  =  —  1  ,  (Tjj,.  =  —  2  ;  tTjCTj  =  11  +  2aTj  +  2aTj  +  Zw^  +  3»^^  . 


*)     Hier  ist  v,   die  absolat  kleinste  Wurzel  des  Congruenzensystems : 

trj+(r,+aTjj  =  -^«^,9  »       «^]°'9+«'9^ji+^n"'i  =^  '*+l^n  '      ^i^^s'^ii  =  — 16+3w,, 

(mod.  /)). 


381 

n  ==  91 
Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


p 

59 

w 
1 

—  1 

^3 

+  12 

«^3 

4-  11 

^5 

—  18 

9 

4-  20 

15 

—  23 

89 

—  2 

—  17 

—  6 

4-  43 

4-  24 

—  41 

227 

—  7 

—  18 

—  69 

4-  32 

—  85 

—  74 

241 

—  7 

—  60 

4-107 

—  71 

—  114 

-  95 

271 

4-  26 

4-  58 

4-103 

4-  48 

—  124 

—110 

409 

4-  40 

4-  77 

4-152 

—  114 

—  55 

4-105 

691 

■4-135 

—259 

4-328 

—218 

4-306 

—291 

787 

—  14 

4-  38 

—390 

4-  77 

4-362 

—  72 

Normen  complexer  Zahlen  in  y  • 
N(i  — w)  =  4 .  23 ,  N{w) 

N{1  4-  Wj)  =  4  .  7  .  59  ,  N(2  4-  w^) 

N(2w^  4-  tüj^  4-  Wj)  =  227  .  509  ,  iV(4  —  Wj  —  tr^  4-  or^) 

N{1  4-  2oTj  —  OTj)  =  4.7.  787  . 


4 . 107 , 

4.13.89, 

271.241, 


VI,  3.    ^  =  91m  4-  5  ,  —  18  ,  4-  31 ,  —  44  : 
5,     31,     47,     73,     229,     577,     593,     619,     733,     941,     983; 

w,  =  c«'-4-w*''4-u;"'-4-c«"''-i-w-"'-4-w"''4-c«-"''4-w-"''4-u;-'''*4-w-«''4-c«-*^       uj'' 

n(or,.)  =  5  .  31  ; 

^Wjr9  viergliedrige  Perioden  der  13ten  Einheitswiirzeln,  w^^^  =  —  2; 

w\  =  —  6  4-  |try  —  -J-OTjg  4-  Wiß  ,  w^rr^  =  8  —  Wy  4-  far^g  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.  **) 


p 

5 

CT 
1 

0 

w 

3 

4-  1 

«^4 

4-  2 

«^8 

4-  2 

'^IG 

4-  2 

^17 
—  l 

31 

—  5 

—  3 

0 

4-11 

—  6 

4-  4 

47 

—  1 

4-  7 

4-  1 

4-15 

4-18 

4-  8 

73 

—  2 

—15 

4-22 

—  10 

4-35 

4-22 

229 

—48 

—  74 

4-47 

4-94 

4-35 

—53 

*)     Hier  ist  (Vj   die  absolut  kleinste  der  sämmtlichen  6  Congruenzwurzeln. 
**)     Hier  ist  or,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Congruenzensystems : 
Wj  4-  «Tg  ^  —  ^w^^  ,  tr^ocTg  ^  8  —  Wy  4-  f  tr^^     (mod.  p). 


382 


n  =  91 
Normen  complexer  Zahlen  in   Ir  . 
AV^)  =  N(i  -  w^)  =  N(i^^  -  tr^g)  =  5.31,  N(i  ^  w^) 

N(2  4-  tTj)  =  13  .  73  ,  A"(l  -  OT^  -  ij^) 


5.47, 
5 . 229  . 


VI,  4.     p  =  91m  —  5  ,  +  18  ,  —  31  ,  +  44  ; 


.    -37r     ,     .  44r     ,     .    -38r 
-40, 


tr,  =  tt;'-  +  ct-''^  4-  w"''  4-  w-'*''  4-  w""''  4-  c;-"'" 


Wyr  =  34ryr  wie  VI,  3,     (Tjj^  =  ^ofrur»    dreigliedrige   Perioden    der    7ten  Einheits- 
wurzeln ; 

w\  =  —  4  4-  tTj,  —  -J-tr^  4-  tTj  4-  2ar^  4-  4r^  ,  w^w^  =  2  —  or^  4-  2(r,  —  tr^  , 

or^or^  =  8  4- 4-0^,  +  lt^,8  '  ^1^18  =  f^i4   (^^^^   ^^ia)' 

Congruenzwurzeln  mod.  j?.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


P 

109 
151 
359 
499 
541 
863 


1 
51 


tr. 


j 

-h     1 

—  13  4-20 

—108  —177 

4-202  —  85    —234 

4-  34  —241    —167 


IT 


5 

27 


8  "4 

4-39    —  22 

4-45    4-63  —  67 

4-17    4-55  —160 

4-35  4-16 

4-254  4-266 


-1-12    —  54    —239    -hl60    4-149 


^6 

-^  14 

—  47 
4-  15 
4-  67 

—  145 

—  27 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(tr,) 

P 

/(OT,) 

;' 

A^,) 

109 

l-OT, 

359 

Wj  4-  tTj  —     OTj 

541 

tr   —  w   4-  tr 
1          «  ^^     » 

151 

2  —  tTj  —  Wj  4-  tr^ 

499 

tTj  4-  07,  4-  2irj 

863 

1  —  tr    4-  tr    —  tr 

*)     Hier  ist  tr,   linear  durch  tTjW**  ^ff  2cÄj4  (mod.  /;),  sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel 
der  beiden  Coiigruenzensysteme  bestimmt: 


tTj   4-  ^5    =    —  ^ 


14 


tTjtTj  ==  8  4-  ti^  4-  2^-^^   (mod.  p),   und 


rr. 


".  +  '•4  =  -  hi 


tr 


tr   4-  tF  tr    4-  tr  tr    ^=  8  4-  44> 
1    j  ^^     3    4  ^^     4    1  "  ^^ 'a*j9  » 


tTjtF^tr^  =  2  -"  «r,9 


(mod.  p). 


383 


w  =  91 

VI,  5.     p  =  91m  4-  6  ,  —  15  ,  +  20 ,  +  41 : 

41,     97,     167,     293,     349,     461,     587,     643,     769,     839; 

w,  =  w»-  -f.  w^'-  -4-  («;"'•  4-  w"'-  4-  c«"'-  +  oo*"-  +  u;-"'*  -h  ^'^^  4-  w"'*  4-  u;-*'"  4-  w*"-  4-  w""'* , 

n(aT,.)  «  337'; 

oFy^  =  —  1,     tTjj^  =  6(w"''4- w'*'^)  =  6ärj,,.,    zweigliedrige  Perioden  der   Vten  Ein- 
heitswurzeln ; 

txrj  =  —  6  4-  4(w"  4-  w")  4-  w,  ,  or^OTg  =  7  —  3(tti"  +  w")  . 

Congruenzwurzeln  mod.  jp,  z.  B.  *) 


p 

41 

07 
1 

—  9 

tr 

8 
—  10 

w 

3 

—  16 

tr 

4 

—  14 

tr 
—  4 

«'s 
4-  13 

97 

4-  4 

—  45 

—  1 

—  29 

4-  4 

—  29 

167 

4-  37 

—  61 

—  21 

4-  66 

4-  36 

—  56 

293 

—121 

—  140 

—  106 

4-  52 

—114 

4-137 

349 

—139 

—  51 

—151 

—  76 

—  82 

4-161 

461 

—  140 

4-102 

—  66 

—  155 

4-  93 

4-167 

Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N(l  —  tF)  =  N(w)  =  337  ,  N{1  4-^3)  =  7  .  97  , 

iV(c«"  4-  w"  —  Wj)  ==  13  .  41  =  iV(w"  4-  w"  4-  w^)  , 

N(2  4-  OTj  4-  w"  4-  w^')  =  13  .  167  ,  iV(2  4-  w^  —  w'*  —  w")  =  13  .  293 


VI,  6.     jp  =  91m  —  6  ,  4-  15  ,  —  20 ,  —  41  : 
71,     197,     379,     449,     617,     631,     743; 

w^  =  —  w'*'',    7te  Wurzeln,  also  dieselben  Primfactoren  wie  bei  X  =  7,  I. 


*)    Hier  ist  w^  die  absolat  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems 

tr^  4-  OTj  ^  —  (w"  4-  w") ,  w^w^  ^  7  —  3((w"  4-  w**)     (™od.  />)• 


384 


n  =  91 

VI,  7.     p  =  91m  4- 11 ,  —  19  ,  —  24  ,  —  33  : 

11,     67,     149,     163,     193,     331,     431,     557,     613,     709,     739,     977; 

+  w-'»*  -f.  w-"** ,     n(tr^)  =  827  ; 

oPy^  =  —  1,    ocr^j^  =  4j-jj^,  dreigliedrige  Perioden  der  7ten  Einheitswurzeln ; 

w\  =  2  +  tTjj  —  rr^  —  2oF^  4-  2oPg  ,  tr^ocr^  =  1  4-  cr^j  +  307^  -+-  tr^  +  tr^  , 

w^w^  =  10  +  OTj  4-  tTj  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  *) 

P  W^  (Tj  tTj  tr^  OTj  a7g 

11  4-1  4-3  4-2  4-1  4-4  4-1 

67  —  1  4-28  4-29  —  15  —  29  —  11 

149  —  6  4-  ö3  4-42  —  12  4-46  4-  27 

163  —  32  —  39  4-55  —  66  4-13  4-70 

193  4-63  4-82  4-79  —  71  —  34  4-75 

431  —  11  —  55  4-36  4-108  4-130  —207 

557  —  28  4-233  —  57  —  71  4-55  —131 


Normen  complexer  Zahlen  in  y . 
N(i  —  tTj)  =  11»  ,  N{1  4-  tTj)  =  7 .  67  , 

N(2  —  m^)   =  11  .  191  ,  N{w^  4-  cü*'  4-  w"  4-  w")  =  9  .  67  , 

N(l  —  2aTj  4-  w"  4-  w"  4-  w*')  =  8  .  163  .  67  ,      A"(2  -  tr^  4-  w"  4-  w"  4-  w")  =  9  .  193  , 

N(2  4-  oF^  4-  oTj^)  =  7  .  557  . 


*)     Hier   ist   w^  die  absolut  kleinste  der  drei  Wurzeln  des  Systems: 
w^  4-  tTj  4-  oTjj  =  —  *3^  ,       iTjtr,  4-  tTjtr^  4-  tr^Wj  =  4  4-  9*^,  ,       w^w^w^  s  —  15  4-  14*,^ 

(mod.  p) 
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n  =^  91 

VI,  8.     p  =  91m  —  11 ,  -f.  19  ,  4-  24  ,  +  33  : 

19,     353,     383,     397,     661,     929; 

07^  =  o;»-  4-  oü-"»-  -f.  u;'^'-  -f.  to»*»-  +  w-'^'-  +  w"»-  -h  tt;-"'-  +  w"'-  4-  £«;''■  4-  c«-'''  4-  c«-"'4-  t«;"^ 

n(ar^)  =  9.  170; 

07^^  =  —  1  ,         a7jj^  =  —  2  ; 

opj  =  —  4  4-  2tr^  4-  «Tj  4-  2trj  4-  4(rg  ,  w^w^  =  13  —  oPg  —  07^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.  *) 

;>             Wj              tr,  OTj  07^              w^  tüjj 

19  —  1  +3  —     6  4-8  4-4  —     7 

353  4-  4  4-102  —   19  —  95  —  13  4-22 

383  —92  4-  97  4-141  —113  —134  4-102 

Normen  complexer  Zahlen  in  y  • 

N{\  4-  Wj)  =  7.9.19,  N(l  —  w)  ==  2003  (p  =  91wi  4-  1) , 

N{2  4-  (T^  4-  tr,  —  ocTg)  =  9.13.  353  . 


*)     Hier  ist  w^    die  absolut  kleinste  der  6  Congraenzwurzeln. 

Anmerkung  zu  n  =  91.     Es   gibt   hier  Summen   von  24  Wurzeln,   welche  eine  eigenthfimliche  Be- 
deutung haben,   ohne  Perioden  zu  sein,   und   der  wirklichen  Berechnung  der  Congruenzwurzeln  hin 
und  wieder  zu  Grunde  liegen,  niimlich: 
y^  -  oü»-  4-  oü"-  4-  w*»-  4-  w""  4-  o,'^'  4-  w'"-  4-  t«""''  4-  w"'  4-  w"'""  4-  w""''  4-  o;"''  4-  w"**'^ 

4-  uf-^  4-  t^'^"  4-  c«^-*''  4-  ««;-"'  4-  («;-"'•  4-  w-"*^  4-  w"*"  4-  o;""''  4-  w"'  4-  w'*''  4-  w""^  4-  w**'' 

und 

j?^  =  w»-  4-  o;""  4-  to*'*  4-  a;"»-  4-  w""'^  4-  «-'•''  4-  w""  4-  w-""  4-  w"*''  4-  u^'""  4-  u;"''  4-  »"'' 
4-  to"»-  4-  c«"'-  4-  w*'"  4-  w"*-  4-  o;-"''  4-  o;"'"  4-  »-"''  +  w""''  4-  W'^  4-  «-'*'"  4-  w'*''  4-  w"**'' ; 

yi  >  yj>  y«  ^^^  ^>®  wurzeln  der  kubischen  Gleichung  y*  —  y'  —  30y  4-64  ==  0 ; 

«,,z,,«^  —  —  —  «» —  2' —  30z  — 27  =  0. 

49 
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71  =  93 

l.     p  ^  93m  4-  l :     373. 

60   primitive  Wurzeln,    durch   welche   die   nichtpriinitiven ,    d.h.    die   31  teil   und 
3teu  Einheitswurzelu ,  ausgedrückt  werden  können,  mittelst  der  Gleichungen; 


M 


CO 


w 


so 


-4-1=0, 


'M 


90 


-4-  u;*^  4-  w^*  4- .  .  .  +  w®  4-  w*  4-  l  =  0  . 


II.    j;  zum  Exponenten  2  gehörig. 
30  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  l,     p  =  93/n—  1  ; 


OT. 


'M 


(fj 


—r 


ll(^r)   =    1  . 


^l^k 


=  ^*-i  +  ^*+i ; 


«Tj^  =  w*'*  4- w""* ,  zweigliedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswurzeln,  trjj^  =  — i. 

Congruenzwurzeln  mod.  ]:>.•) 


V 

OP, 

w^ 

^. 

tr. 

^^ 

oc'» 

OP.^ 

tr,. 

tr  . 

ti^, . 

m 

1 

9 

4 

5 

7 

8 

10 

11 

13 

14 

557 

4-110 

—  156 

—  174 

—  199 

—  145 

4-196 

4-  52 

4-168 

—    11 

—143 

743 

4-  31 

4-216 

—  155 

—  325 

—336 

4-247 

4-117 

4-  92 

—     9 

—  42 

929 

—  195 

66 

—  291 

4-  17 

—  252 

4-140 

4-287 

—  118 

4-463 

4-330 

p 

w,^ 

tr.. 

tt^.« 

ttf  ^ 

tr  ^ 

w 

tr 

tr  ^ 

w 

tr 

Ä 

16 

17 

19 

10 

23 

23 

25 

26 

28 

«9 

557 

—   19 

4-261 

4-   68 

—  83 

—  185 

—   12 

—   70 

4-119 

—  162 

4-212 

743 

4-  81 

4-  89 

—287 

4-313 

4-289 

-288 

—  127 

4-  79 

4-276 

4-  36 

929 

4-  89 

4-  79 

4-143 

—314 

—   13 

—  25 

4-  19 

—232 

4-205 

4-272 

p 

^.« 

w. . 

Ol^-. 

0F-- 

TT 

oc  * 

tr  , 

tr  . 

tr. 

07 

A 

S1 

34 

3S 

»7 

18 

40 

41 

43 

44 

4« 

557 

—  198 

4-165 

-175 

4-  63 

4-166 

4-203 

4-234 

—  115 

4-246 

4-142 

743 

—  128 

—254 

—  192 

—355 

—  106 

—  109 

4-295 

—219 

4-303 

—274 

929 

—442 

—264 

—  338 

4-218 

4-     9 

4-120 

—  60 

4-359 

4-167 

—306 

Was  hier 


*)     Hier  ist  tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems: 

s  —  1  4-  OT,,  (mod.  p). 


tr    4-  tr      ^s  —  tF     . 

1  ^^       33  *30  » 


tr  TT 

1      33 


«^8>       «^6»       ^9'       ^13'       "^15»       ^1»»       ""31'       ^34»       ^2T  »       ^30»       ^33»       ^36       ^39» 


heisst  (X  SS  31,  II.)  resp. 
*?o »       ''9 »       '^i »       ^^3  >        ^i* 


^\o  »      ^^13  ' 


»Jij,       »?,  I 


'14 


lg  »         ^4  >       *Jji  > 


^43»       ^4»» 


Vj  i         *?4  • 
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n  =  93 
/(oT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


557        1  ~  «r^j  4-  tTj, 


743     l-tr,,4-aT„ 


1  +  tTj  4-  tr^^ 


929 


II,  2.     p  =  93m  — 32: 
61,     433,     991 ; 

w^  =  w'^  +  w-"'", 

n(aT^)  =  1;   Wj^  wie  11,  1,  oTjj^  =r  2w'*'*,  dritte  Einheitswurzeln; 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*) 


P 

61 


1     81 


2w     . 

8J 


w. 


w. 


1  "8 

4-20         4-1 


4 

—  25 


w 


i 
21 


w 


1 
17 


07. 


«f. 


tr. 


e  10  11 

—   18       —   12       —  11 


^18 

+  16 


tr 


14 

12 


61 


OCr. 


W, 


OT. 


W, 


16  1«  ja  35 

—  7       4-19       —  27        —  6 


w. 


OF. 


W. 


w. 


07. 


OT, 


98  8»  85  88  41  "44 

—  4        4-16       —  20       4-23       4-27       4-25 


P 
61 


w. 


07. 


07. 


«7, 


4T  "'S©  "58  "56 

—  30        4-3        4-15       —  17 


tr 


07. 


07, 


07. 


07, 


59  "^64  ""«T  ""TO  "78 

9        —   14       —  11        4-8        —  29 


-h  15 


Normen     complexer  Zahlen  in  «»• 

N(\  —  07,)  =  91  .  3907  ,  N(l  4-  07)  =  iViim  (log  6  ,  9980  .  .)  . 


n,  3.     p  =»  93/n  -h  32  : 

311,     683, 

welche  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  3lm  4- 1  haben,  weil 
w^  =  w''4-w*''"  =  —  w*''"  auf  die  31ten  Einheitswurzeln  zurückkommt. 


*)     Hier    ist    07 j    völlig    bestimmt    durch    die    lineare   Congmenz   Vju*'  =  073^  (mod.  p)^ 
oder  als  gemeinschaftliche  Wurzel   des  Systems  ^   ^^^      ^^  —  «^     ,        fro7      ^  ^  "^  ^n  ^°^ 
eines  zweiten  von  15  Congruenzen,  deren  erste: 

o7j4-07^4-07,4-o7^^4-Wj,4-07jg4-o7j,4-a7„4-o7,j4-a7„4-o7,^4-w„-*-o7,o"*-"'T8-*-«^T«  =  ""*'"  (mod.p;. 

49» 
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n  =  93 

III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  =  93m  +  25  ,  —  26  : 
07,     211,     397,     439,     769,     811,     997. 

20  dreigliedrige  Perioden: 

op,^  =  w''' -4- üu^ ***-+- oü"'",  dreigliedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswurzeln, 

Congruenzwurzeln  inod.  /?,*)  z.  B. 

P  W  W  W  W  W  W  W  W  W  W- 

/-  Wj  <Aj  W^  Wj  fc«.j  Wj^  Wjj  «*/jj  Wjg  «/^y 

67       +14       —  24       +16       -f.     4       4-6       —   17       —     9       +20       +5       +14 
811       +286       +336       —231       —126       —167       —222       +     1       +198       +200       +176 


W— 

or 

tr^. 

W«« 

W., 

OP  ^ 

OP  . 

tr.. 

w  . 

w.. 

so 

33 

36 

39 

37 

40 

43 

44 

47 

IS 

p 

67       —     5       —   18       —  24       +13       —   17       +21       +12       —  23       +11       +2 
811       —  23       —348       +180       —  82       —  61       —  20       +199       —212       +  48       —131 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  jp  =  811  ist /(oTj)  =  1  — Wjj.     Von   den    übrigen   Primzahlen  p    hatten    alle, 
ausser  |>  =  67 ,  schon  bei  X  «=  31  ideale  Factoren. 
Femer  ist    N{i  +  w)  =  2857  . 


*)     Hier  ist  tv,   völlig  bestimmt  durch      w  oo^^  ss  tv        (mod.  p),     sowie  als  gemeinschaft- 

1  36 

liehe    Wurzel    des    Systems    tr+tr    ^  —  w  ^ ,         w  w    ^  2t   -^  w        und    eines   zweiten    ron 
10  Congruenzen,  deren  erste: 

tr.  +  tr+tr     +tr     +!r     +(f     +tr.  +  tr     +tr     +tr      i^?  —  w        (mod.  »). 

1  ^^       4     "^       10     "^       13     "^       16     "^       33  ^^       37     "^       40     "^       43     "^       51  w  \  r/ 

Was  hier  ay.tr.tr.ar.or.tr.OF.ar.OF.aT.  heisstX^  31,IIL 

**'j  >       **g>       «'j  »       '''la  »  18*  34'  33*  86*  48*  51*  »  •*— 
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n  =  93 

IV.     p  zum  Exponenten  5  gehörig: 

p  =  93;?l  +  4,4- 16,  — 23,  — 29:     97,     109,     163,     283,     853,     907; 

12  fünfgliedrige  Perioden: 

tr,^  ==  oü"^ +  «"'•  + («;*•' 4- tt;''*-l-u;"',     fünfgliedrige    Perioden   der    31ten  Einheits- 
wurzeln,  w^^^  «  öw"'" ; 

trj  =  tu,  4-  2tüj  4-  2w^^  ,  tTjOT,  =  2arj  4-  207^  4-  or,,  ,         tr^ar^j  =:  4  —  tr^  —  tu,^  , 

1    «a  sa 

Congruenzwurzeln  med.  p^  z.  B.*) 

P  nr  OT  tr  tu  tu  tu 

97  4-16         4-  6         —45         4-  2         —23         4-32 


P  TB  XD  tr  _  üj  nr  tr 

^  IS  14  IT  23  a4  46 

97  —44         +25         —24         —29         4-33         —45 


Normen  complexer  Zahlen  in   w. 

N(2  —  Wj)  =  64  .  97  ,  N(l  —  tr)  =  31 ,  N(l  4-  or)  =  1511 . 


V.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
10  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  93/1*  —  25  ,  4- 26  ; 
OT^  =  o;'-  +  w-"'-  +  t«-»«-  4-  o;-'"  4-  o;"'*  4-  w"'" ,     n(tiT^)  =  397  . 

tr,^  =  w"'4-w"''4- w"''4- w-"'4-w-^®'^4- w""'',     die    sechsgliedrigen    Perioden    der 
31ten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  —3, 


trj  =  6  4-  2ti7^  4-  tTj  4-  2tüj^  ,  tr^tr^  =  —34-  2ti7g  4-  nr^j  —  w 


94  • 


*)     Hier  ist  tVj   völlig  bestimmt  durch  aT,u^'  =  w^^  (mod.  f>),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Warzel  des  Systems :     txT4-txT    ^  —  w     ,  w  w    ^2tr4-2tr4-ar      and  eines  zweiten  von 

6  Congmenzen,  deren  erste  tr,  4-  ar.  4-  tr,.  4-  tr,,  4-  w,,  4-  tr^^  ^  —  w'^     (mod.  p). 

1  T  10  IS  84  4d 

Was  hier  tir,  ,  tr^  ,  tr,  5  ,  tr,,  ,  tr,,  ,  w^j,  heisst  >.  =  31,  IV,  resp.  lo  »  »Ii  »  »Ja  »  I4  >  »J*  »  1t  • 
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n  =  93 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(FQr  alle  hierher  gehurigeu  Primzahlen  ;>,  ausser  719). 


p 

347 

tr 
1 

—  66 

tr 
—  108 

^4 

+  95 

tr 
+  147 

tr 

8 

+  144 

tr 

10 

+  63 

tr 

13 

—136 

tr 

16 

+131 

^IT 

+  39 

+  39 

491 

—  118 

+236 

+  44 

—225 

—206 

—  165 

+  28 

—  70 

+  115 

—129 

677 

—  184 

—  22 

—  90 

—267 

+  62 

+342 

—  148 

+  104 

+309 

—105 

863 

+113 

—  225 

+  197 

+301 

—  152 

+424 

+  71 

+  66 

+351 

+826 

p 

347 
491 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     -A^CcrJ  =  —p, 

2  +  tr^  +  tPjj 


2  +  trj3  —  tr 


1  +  tr     — 


14 

r 

16 


P 

677 


1  +  tTjg  +  tr 


P 
863 


V,  2.     /?  =  93m  — 5,  +  37:     37,     181,     223,     367,     409,     739,     967; 


37/ 


tr^  =  »'•  +  au-*''  +  au"'"  +  o;""^  +  c«"'  +  w'^'  ;     n(tr^)  =  25  ; 
tp,^  wie  V,  1.,     tr,j,  =   6»"'^; 

trj  =  6w*'  +  tTj  +  2trj  +  20?^^  ,  ^i^si  "  ^^6  » 


tr 


tr     =  —  1  +  tr    —  tr     + 


tr 


94 


tr 


tF    s=6  +  2tr+tF     +2tv     . 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.**) 


tr. 


tr, 


tr. 


tr. 


w. 


tr. 


tr. 


r  -j  -«j  -^  ->j  -g  -j^  -jj  -,,j  -jj 

37         +11         +  8         —15         —  1  +13         —14         —  2         +3         +5 

367         +83         +52         +30         +   1         +60         —88         +49         —150         —158 


CT 
44 

—       7 

+122 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  367  ist  y^tTj)  =  1  —  tTj ;    für  ;?  =  37  aber  ist  N(l  +  w^)  «=  37 .  31 . 


*)     Hier  ist  w^   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  CongmenzensTstems : 


tF    +  tr     i^  — 
1  ^^      5 


tr. 


(T   tV 
15 


—  3  +  2tir^  +  tr,.  —  tr.^     (mod.  p). 


Was  hier  w,,  tr^,  tr,,  or,,,  or,^  ,  heisst  X  «=  31,  V.  resp.  tj^ ,  »j^,  tjj ,  »],,  »],. 

**)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w  u^*  ^  tr     (mod.  />),   sowie   ab  gemeimchaftliche 
Wurzel   des  Svstems :    tr   +  tu    s 


—  tr 


«» 


tr  tr 

IS 


6  +  2tp^ +tr,.  +  2tr.,  (med.  ;»)    und    eine« 

O  13  34  ^  _ 


zweiten  von  5  Congruenzen,  deren  erste:    tr+tr+tr     +tF     +tF      ^  w*^     (mod,  p). 
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n  =  93 
V,  3.     j!>  =  93WI  +  5,  — 37:     5,     149,     191,     521,     463; 

w^  =  —  (w'^'' -H  w*"^  +  w"'') ,  dreigliedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswiirzeln, 
wesshalb  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die 
X  =  31,  HL  haben. 


VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig, 
6  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  1.   J9  =  93w  —  4  ,  —  16  ,  -H  23  ,  4-  29  ,     nämlich  : 
23,     29,     89,     263,     401,     449,     461,     587,     647,     773,     821,     953; 

w^^  zehngliedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswurzeln,  w^^^  =  —5; 

w\  =  8  4-  Wj  4-  2trj  4-  2aTy  —  207^  ,  uj^w^  =  —  5  4-  Wj  4-  2w^  , 

Congnienzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


P 
23 

29 

89 

263 


^1 
4-  5 

4-  3 

—  6 

—21 


4-  7 
4-  4 
—  41 
4-125 


07 
5 

—  7 
4-13 
—30 

—  51 


T 

—  5 

4-  11 

—  37 
4-112 


4-  1 
4-  5 

—  2 

—  119 


14 
0 

—  6 
4-28 
—45 


/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


23         1  4-  OTj  — 


tr. 


29         2  —  OT.  4-  tr. 


iV/(tr,) p  . 

p  A^,) 

89         4  4-  «Tj  —  tTj^ 
4  .  23  ,         N(w^  4-  Wy)  =  23'  , 


Auch  ist    iV(i  4-  tr)  =  4 ,       N(i  —  tü^j,)  =  N{w^^)  =  - 

iV(l  —  m^^  4-  o^ij)  =  —  29  .  23  ,         N(2  4-  «t^  4-  tJty,^)  =  89  .  29  u.  S.  W 


*)     Hier  ist  or,   die  absolut  kleinere  der  beiden  W^arzeln  des  Congmenzen Systems 


TD     "t~  Q[T      CSS    — ~  Vf 

1  ^^     a  11 


w 


^Wj  ^  —  5  4-  07,  4-  207^     (mod.  p). 


Was  hier  w, ,  w, ,  w,  5  ,   heisst  X  =  31,  VI.  ij^,  ij, ,  ijj  . 
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n  =  93 
VI,  2.     p  =  93m  —  2  ,  —  8  ,  —  35  ,  -I-  46  ,    nämlich  : 

139,     151,     271,     277,         337,     457,     463,     523,     643,      709,     829,     883; 
w^r  wie  VI,  1,      tr,j^  =  lOw"  ; 


tr.tr^  =   <  -t-  tr.  —  w^  .         tr 


18  '         3  9 


> 


'jtTj  =  -4-  So-j, ,         <r,w„  =  10Br„  . 


Congraenzwurzelu  mod.  p,  z.  B.  *) 


p 

139 

^1 
-1-63 

+  5 

^5 

—  31 

—48 

w 

10 

—57 

w 

14 

-1-69 

151 

-H53 

-f-35 

—  11 

+  5 

-+-61 

-f-  9 

271 

-+-62 

-H99 

—  126 

—28 

—  ö 

—  1 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  271  ist  J{tr^)  ==  1  -f- tTj^ .  —  Ferner  ist:    N(i  —  tr)  =  97 , 

N(\  —  tr^^  —  Wjj)  =  16  .  139  . 


IV,  Z.    p  =  93m  -I-  2  ,  4-  8  ,  -+-  35  ,  —  46  ,    nämlich : 
2,     47,     101,     233,     281,     419,     467,     593,     653,     659,     839,     977, 

welche  auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  31,  IV.  haben,  da 

w^  =  -(w"'--f.tt."''-|-a;"''-+-w"''-f-(«;"'-)    auf  die  fllnfgliedrigen  Perioden  der  31tcn 

Einheitswurzeln  zurückkommt. 


*)     Hier   ist   tr,  völlig  bestimmt  durch  w^u*^  =  w^^  (mod.  f>),  sowie  als  gemeinschalttiche 
Wurzel  des  Systems       tr-^or^  —  tr     ,  m  rr    ^  7  -{-  w  —  tr      Cmod.  />)   und  einet  zwei- 

ten Ton  3  Congruenzen,  deren  erste   tr   -f.  g^.  -f-  v      ^  —  w'^  (mod.  />). 
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n  =  93 

VII.    p  zum  Exponenten  15  gehörig, 

p  =  93m  4-  7  ,  +  10 ,  —  11 ,  —  17  ,  4- 19 ,  4-  28  ,  -I-  40 ,  —  44 ,    nämlich 

7,       19,     103,     193,     307,     379,     421,     541,     547,     577,     607,     661,     691,     727,     733, 
751,     877,     919,     937; 

4  fOnfzehngliedrige  Perioden: 

w,  =  0,'^  +  w^'-  +  tt;-"^  +  c«;-"''  +  o;-"'*  +  o;"**''  4-  w*''  4-  w""  4-  w'*''  4-  w""'*  4-  oü"' 

4-  u;-"'-  4-  w""  4-  w'*^'^  +  w*^'" ,     n(aT^)  =  64  ; 
tTj^  fUnfzehngUedrige  Perioden  der  31ten  Einheitswurzeln,  w^^^  ==  15««;"'*; 


.69 


^1^11    "^    ®»  ^1^18    =    ^^       '  ^1^62    ==    ^^^^9- 


Congruenzwurzeln  med.  p^  z.  B.*) 


p 

7 

«'i 

4-  1 

«^2 

4-  2 

«^11 
4-  1 

tr 

18 

—  3 

P 
607 

1 

—  13 

tr 
t 

—302 

11 
—  94 

^18 

—197 

19 

—  9 

—  4 

—  3 

—  2 

919 

4-404 

—  129 

4-182 

—456 

379 

—  187 

—130 

4-  79 

4-139 

937 

4-450 

—335 

—279 

4-165 

577 

—274 

—  85 

—278 

4-  61 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Von  vorstehenden  Primzahlen  p  haben  wirkliche  Primfactoren /(aTj): 


P  /(P,) 

379     5  —  2aTj 

577     4  —    Wj  4-  tTjj 


P        A^O 

607       3  —  2tü. 


919     7  — 2tr 


18 


937     5  +  w. +  2»,. 

3  1 S 


Ob   allen  Primzahlen  p   wirkliche  Primfactoren  f(^^  zukommen,  steht  dahin ;   es 
ist  femer: 

N(\  —  Wj)  «  7'  ,         iV(l  4-07)  ==  67  ,         i^(2  4-  w^,)  =  4.19,         N(l  —  2ar^)  =  19  .  49  . 


*)     Hier  ist  tr,   völlig  bestimmt  dnrch  tTjW^'  =  w^  (mod.  p),  sowie   als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  beiden  Systeme: 

tr>  ,       tP-tr.  ^  —  7  4-  w,  und  «r,  4-  m  .  is  —  w'^  ,       w,w,,  |i^  Sw"  (mod.  />). 

B  1  1 #  118 

60 


tr   4-  tr    ^=  —  »/    ,       —  — 
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n«=93 

VIII.    p  zum  Exponenten  30  gehörig. 
2  dreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VIII,  1.     p  ^  93111— 7,— 10, +  11, -1-17,—  19,  — 28,  — 40, -f- 44; 


CP,    = 


Üü     -\-  U)  -f-W  -f-Oü  -f-W 


w       -f-w        -f-tü       -f-w  -rw  -rw 


j«-"^  +  e«;**''-|-u; 


-l»r    1     ..40r    ,     .._r    ,     .Jr    ,     ..44r    ,     ..-J9r    ,     ..ITr    ,     .  .-I«r    ,    ..Ar 


-f-  w'"^  -f-  w-"  +  W'^  -f-  W"'  -f-  w— "  -f-  W*'"  +  w— ^  4-  » 
üj  -f-w       -f-Oü       -f-w       -f-w       -rw  -f-w       +w 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w'  —  flur  —  23 


0. 


Congruenzwurzeln  med.  p*) 

(Ffir  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


P          «Tj 

«^f 

P 

«^1 

«^3 

P 

w 
1 

w 

P 

«^1 

«^» 

11   4 

—  3 

197 

65 

—  64 

509 

104 

—103 

827 

96 

—  96 

17   3 

—  2 

239 

52 

—  51 

569 

114 

—  113 

881 

261 

—260 

53  14 

—  13 

251 

66 

—  65 

641 

105 

—  104 

911 

53 

—  52 

83  17 

—  16 

269 

120 

—119 

761 

335 

—334 

941 

444 

—443 

137  49 

—48 

353 

63 

—  62 

797 

117 

—116 

947 

391 

—390 

167  54 

—53 

383 

106 

—105 

809 

50 

—  51 

983 

420 

—419 

179  62 

—61 

389 

35 

—  34 

/(a7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf(frj)  =  —  p. 

2-f-  3w 
16-H  5w 

9-1-  4w 
26-f-  707 
19+  6tF 
24+  7(r 
39+IOqt 


p 

A^,) 

P 

11 

3+  07^ 

197 

17 

2+  w^ 

239 

53 

11+307^ 

251 

83 

15+4Wj 

269 

137 

7+307^ 

353 

167 

5+3Wj 

383 

179 

4+307, 

389 

P 

Ar^,) 

509 

6+  5Wj 

569 

1-  5Wj 

641 

11+  6a7j 

761 

29+  9a7j 

797 

15+  7w^ 

809 

59+15»^ 

P 

/(tr,) 

827 

28+  9w^ 

881 

33+1007^ 

911 

63+16w^ 

941 

58+1507^ 

947 

43+12ti7j 

983 

9+  7Wj 

•)     Hier  ist  w,   >  0  nnd  <ip. 
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n  =  93 
VIII,  2.     p  =  93111  4-  13  ,  —  14  ,  —  20  ,  +  22  ,  -I-  34  ,  —  38  ,  —  41  ,  4-  43  ; 

OT^  =  w»^  -I-  u;"'-  +  u;-"'-  +  w-»*^  4-  o;'"''  +  w"''  +  o;'*''  4^  w"'"  4-  ui'"  4-  w"'''  4-  ot,--"'" 

4-  w"»^  4-  w**''  4-  w-"»^  4-  w-"''  4-  w-*'*  4-  w"''  4-  w-«»^  4-  w""'*  4-  w*»''  =  —  w"»* , 
d.  h.  3te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

13,       43,       73,       79,     127,     199,     229,     241,     313,     331,     487,     499,     571,     601,     613,     631, 

673,    757,    787,    823,    859,    auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  X  =  3,  I. 


VIII,  3.     p  =  93m  —  13  ,  4-  14  ,  4-  20 ,  —  22  ,  —  34  ,  4-  38  ,  4-  41  ,  —  43  ; 
w^  =»  w'-  4-  ««-"'•  4-  »-"'•  4-  »»*'•  4-  etc.  =  -  (w'''  4-  w**-  4-  w"*^  4-  w"''  4-  c;»*''  4-  w**'' 

d.  h.  fünfzehngliedrige  Perioden  der  31  ten  Einheitswurzeln;  daher  sind  die  Prim- 
factoren bei  X  =  31,  VUI.  auch  hier  die  Primfactoren  der  folgenden  Primzahlen  pi 

41,       59,       71,     107,     113,     131,     173,     227,     257,     293,     317,     359,     431,     443,     479,     503, 
599,     617,     701,     853,     857,     887,     971. 


50* 
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;i  =  95 
J,     p  z=  dbm  4- 1 : 

191,     571,     761. 

72  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

4-  oü*  —  w  4-  1   =  0  , 
wodurch  oder  durch 

üü^6  4-  w"  4-  tt,"  -j-  w"  4-  1   -=  0 
und         w'®  4-  w'*  4-  w"  4-  . . .  4-  w"  4-  w*  4-  1  =0 
die   nichtprimitiven,    d.  h.  die   19ten  und    5ten  Einheitswurzcln,   sich   climiniren. 


IL     /)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
36  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  l,     p  =  95/n  —  1  , 
07^  =  w*"  4-  w"*' ,         n(tü^)  =  1  ,  tr^w^t  =  tr^.^  4-  v^^^ ; 

«Tj^  =  iü*''4- w"**",         07^^^  =  w"''4- i«""''    zweigliedrige  Perioden   resp.   der   19ten 
und  der  5ten  Einheitswurzeln. 
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n  =  95 
Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


p 

379 

^1 
+  14 

w 

3 

—  185 

-H  49 

4 

-H113 

^6 

-H125 

w 
—  162 

8 

—  119 

^9 

-H  12 

11 
—  163 

569 

-H  8 

+  62 

—  81 

—141 

—269 

4-  33 

—  36 

4-248 

—  20 

P 
379 

«^13 

4-  84 

w 

13 

—  177 

4-  91 

^16 

4-136 

^IT 

4-  74 

tr 

^18 

4-142 

tv 

31 

—178 

«^33 

4-  37 

w 

33 

—  62 

569 

4-  96 

4-219 

—  51 

4-156 

4-168 

4-  50 

—  9 

—  171 

—221 

p 

379 
569 


34 

—  147 


tu 

36 

—130 


tr 

3T 

4-176 


tr 

38 

—  59 


4-110         4-163         4-203         —246 


tr 

39 

4-135 
4-105 


tr 

31 

—137 


33 

—   77 


4-  48         —133 


tr 

33 

—  183 
4-  26 


tr 

34 

4-168 
—228 


P 

379 
569 


tr 

36 

4-  75 
4-222 


3T 

4-  31 
4-212 


39 

4-  68 


tr 

41 

—  104 


tr 

43 

—154 


43 

—157 


-H200         4-239         4-  79         —176 


tJtr 

44 

—  149 
-H220 


46 

4-  52 
—  95 


«^47 

4-     4 
4-149 


/(tjtTj),  Primfa Ctoren  der  Primzahlen  />;     Nf(w^  =  —  j[>. 


P  A^,) 

379       1  — tr^-htTjj 


P  /(tr,) 

569     1  4-  tr^j  4-  m^^ 


*)     Hier  ist  tr,  die  absolut  kleinere  der  beiden  gemeinschaftlichen  Wurzeln  zweier  Systeme, 
des  einen  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 


^1  +  ^18  "^  ^^37  ■+•  ^39 

des  anderen  von  18  Congruenzen,  deren  erste: 


OTj^       (mod.  p)y 


w 


+  w   4-  w   4-  w   4-  w     4-  tr     4-  w     4-  w     4-  tr     -f-  w     4-  otr     4-  tr.    4-  tr. .  4-  w«*  4- 


w 


3» 


"*"  ^41  "^  ^44  "*"  ^^46    ^    ""  '^IS      ^™^^  ^^' 

Was  hier  ti7j,  tsr,,,,  »,5,  w^o»  ^35»  ^30»  ^35»  ^40>  ^45»  **«'««*  X  =  19,  II  resp.: 

I0»    1i>      '»4»      ^3>      ^T»      Is»      *l6»      »Js»     »Is'»     und  was  hier  tr,,,  tF,,,  heisst 
X  ==  5,  II  riQj  »], . 
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n  »  95 
II,  2.     jt?  =  9bm  +  39  :     229,    419  ; 

07^  «=  tt,»-  +  o;"'' ,        n(w^)  =  1 ; 
tP^^  SS  2»*'',    19te  Einheitswurzeln,  w^^^.  wie  II,  i; 


1     56  "^      t8  • 


*1     S8 


40 


tTjOT^j    =    207^,  . 


Congnienzwurzeln  mod.  p^  z.  B.  *) 


w. 


o». 


OT, 


w. 


1  "J  "1  "4  6 

229         +83         -+-71  -4-36         -+-25         -|-37 


w. 


w. 


w. 


1  8  "9  "11 

-j-62         —  75         —33         —58 


229         —91 


w. 


(T, 


tr. 


1)  14  1« 

4-  99         —103         —70 


w 

IT 

-^56 


w. 


tr. 


«r. 


18  91  98 

-j-80         —  45         —14 


Si 


p 

tr^^ 

w.- 

w.^ 

w.. 

w.. 

w. . 

tv.. 

w.. 

tr,. 

t 

1« 

98 

9» 

11 

81 

84 

86 

41 

48 

229 

—  78 

—     9 

4-  51 

+48 

-1-76 

—49 

—  100 

—97 

4-14 

tI7. 


W- 


tr. 


OP. 


w. 


*  46  48  »1  SJ  56  58 

229         —46         —111         —  95         —55         —12         —19 


68 

—  94 


^68 

+  5 


4-85 


Normen  complexer  Zahlen  in  &. 

N{\  —  tiTjy  —  tPj,)  =  229  .  761  ,  ^(1  d:  oy)  =  9349  . 


*)    Hier  ist  V|    line&r  darch  tVjW^*  =  tVi,  (mod.  p),    sowie  als  gemeinschaftliche  Wonel 
des  Systems  bestimmt 

^     _1_  _        __  ,.90 .40 

und  eines  zweiten  von  18  Congrnenzen,  deren  erste: 


1     »8 


—  U) 


Wj  4-  tir^  4-  tr^  4-  tr^  4-  tu, j  4-  tp^^  4-  tv^^  4-  tir,^  4- 1»,^  4-  w„  4- 


w 


99  ■*•  ^81  +  «^84  +  '^l«  +  ^^41 


4- tv^,  4- tv„  4- 


w 


SS 


—  '^If    ("^  l'J* 
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n  =  95 
II,  3.     j?  =  9bm  —  39  :     151,     911 ; 

w^  =  tü»^  4-  w""'' ,         11(07^)  =  1 ; 
w^^  wie  n,  1,  rn^^r  =  ^w^**"  (5te  Einheitswurzeln); 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 

P  Wj  «T^  Wj  W^  W^  Wj  Wg  07  j  Wjj 

151         +60         —62         —28         —49         4-52         —52         —31         4-34         4-54     . 


P  «Tjj  W^^  «Tjg  Wjg  tTjj  Wjj  Wjj  Wj^  Wjy 

151         —69         4-19         —73         —68         —34         4-  9         —22         —48         —17 


P  QT  QT  QT  QT    _  07  QT  V  QT  QT 

'^  18  82  88  8T  89  42  44  4T  49 

151         +43         +  6         +64         +65         +27         +61         —37         —30         —21 


^  ^49  ^54  ^^59  ^«1  ^«4  ^66  ^71  ^f%  ^%l 

151         +  1         +20         +30         —25         +69         +42         +59         —42         —  6 


Normen  complexer  Zahlen  in  &. 

iV(l  — Wjj)  =  151. ;p  (wo  a  eine  nicht  genau  bestimmte  vierziffrige  Zahl); 
N(l  +  07)  gibt  eine  sechszififrige  Zahl. 


^    Hier  ist  rn^  Yöllig  bestimmt  darch  oTjuI*  =  qd,^  (mod.  p),  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  sweier  Systeme,  des  einen  von  4  Congraenzen,  deren  erste: 

des  anderen  von  9  Congmenzen,  deren  erste: 

Wj  +  w^  +  a7jj  +  07^^  +  OTjj  +  w^^  +  OTg^  +  07^^  4-  nr^^  BK  —  w'*     (mod.  ;»). 
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n=:  95 

III.    2^  zum  Exponenten  3  gehörig. 

j:>  =  95m  + 11, -H26:     11,     311,     691,     881. 

24  dreigliedrige  Perioden: 

cFj^  =  üi'*''-H  ot*^'^  +  <*"' »      dreigliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln ; 
tPjgr  =  ^'-^^^"^  5te  Einheitswurzeln; 


tr 


=s  tr    -4-  2tr     .         or  tr       ==  er     -+-  2of     ,  orcr      =3-+-or'-+-tr.           tTtr      »=  3tr 

1              «^j"T-**ij»              ^^l^aS                  10  ^^          50  »  1      69                   ^^  10  ^^       34  '                    11»                 *  JO 

Congruenzwurzeln  niod.  p*) 

für  p  ^   11  (beispielsweise). 

tr             tr              QT             tr              ti^              tr  tr            tr  tr              tF              or             n^ 

1                    a                     a                    4                     6                     7  8                  13                  13                  14                  16                  IT 

4-2         —4         —1         -H2         —4         —5  +1         -H4  —4         —3         —3         4-2 


tr  ?r  T  tr  or  tr  dt  qt  tr  op  tr  or 

11       33       34       39       31       33       37       43       43       51       58       «• 

—5         —3         —4         —1         4-5         —5         —1         —1         —5         4-2         —4         4-3 


Normen  complexer  Zahlen  in  jr . 
iV(l  4-  tTj)  =  11* ,        N(l  —  tTg)  =   11  .  691  . 


*)  Hier  iM  tr,    vOllig  bestimmt  durch  txT,ui'   =:  tF^o  i^od,  />),  sowie  als  gemeinschaftliche 


»S    "*  *I0 


Warze!  zweier  Systeme,  des  einen  von  4  Congruenzen,   deren  erste:  tv  4.^^  4-v  ^4-0? 
des  anderen  von  6  Congruenzen,  deren  erste: 

«^l  +  «'e  +  ^^16  "^  ^9\  ■*"  ^81  "*■  ^51   SS  ""  ^^^  ^°*^*  ''^• 

Was  hier  mit  qt   .     tr     .     tr     ,     tr     .     tr     ,     tr     ,     ist  X  >=  19,  III  bezeichnet  mit  reip. 

**5»           10»           30»           85»           40»           50»  '                                                           "^ 
%  »         '^l  »          ^3  »            ^^4  »          *^I  »          ^i' 


9 
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n  =  95 
IV.     2^  zum  Exponenten  4  gehörig. 
18  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     Jt>  =  95m-M8,  +  37:         37,     113,     227,     G07,     683,     797; 
w^  =  00''  +  w^®''  +  w'""  +  w"*' ,        n(tr^)  ==  9349  ; 

w^^  =  2(w*'* -h  cw'^'') ,  zweigliedrige  Perioden  der  19teu  Wurzeln,  w^^^  =  —  i. 

r     =  —  2  -4-  tr    -4-  tr     .  tr  tu       =  w    —  -itr     -4-  tr     .         tr  tp      =  3  —  tr     . 

Congruenzwurzeln  mod.  />,  z.B.*) 


tr; 


37 

w 
1 

—  2 

«^2 

—  5 

tr 

8 

—  5 

tr 

4 
—     11 

^^6 

+  14 

«^7 

+18 

*^8 

—     3 

^9 

+  4 

w 
11 

—  12 

113 

+29 

-4-45 

+44 

+  29 

+37 

—30 

—  27 

—11 

+45 

227 

—47 

+48 

+28 

+104 

—  8 

+  3 

+  111 

+  12 

—72 

P 

tr 

14 

«',7 

tr 

88 

tr 

14 

tr 

«-41 

«^46 

«^51 

^56 

37         —   1  +18         —  8         +4         —11         —  3         +14         —  2         —  8 

113         +4         +8         —11  —  1  +4         +8         +44         —27         +37 

227         +27         —108         —70         —19         —74         +67         +97         +65         +64 


Normen  complexer  Zahlen  in  4r» 

N(l  +  tr^^)  =  19  .  37  .  113  ,         A^(l  -  tr)  =  N{w)   =  9349  , 
N{1  —  tr,  —  tr,)  =  19?227  ,  N(w^  —  tp^)  =  19  .  227  .  37  . 


IV,  2.     p  =   95/11  —  18  ,  —  37  :  457,  647  ; 

w^  =  tt;'*  +  w-^*''  +  oü'''*  +  -'"*  =  —  w*^**,    19 te  Einheitswurzeln,  daher  haben   vor- 
stehende Primzahlen  p  auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  19,  1. 


*)     Hier  ist   tr,   die  absolut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  Systems: 
tr,  +trjg  =  -  |tr,^  ,         tr^tr^^  s  3  -  ^tr^^     (mod.  />). 
Wiegen  der  Congruenzwurzeln  für  tr^,.  vgl.  II,  1. 

51 
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n  =  95 

V.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
12  sechsgliedrige  Perioden  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     J[>  =  95/H—  11  ,  —  26; 

o'j^  sechsgliedrige  Perioden  derlOten,  tTj^^  =  3(w^®''  + w"'^)  zweigliedrige  Perioden 
der  5  ten  Einlieitswiirzelu ; 

OF*  =  6  -I-  X    -+-  2x     -h  2x     .  TT  tr      ==  OT     -+-  tr    -4-  2(r     -4-  tu     +  tr 

Congruenzwiirzeln  inod.  ;>*) 
(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p), 

P  (Tj  w^  tTj  W^  tTg  tTy 

179  —  3  —  41  —  53  4-82  —  33  -h  28 
449  —  51  —104  +102  —200  +  10  —177 
829    4-123    -H215    —100    -H  38    +252    —414 


J)                   ny  tr  QF  XB  tP  OP 

^                        12                        13                         14  21  33                       Jl 

179  —  73  —  31  4-57  4-02  4-00  —  60 

449  4-31  4-02  —  38  4-216  —107  —  96 

829  4-339  4-244  4-233  —200  —189  4-288 


/(tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p^  z.  B.     Njlw^)  =  —p, 

P  /(tr,)  P  /(tTj) 

179         1  —  tTj,  —  (cü*' 4- w^*)  449         2  —  op^  4- tr^^ 

Es  ist  femer:  iV(l  4-  tr)  ==  191 ,        iV(l  —  tr)  =  il'. 


*)     Hier  ist  cPj   die  ahsolut  kleinere  der  beiden  gemeinschafdichen  Wurzeln  zweier  STSteme, 
des  einen  von  4  Congnienzen,  deren  erste: 

'^i  +  ^7  ■+-  "'la  +  ^31  =  —  "^to  ' 
des  anderen  von  C  Congruenzen,  deren  er^te: 

CT,  4-  tr^  4-  tTg  4-  tr,^  4-  tr..,  4-  3^,,  =  —  (c«;*'  4-  '^)     (™'^^-  P)- 
Was  hier  x^,  ''lo»   ^30   *•»^''*'^'^  >5>^  >.  =  19,  IV.  resp.  »j„  ,  »j,  ,  r^.,. 
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n  =  95 

V,  2.    p  =:  dbm  -4-  31  ,  +  46  : 

31,     331,     521,     601; 

w^  =  w»-  H-  w»^»^  +  üo^'''  +  w-"'-  -f-  w"'-  +  to"'- ,       n(tr^)  =  7*  ; 

w^^  wie  V,  1,  OTj,,.  =  6^'*»^; 


«^1^19    =    ^«^SO  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p,  z.  B.*). 

P 

^l                     Wj                     W,                      07^                     (T^ 

tu 

31         —     2         —     2         —8         —     3         +14         —     8 
331         —145         —     7         —117         —111         4-138         —  12 


w. 

tIT.. 

w. 

tr  ^ 

w 

tIT.« 

8 

18 

14 

16 

ta 

89 

p 

31         —     1         +7         —     1         +15         —     6         —     4 
331         —106         —100         +125         —  57         —105         —164 


Normen  complexer  Zahlen  in  o^. 

N(l  +w^)  =  11  .  31^  N(i  —  w)  =  11 .  191 ,  ^(1  +  Wj  +  Wjg)  =  331  .  Ä? 

(x  =  N\xm  (log  3,63  ...))• 


V,  3.     p  ^  95m  —  31 ,  -  46  : 

239,     349,     619,     809,     919. 

tF^  =  w'*  +  «-"'•  +  w"»^  +  w"»^  +  «"'•  +  w-"'- ,       n((r^)  =  49  ; 

m^^y  wie  in  V,  i,    w^^  ==  2(60***  +  w**'*  +  w"'") ,      dreigliedrige    Perioden    der    19ten 
Einheitswurzeln ; 

w    =  w   +  2ti7   +  w     -+-  2oi7     .  tr  07    =  —  4-tr     —  tr     • 

Wj  "*'j     "^  *"*'8  ^^       40     "^  50  *  IT  »40  50* 

tr  op     ^  —  3  —  itw     —  Aar     ,  tr  tr      s=  6  +  ti7     +tr     +tr^  +  tr     +  tr      U*  8.  W. 

'*'l     8  3      10  »      J5  »     .  1     81  10  35     "^       18     *^       88     "^       88 


76 


*)     Hier  ist  otj   vGllig  bestimmt  darch  die  lineare  Congruenz  w^v^^  =  oor,^  (mod.  ;>),  sowie 
als  gemeinschaftliche  Wnrzel  zweier  Systeme,  des  einen   von  4  Congruenzen,  deren  erste: 
gj-l-gy^-o^-l-ay      ^  —  xr     ,    des  andern  von  den  3  Congruenzen:   w   +tr+w-^  —  jw' 

tP  w   -h  w  w     +tJTtr    ^5  —  6w*' ,  tr  tr.tr  .  ^s  7w"  (mod,  p). 

^  1**6     "^       6     l«     "^       16     1    ^^  *  1     6     16  ^  '^ 

5r 
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n  =  95 
Congnienzwurzeln  mod.  p,  z.B.*) 

P  tTj  07  j  07^  tTy  (Tg  Wjj 

239    +25    —  34    -4-31    4-  53    —  20    4-106 
349    -hU5    -hl31    -hllO    —  85    —133    —  68 


P  tr  OF  CT  or  tlT  OT 

r                         14                         16                         IT  53  39  Jl 

239  +2  —103  4-78  —  49  4-50  —  20 

349  4-105  4-119  —154  4-104  4-116  —  40 


Normen  complexer  Zahlen  in  §7 . 

A\l  4.  tr)  =  7\  N(l  —  tr)  =   11*  ,  N(2  —  tr^^)  =   11?239  , 


VI.    p  zum  Exponenten  9  gehörig, 

p  =  95/?l  4-  6  ,  —  14  ,  4-  16  ,  —  29  ,  —  34  ,  4-  36  ; 

8  neungliedrige  Perioden: 

tr^  =  o;'-  4-  u;"'"  4-  w"''  4-  c«'"''  4-  w""''  4-  w""''  4-  w"'*  4-  «-"'•  4-  w"** ,     n(aT^)  =  5*  ; 

tüj^  neunghedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzehi,  tr^^^  =  9c«"''; 


^1 
^^1^4  =  -3  4-357,^, 


1     19  30 


*)     Hier  ist  w^   die  gemeinschaftliche  Warzel  des  Systems 

«.^  +  a-,  =  -  Ä,,,  ,         <r,<r,  s  _  #^^  _  2*^,     (mod.  ;.) 
und  eines  zweiten  von  6  Congnienzen  deren  erste: 

g[r4.Q^4-(u     4-tr     4-tiT     4-tr      ^=  —  m        (mod.  w). 

*1  ^^  '^4  ^^       14  ^^       16  ^^       29  ^^       31    *^19       ^  '^^ 
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n  =  95 
Congnienzwurzeln  mod.  p.*^ 

(FQr  alle  hierher  gehörigen  Primzahleo  p). 


p 

61 

^1 
-+-  18 

—  28 

tr 
s 

—  11 

w 

4 

—  21 

—  6 

w 

14 

+  24 

tr 

31 

+  23 

+  2 

101 

—  38 

—  26 

+  38 

+  46 

+  40 

—  40 

—  46 

+  27 

131 

—  47 

4-  63 

+  44 

+  9 

+  15 

+  64 

—  14 

—  2 

251 

-4-  36 

—116 

—  61 

+  103 

—  33 

+  35 

—  56 

+  93 

271 

—  112 

—  64 

—  98 

—  77 

—  36 

+  104 

+102 

—  89 

461 

—  93 

—  21 

—  4 

V 

+   1 

+114 

+  109 

+  5 

—  110 

491 

+  39 

+  99 

+179 

—228 

+  11 

—  88 

—  140 

+129 

541 

—  158 

+270 

—  114 

—  116 

+223 

—  24 

—  70 

—  10 

631 

+  44 

+198 

—  40 

—  64 

—  79 

—215 

—286 

—188 

701 

+  156 

+250 

—  75 

—  136 

—  187 

—328 

+335 

—  14 

821 

+409 

+349 

—263 

+  116 

+334 

—277 

+361 

—207 

p 

131 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  /(tr,)  haben  sich  gefanden  bei: 


24-nr 


» 


P 
461 


1  — w 


821       2  +  tr^  +  io 


i» 


Normen  complexer  Zahlen  in  w- 


iV(l- 
N(i- 

Ni2 


N(i  + 


tu 


1» 


iV^(l  +  ot) 

w^  +  tr    ^ 

T  ^^       14' 
-  W,  +  W^) 

tr    +  tJCT    ^ 


5.11', 

lOl', 

5.251, 

11?491, 

11.541, 

11  .701  . 


N(2  -  t»7„)  =  N{1  +  w^^  +  tr,,)  =  11  .  61 , 
N(2  +  tjjj  +  Oü")  =  11  .  101  , 


N{2  —  tr„  +  w")  =  11 .  271  , 


21 


N(l  +2tJ7,)  =  541.311, 
N{1  —  tJCTj  —  tjjjj)  =  11 .  631 , 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w^^^^  =  w^^  (mod.  p)y  sowie  als  gemeinschaftliche 


.76 


tr^tTj^  ^  5w 


ST 


Wurzel   des  Systems     «7   +  tv      ^  —  w' 

und  eines  zweiten  von  4  Congruenzen,  deren  erste: 

tr.  +  w .  +  tr,  +  tJ7_-  ^  —  w.     (mod.  p), 

14  7  33  9 
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n  =  95 
VII.     2^  2uin  Exponenten  12  gehörig. 
6  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VIT,  l.     p  =  95?/l  —  7  ,  -h  8  ,  -f  12  ,  -4-  27  : 
103,     107,     293,     373,     487,     663,     673,     677,     787,     863,     977, 

nK)=  11*; 

w^^  =  2i^^ ,8eeh8gliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln,  tr^^^  =  —  3; 

y\  =  —  4  4-  2trj  4-  3(r,^  4-  2»^  4-  w,  ,  op^try  =  10  4-  2w^^  —  ^w,^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 

/>  07  j  tr,  07^  tTy  tr^^  OTj, 

103  4-4  4-  32  —49  4-25  —  19  4-8 
107  -1-16  4-  4  4-52  +24  —  13  4-25 
293         —30         —138         4-  8         —135         4-110         —107 


w. 


Normen  complexer  Zahlen  in  \jf  . 

N(4  —  OTj)  =  103  .  107  ,         iV(3  —  Wj  —  Wj^)  =  8  .  11  .  107  ,         N(2  4-  tr^  4-  w^)  «  8  .  293  , 
N(i  4-  w)  =  N{w)  =  11'  ,  Na  —  or)  =  239  . 


VIT,  2,     p  =  95//1  4-  7  ,  —  8  ,  —  12  ,  —  27  : 
7,     83,     163,     197,     277,     353,     463,     467,     577,     653,     733; 

«r^  =  w»-  4-  t«'-'''  4-  ««-**'•  4-  w-"''  4-  OL-'*'"  4-  w-*'-  4-  c«'""  4-  a,""'"  4-  w'"''  4-  u;-"''  4-  («-"'^4-»-"'' 

dreigliedrige  Perioden  der  19 teu  Einheitswurzeln;  daher  haben  vorstehende  Prim- 
zahlen p  auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  19,  III. 


*)     liier  i?t  tr,   die  ahs^lut  kleinere  der  beiden  Wurzeln  des  ConfrnienzensTSteiUB : 
tr4-a'E5=  —  *      ,  tror^l0  4-4fr     —  m         (mod.  p). 
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n  =  95 

VIII.    j)  zum  Exponenten   18  gehörig. 
4  achtzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VIII,  1.     p  =  95m  —  6  ,  -I-  14  ,  —  16  ,  -4-  29  ,  4-  34 ,  —  36  ; 


-6r 


36r 


W^    =    W'^  -4-  to'"^  +  W""^   4-  W 


.-26r 


!6r 


4-  W 
34r 


-34r 


,14r 


llr 


S9r 


-h  w"'^  +  w^^'^  -h  w"'^  4-  tt^"*^  4-  w-'^  4-  aü-"-  4-  w 


I6r 


.6r 


-36r 


4- üJ-  '^  4- !*;*"  4- et 


.-Kr 


4-  Oü 


-llr 


Oü 


-29r 


4-u;-"^     n(aT,)  =   101; 


tTj^  =  —  1 ,        07^^^  =  9(w^''' 4- cw^^O»     zweigliedrige    Perioden    der    5ten   Einheits- 

wurzeln ; 


trj  =  10  -  |4r„  4-  OT,  , 


w 


tr    =  —  9  4-  -li-aT     .  tr  tjcr     =  5  —  2tr    —  w    4-  tr  ^ 

14  *'  ^^  T^38  »  18  8  4  ^^       38 


Congruenzwurzeln  med.  j;?*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


p 

29 

^1 
4-  9 

07 
3 

—  11 

3 

—  12 

«^4 

—  14 

P 
409 

w 
1 

4-  44 

tr 

2 

4-179 

«^1 
—  49 

w 

4 

—  173 

59 

—  12 

4-  30 

—  4 

—  13 

439 

4-  85 

89 

4-159 

—  154 

79 

—  3 

4-  37 

—  7 

—  26 

509 

4-148 

4-  28 

4-  94 

4-240 

89 

4-  22 

—  11 

4-  21 

—  31 

599 

4-104 

—  76 

4-101 

—  128 

109 

4-  26 

—  32 

4-  43 

—  36 

659 

4-  81 

—  184 

—274 

—281 

269 

4-  67 

—  113 

—  84 

4-131 

839 

4-  12 

—  395 

—102 

—353 

/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/(w^)  =»  —p. 


Es  ist  ferner: 


p 

/(tn,) 

P 

/K) 

29 

1  4-  07,  4-  2(w*'  4-  oü^*) 

409 

5  -4-  07j  4-  tTj 

59 

4  4-tr3 

439 

4  4-  07^  4-  OT, 

79 

3  4-tr^ 

509 

2  4-  07^  —  2((*;**  4-  w'*) 

89 

2  4-07,4-  ü;"4-w^* 

599 

3  —  07j  4-  07, 

109 
269 

4  —  07j  -4-  tr^ 

4  4-07,-  (m^^  +  u)^^) 

659 
(839 

7  —  tTj  4-  tr^ 
fehlt) 

N(l  —  07)  =  iV(o7)  =  101 ,         N(l  -4-  tr)  =  5.11. 


*)     Hier  ist  txr,   die  absolut  kleinere  Wurzel  des  Congmenzensystems : 

07j  -4-  O'^  ^  —  J'jg  ,  07^ocr^  =   —94"  ö^-j^      (jDod.  p). 
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W  ==  95 
VIII,  2.     p  ^  dbm  -h  4  ,  4-  9  ,  —  21  ,  4-  24  ,  —  41 ,  -*-  44  ; 


.16r 


w^  =  a-''  4-  et''  4-  Ol'"  4-  w 


-31r 


w 


-J9r 


Ui 


-Sir 


llr 


4-üi-  "'^4-w"'^4-üi. 


44r 


,-l<r 


4-c."'-4-o..-»*^ 


OT^^  =  2^j^,  neungliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln,  w^^^  wie  VIII,  l; 

w\  =  -  6  4-  X,  4-  3trj^  -  ^tr,^ ,  o'^tr,  ==  5  4-  ^tr^ ,  w^w^^  =  5  -  ^tr^,  , 


WjOFj    =   —  5  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p.) 


p 

139 

tr 
1 

4-53 

^2 
4-  34 

4-  30 

tr 

14 

4-  23 

P 
709 

^1 
4-104 

4-334 

—  163 

^14 

—274 

199 

4-91 

4-  24 

4-  38 

4-  47 

719 

—278 

4-344 

—  14 

—  öl 

359 

—  19 

—  132 

-  121 

—  86 

739 

—  16 

—323 

—297 

—  102 

389 

4-83 

4-  14 

4-138 

4-155 

760 

—201 

—329 

—  101 

—137 

479 

4-32 

—  75 

—  175 

4-219 

859 

—  99 

4-246 

4-  34 

—  177 

499 

4-63 

—  8 

4-233 

4-212 

929 

4-311 

—236 

4-267 

—341 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren /(tjcr  j )  haben  sich  gefunden  für 
1>  =  389  ,    ^tTj)  =  2  4-  2trj  —  ij  oder  4  —  tr^  —  2trj^  ;    ;?  =  859  ,    f{w^) 


=  3  4-  tPj  -  aar,  . 


Normen  eomplexer  Zahlen  in  \J. 


iV(l  4-  tr)  =  36  , 

N(Z  4-  o-,  —  t?j)  =  4  .  139  , 

A'(3  4-  2x^  —  Xy  4-  tr^,)  =  4  .  359  , 

N(l  -  4x^  4-  2try)  =  61  .  499  , 

iV(5  4-  4xy  —  tTj^)  =  4.719, 

N{1  —  Xj  4-  2Xy)  =  4  .  769  , 


N(l  -  x) 

N{1  -  2x,  4-  tr^,) 

N(7  4-  2x,  4-  #j) 

N(7  4-  Xj  —  Xy  4-  tr^^) 

NO  -  tJj  -  3Xj^) 

A'(6  4-  3x,  4-  2iJj) 


4.  11  ; 
16.  199, 
11  .479, 
5 . 709 , 
19.739, 
5 . 929 . 


*)     Hier  ist  Xj   völlig  bestimmt  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congnienzensysteme : 


X  4-x     =:=  — »r   .     X  X     ==  54-m     und  m  4~x      =^  — /J^      .        x  x 


ö— öj,.     (mod.  p). 
11 
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n  =  95 
VIII,  3.     ;>  =  95m  —  4  ,  —  9  ,  4-  21  ,  —  24  ,  -f  41 ,  —  44  ; 

tp^  =  —  w"'",  5te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p 

41,     71,     181,     211,     241,     281,     401,     421,     431,     641,     661,     751,     811,     941,     971,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  5»i  + 1    (X  =  5,  I). 


IX.    p  zum  Exponenten  36  gehörig. 
2  sechsunddreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IX,  1.   p  =  95m  4-  2  ,  4-  3  ,  +  13  ,  —  17  ,  4-  22  ,  —  23  ,  —  28  ,  4-  32  ,  +  33  ,  —  42  ,  —  43  ,  —  47  ; 


OT^  =  w''  4-  w"-  4-  w*''  4-  w*''  4-  w"'-  4-  oü'"-  4-  w""''  4-  w"'*  4-  w""''  4-  u;"''  4-  w""'' 


+  w"'-  +  cü"''  4-  cü**''  4-  o."^'*  4-  cü 

.9r 


.llr 


I6r 

-r  w 

-l*r    1    ...-J8r 


bt; 


-4ar 


4-  w 


4.  tt,"r  ^  ^-ITr  ^  j^-34r  ^  ^>7r  ^  ^ 


4-u;"'-4-w-*'^ 


+  tt,"^  +  to"/-  4-  to"»-  4-  to-"r  j-  ,„-««r  -1-  ,.,3r  j.  ,Jr  j.  ,..iar  j.  „.3«r  _j_  ..  -«7r 


4-  W 


4-  cü""  4-  w"''  4-  w"''  4-  w"''  4-  et 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  —  0»  4-  24  =  0  ; 


Kr  =  -  2  ,         tr^^,  =  -  9) 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen) 


p 

w 
1 

«^r 

P 

w 
1 

«'t 

P 

«^i 

w 
1 

P 

^1 

^r 

2 

1 

0 

173 

62 

—  61 

383 

136 

—135 

857 

259 

—258 

3 

1 

0 

193 

86 

—  85 

433 

177 

—176 

877 

262 

—261 

13 

2 

—  1 

223 

52 

—  51 

523 

65 

—  64 

887 

283 

—282 

63 

23 

—22 

257 

116 

—115 

547 

207 

—206 

907 

256 

—255 

97 

42 

—41 

307 

61 

—  60 

743 

197 

—196 

953 

98 

—  97  , 

127 

32 

31 

317 

113 

—  112 

773 

246 

—245 

983 

109 

—  108 

167 

45 

—44 

337 

26 

—  25 

827 

100 

—  99 

')     Hier  ist  or,   >  0  und  <.\p. 


52 


410 


w  =  95 

Normen  complexer  Zahlen  in  t* . 
N(Wj)  =  N(i  —  07^)  =  8.3,       N(Z  4-  tr^)  =  4.3;  es  finden  sich  überhaupt  Nonnen 
=  2p  und  =  3p ,  für  folgende  Primzahlen  p  ist  Nif^iv^)  =  2p: 


13  1-h  Wj 
173  10-f3aT^ 
307       2+ooPj 


317     19+307^ 
337     25+  XTj 


P  *K) 

383     22+3v, 

433     14+507, 


773     35+3ar^ 
887     38+3trj 


907     22+7Wj 
983      2+9a7j ; 


iV(/)'(trj)  =  3p  für: 


P 

*Vi)        ■ 

P        cJ>Yti7^) 

P 

*Vi)   . 

P 

*V,) 

'    P 

*V,) 

53 

7+2oPj 

167       9+4ary 

257 

25+2tr^ 

743 

41+  4try 

877 

ll  +  1007j 

97 

13+207, 

193     21+2trj 

523 

3+8(rj 

827 

27+   8x, 

i953 

17+1007^ 

127 

1— 4rrj 

223     15+407, 

547 

7+8tr, 

857 

9+lOWy 

IX,  2.    p  =   95w  — 2  ,  —  3  ,  —  13  ,  +  17  ,  —  22  ,  +  23  ,  +  28  ,  —  32  ,  —  33  ,  +  42  +  43  ,  +  47  ; 

^^  :=  e«'-4.:^-"-+c«;*''+c«;-'"*  etC.  =  -  (u;*''+w'^''+w"'-+u,"'-+w"'-+u;**''+to"'-+(««^'"+w"'')  . 

neungliedrige  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln,  daher  sind  die  Primfactoren 
X  =  19,  V.  auch  hinsichtlich  der  95ten  Einheitswurzeln  Primfactoren  der  folgen- 
den Primzahlen  p: 

17,       23,       43,       47,       73,     157,     233,     263,     283,     313,     347,     367,     397,     443,     503,     557, 
587,     593,     613,     617,     643,     727,     823,     853,     883,     937,     947,     967,     997. 
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71  =  99 

I.     jp  s=  99/n  -h  1  : 

199,     397,     991; 

60  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

60     57  .   Sl     48  .   43     S9  •   31     SO  .   37     91  •   18     19  •   9     3  .  «      ^ 

w    — c«  M-oü    — a;    -i-w    — oy    -4-C(ü    — w    H-w    — w    4-«    —  w    4-w  —  w  H-1  =  0; 

es  lassen  sich  übrigens  dadurch,  oder  durch 

nur  die  9ten  Einheitswurzeln  eliminiren,  nicht  aber  die  33ten  (sammt  den  Uten 
und  3ten),  während  die  Gleichung  w®*4-w**  +  i  =  0  dazu  dient,  irgend  eine 
Wurzel  durch  zwei  andere  auszudrücken. 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig; 
30  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     jp  =  99/M  —  1 ; 
x^  =  w*"  -4-  a;-'' ,  n(w^)  =  1 ,         (Tjtr^  =  Wj,^^  +  ar^^^  ; 

tFjy    zweigliedrige  Perioden   Iter  Art  der  33ten,  w^^  der  Uten,   w^,^  der  9ten 
Einheitswurzeln,  w^^^  =  —  i . 


52 


412 


n  =  99 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

P  tr,  tTj  tr^  tTj  «Ty  Wg  tTj^  (T,,  «Tj^  Wj^ 

197       —  25       4-32       +37       -J-  47       —  85       —   12       4-  40       +14       —  66       —   56 
593       —263       —214       +133       —202       —271       —103       —115       —159       —  93       —  67 


P  Wj,  «Tj,  tr,^  w„  tr„  tr,^  »„  «r,,  w„  tr,, 

197       —  64       +59       +22       —  44       —  11       —     3       +20       +6       +74       +68 
593       +119       —272       +177       +285       +114       —220       —248       —231       —  10       —267 


P  ^«4  ^J5  ^Sr  ^J8  ^40  ^41  ^41  ^4«  ^4T  ^4f 

197       —  43       +91       —  42       —  67       +88       +23       +4       —  36       +7       —  78 
593       —  73       +224       +  98       —143       —102       —  11       —170       —   18       —228       —  62 


y^Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(fr^)  ==  —  p. 
P  A^,)  P  /(tr,) 

197       1  —  w,  —  Wg  I  593       1  —  tr^  —  w^^ 


II,  2.     p  =  99;/i  +  10  :     109 ,     307  ; 

w,  =  w''  +  to^^^     U(w,)  =  1; 

oTj^  zweigliedrige  Perioden  2ter  Art  der  33ten,   tr^^  wie  II,  i,    tr^^^  =  2»"'^  und 
jp^^^  =  2üü*"',  resp.  9te  und  3te  Einheitswurzeln; 


tr 


a  _  o.ii 


^  =  2w     +0:^,  ^1^89  ~  2  +  trg,  ^i^n  =  2w 


19 


*)     Hier  ist  er,  die  gemeinschaftliche  Wurzel  des  Systems 

tr   +  tr     +07      s=s  0.  w  w     -)-tx7tr     +(rtr    g=  -^  3 .  tr  or    (v      ««g  tr        (oder 

*1  ^^       18  ^^       84  *  118  ^^       18     14  ^^       14      l    ^  »  1     18     14    «»^    **■!  ^ 

der  cubischen  Congrueiiz  tr*  —  3op  —  w,  ^  0)  (mod.  p)  und  eines  zweiten  von  10  CongmenzeD,  deren 
erste:  tr-f-tr     -4-aT     +tr     +t3r-  +  tr     +tr     -4-tr     -4-  w     -4-  w    ^=  -^  tr        (mod.  p).  — 

1  ^^  *10  ^^  *19  ^^      88  ^^      ir  ^^      4«  ^^  *14  ^^  *86  ^^       IT  ^^       8    44  ^^ 

Was  hier  tr,|,  o^j,,   ^44»  heisst  X  =  9,  II.    resp.  »j^,   >j,,   ifj,  ;    die   w^r  (vgl.  n  =  33,  II,  1.)  ver- 
stehen sich  von  selbst;  und  tr,,  o^ig,  v^^r»  ^ss»  ^4s  heissen  X=  11,  II.  resp.  vig,  v],,  ij,,  ii^i  i|4« 
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n  =  99 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

für  p  =  109  (beispielsweise) 

^1  ^3  ^4  ^5  ^r  ^$  «^11  ^lA  ^i€  ^ir  «'if  «^ft 

—29       —64       —19       —11       4-17       4-  2       +33       -+-17       -+-37       -+-50       4-23       -+-  7 


^^95  ^U  ^38  ^8f  ^34  "^35  ^Z1  ^38  «^4«  ^«T  ^4»  ^»« 

-+-32       —33       4-30       -+-41       4-26       —23       4-  2       —39       -+-  8       —19       -+-42       4-  6 


"^58  "^»9  ^«T  "^68  ^7»  ^8f 

-+-54       —8       -+-3       —32       —41       —12 


Normen  complexer  Zahlen  in  «r. 

^i^i9  —  ^ze)  =  109.9613. 


n,  3.    2>  =  99»»  —  10 :     89,     683,     881 ; 
w^  =  u;'•4-w-"^     n(tr^)  =  1, 

w,,.  =  —  ew'*'',    sowie    w^^  =  2tw*'',    beides   Ute  Wurzeln,    w^^^  wie  11,  i,   sowie 
«'.3r  =  -  1 ; 

«wj  »w        -y-  wj  ,  1     10  11  *  l     23  II  *  1     54  44 


*)  Hier  ist  (v,  linear  durch  v^w^^  =  v,,  (mod.  p)  rollig  bestimmt,  sowie  als  gemein- 
schaftliche Wurzel  der  reinen  cubischen  Congmenz  tv'  =  ^t'^^^is'  deren  Wurzeln  die  drei  in 
a'i-+-V|4-+-av£y  =  0  sind,  und  eines  Systems  von    5  Congruenzen,  deren  erste: 


w 


j  4-  Wj,  4-  Wjg  4-  tr,y  -+-  w^^  is  —  w"     (mod.  p). 
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n  »  99 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

fQr  /)  =  89  (beispielsweise). 


^1  ^i  ^*  ^i  ^1  ^8  ^10  ^li  ^14  ^l€  ^IT  ^99 

4-28       +33       +17       —42       —  6       +14       +  6       +10       —  9       —14       +  3       —28 


HT  OF  QT  QT  QT  tZT  V  0?  0(7  QT  ÜJ  fl7 

Jt  fS  J6  11  JJ  14  35  40  41  41  »0  ^  h9 

—21       —  3       +7       +5       +40       —  7       —43       —18       +34       +43       +20       +41 


^51  ^61  ^6S  ^rO  «^71  ^80 

+23       —23       +24       —24       —33       +12 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

N(l  —  Wjy  +  u;")  =  89  .  1783  . 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  99m  —  32  ,  +  34  ; 

07^    =    Oü"  +  W""''  +  »'**•    =    0  , 

oPj^  =  3w*'",    33 te  Wurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

67,     331,     463,     661,     727,     859 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  33,  I. 


*)     Hier  ist  w^  TöUig  bestimmt  durch  a:,w^^  =  w^^  (mod.  p),  sowie  als  gemeiDtcbafdiche 
Wurzel  der  kubischen  Congnienz  tr'  —  ow*".tr  +  w'*  =  0,  dereu  Wurzeln  die  drei  Perioden  in 
fxr   o- OT     +  or      ^  0     sind,  und  eines  Systems  von  10  Congrucnzen,  deren  erste: 

1  38  14 

^1  ■*-  ^8  +  ^10  +  ^17  +  ^26  +  ^15  +  ^51  "♦■  ^6»  +  ^Tl  +  ^80    =   *"  «'ll     ^'^^^'  ^^' 
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M  =  99 


IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig 

p  =  99w  —  8  ,  —  17  ,  —  35  ,  4-  37  ; 


12  fünfgliedrige  Perioden: 


w^  =  w''  -4-  w-"'-  -4-  w-"''  4-  w-"'"  4-  oü"'' ,     n(tr^)  =  729  ; 

OT,^  =  w*'^-4-cä>"'"-4- tt;'"^-4-w*""-4.u>"'^,    fünfgliedrige  Perioden  der  33ten,  w^^  desgl. 


der  Uten  Wurzeln,  Wj^^  =  5c«;"'',        tr^j^  —  öw*""; 


07 


'    =    307     +  207       , 


07 


,%  =  3, 


^1^0 


=  3ciu 


IX 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 

(För  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  p). 


TX7   tXT         =^    5(3(7       . 


p 

37 

«^1 
4-  ß 

«^3 

—  18 

14 

w 

5 

4-  17 

—  15 

«^8 

4-  5 

163 

—  65 

—  70 

—  77 

—  25 

—  19 

4-  15 

181 

—  38 

—  39 

4-  52 

4-  37 

—  48 

—  62 

379 

—  171 

4-  39 

—  4 

—  178 

—  135 

—133 

433 

4-110 

4-  30 

4-193 

4-  85 

—  114 

—  122 

487 

4-111 

4-  99 

—  52 

—184 

—200 

4-  79 

577 

4-262 

4-  46 

—  99 

4-  66 

—272 

—  11 

631 

4-222 

4-187 

—303 

4-163 

4-  65 

—  162 

757 

—317 

—  186 

—208 

4-175 

—273 

4-277 

829 

4-288 

—364 

4-188 

—274 

—162 

4-  95 

883 

4-  73 

—280 

4-  50 

4-262 

4-441 

4-121 

P 
37 

«^10 

4-  17 

u 
—  2 

«^16 

4-  6 

JO 

—  15 

—  2 

4-  13 

163 

—  20 

4-  39 

—  21 

4-  17 

4-  8 

4-  56 

181 

—  1 

4-  49 

—  14 

—  34 

—  3 

—  80 

379 

—  63 

—  181 

4-175 

4-160 

4-  18 

4-  94 

433 

4-170 

—  56 

4-130 

—  67 

—  28 

4-  92 

487 

—152 

—  135 

—  59 

4-168 

4-  16 

—  178 

577 

—  69 

—236 

—163 

4-210 

—276 

—  36 

631 

4-295 

4-271 

4-  81 

4-  68 

—231 

—  25 

757 

4-  74 

4-199 

—232 

4-183 

—358 

91 

829 

—313 

—354 

4-353 

—261 

—294 

4-269 

883 

4-169 

4-273 

—  123 

—  6 

—256 

4-159 

11 


w      (mod.  p)y  sowie  als  gemeinschaftliche 


*)     Hier  ist  Vj   völlig  bestimmt  durch    ^  u) 

Wnrzel  der  reinen  kubischen  Congruenz  tv'  ^  2a7     4-  5bu^^  ,     deren  Wurzeln  die  3  Perioden  in 
^   ^  ^   ^  ^j      ^0  (mod.  p),  und  der   quadratischen  a7'4-iu'^.a74-3u;"  ^  0,     deren  Wurzeln 

X  V  1  o 

die  2  Perioden  in  m   -4.  07      ^  —  ew**  (mod.  p). 
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P  = 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  ßr  j )  haben  sich  gefunden  fOr 


w 


96' 


Normeu  complexer  Zahlen  in  m. 

N(l  —  or)  =  991  ,  N{1  -4-  tTj 

N(l  +  tr,^  +  tTjj)  =  81  .  37  ,  iV(l  —  07^,  +  w 

N(l  —  tr^,  4-  w")  =  3  .  37  .  163  ,  N{1  +  or^,  —  w 

A"(l  —  oPg  4-  tTj^)  =  37  .  487  ,  N{1  4-  w^^  —  w"  4-  ou 

A'Cl  —  oPj  —  tTj)  =  631  .  397  ,  N(l  4-  «Pjj  4-  w"  4-  w 


Ml  +  «Pu  H-  «^ifi)  =  9  .  37  .  829  , 


0 
44 


N(i  + 


W 


SO 


c«;"4-w 


88 

TT 
44 
88 


3.  181  , 
9.37*, 
3 . 163 , 
9 . 577  , 
9 . 757  , 
3  .  883  . 


V.    j>  zum  Exponenten  6  gehörig 

mit  3  Fällen,    in   welchen   allen   die   10  primitiven  sechsgliedrigen  Perioden  v^ 
verschwinden : 

V,  l.     p  =  99m  4-  32  ,  —  34  ; 


tt,r  ^  ^Zir  _^  ^a4r  _^  ^-r  ^  ^-33r  ^  ^-34r    ^    ^  ^ 


^,r 


—    ?l//..'»" 


3(cy''"  4- Ol'"''')  =  StJ'jr»    zweigliedrige  Perioden  erster  Art  der  33ten  Einheits- 
wurzeln; daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

131,     263,     461,     659,     857 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  —  33/w  —  i  (vgl.  n  =  33,  II,  l). 


V,  2.     J9  =  99/n  —  23  ,  4-  43  : 
tr^  =  to'-4.w-"'"4-cu"''4-  +  a;^^»- 4- w-"'' -f  w"'*  =  0, 

^ir  =  3(w''' 4- it"'")  =  3^3^,    zweigliedrige  Perioden  2ter  Art   der   33ten  Wurzeln, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

43,     241,     373,     439,     571,     769,     967 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  33/;i  4-  10  (vgl.  n  =  33,  II,  2). 
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.-43r 


n  =  99 
V,  3.     /?  =  99m  +  23  ,  —  43  ; 

tTj^  =  3(&ü'''-4.u;*'0  =  —  3w"'^,     Ute  Einheitswurzeln,    daher    haben    die    hierher 
gehörigen  Primzahlen  p: 

23,     353,     419,     617,     947 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  llm+  l  (vgl.  X  =  11,  I). 


VI.    p  zum  Exponenten  10  gehörig, 
6  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  1.     I?  =  99w  4-  8  ,  -I-  17  ,  +  35  ,  —  37  ; 


-lir 


ITr 


.J7r 


-8r 


%ir 


-ITr 


-iJr 


w^  =  w''-|-w«'"-|-c«;-"''4-c«;"^-+-0ü"'*-+-t«>-"-|-W'"-4.w"''-|-a;-^^'--|-a;-"'-,  n(aT^)  =  -17; 


llr 


«P, 


tr^Wj^  =  —  5  +  |aTjj, 


tFj^  zehngliedrige  Perioden  der  33ten  Wurzeln,  07^^  =  —  i ,    ar^^^  =  5(cy""  +  w 
zweigliedrige  Perioden  der  9ten  Wurzeln,  rr^^^  =  —5; 

\  =  6  +  OTj  —  |(r^j  ,  WjW,  =  —  3  -4-  tTj  —  |w^^  ,         w^w^  =  3  —  or,  +  |w^^  , 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  />). 


-11 


% 


p 

17 

+  3 

w 
1 

—  3 

4 
0 

» 
—  7 

4-  6 

4-  1 

107 

—  11 

—  6 

4-  17 

4-  43 

4-  13 

4-  51 

359 

—  21 

—  40 

4-  61 

4-167 

4-  98 

4-  94 

431 

-1-210 

—  94 

—116 

—152 

4-207 

—  55 

503 

4-201 

-1-235 

4-  67 

—  156 

4-228 

—  72 

557 

—243 

-¥■   45 

4-198 

—  123 

—  67 

4-190 

701 

—310 

4-  39 

4-271 

—350 

—  31 

—321 

809 

—167 

—384 

—258 

—316 

4-360 

—  44 

827 

-f-159 

—130 

—  29 

—  193 

4-  14 

4-179 

953 

—363 

4-409 

—  46 

4-319 

4-464 

4-170 

^     Hier  ist  tTj  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen 
07*  4.  (e«**  4-  w")w  —  5  4-  3(w"  4-  w")  ^  0  ,         w'  —  9»'  —  (3  4-  207,)  ^  0 ,     (mod.  p), 
wovon  die  erste  die  2  Per.  in  qt   4-  v      ^  —  (tjo*^  -^  uu^^) ,     die  andere  die  3  Perioden  in 
w   -i-w   '{'W    ^Ozu  Wurzeln  hat. 

53 


p 

17     1 
107     1 


418 

n  =  99 

y(«Tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,  z.  B. 

w^^  (oder  w^)  359     3  —  or^  —  £«/*  —  w" 

cp^  4- e«" -4- w"  431     3  —  2»^^ -4- w*^ -4- w" 

iV(l  4-07)  =  3  .  37  . 


P 
809     4 

953     4 


—  3W. 


VI,  2.     |>  =  99w  —  19  ,  4-  26 ,  —  28  ,  —  46  ; 


TT. 


£«r  ^  e«-l»r  ^  ^^-»»r  ^  ^^-JSr  ^  ^iJr  ^  ^-lOr  ^  ^^-Sr  ^ 


ClU 


.«6r 


-17r 


.»«'■ 


4-w"*'    4-w^     , 
n(a7,)  =  27  ; 

xD^j,  ==  —  2«Tj^  =  2ti'g^,    {tlnfgliedrige  Perioden  der  Uten  Wurzeln,  w^^^  wie  VI,  1, 
sowie  w,,^  =  —  5 ; 

otJ  ==  —  6  4-  w,  —  Wj,  —  |a7jj ,         WjWj  =  6  4-  -f  «r^^  ,         tt^w,  =  —34-  |tr^^  , 
^1^4  =  3  —  07,  —  |o7jj  4-  «7j,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Für  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen  />). 


53 

^1 

—  4 

«'s 
4-  1 

«^4 

4-  9 

07 

4-  22 

07 
11 

—  23 

—  6 

71 

4-  5 

4-  27 

4-  6 

4-  20 

4-  24 

—  11 

179 

+  48 

4-  53 

—  29 

—  2 

—  51 

—  19 

251 

—  83 

4-  73 

—  39 

4-  10 

—  83 

4-122 

269 

4-101 

—  88 

4-115 

-f  81 

4-  7 

4-  53 

449 

—  63 

4-  94 

4-  54 

—209 

4-115 

4-  9 

467 

4-  53 

—136 

—209 

—  142 

—189 

4-156 

521 

—243 

4-198 

—  111 

4-129 

4-194 

—167 

719 

—288 

4-  84 

4-359 

—277 

4-193 

—  71 

773 

—  106 

—  63 

4-  2 

4-198 

—  135 

4-104 

863 

—  156 

—227 

—151 

—430 

—206 

4-307 

971 

—357 

—  97 

4-270 

4-465 

—368 

4-  87 

*)     Hier  oTj  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Congnienzen: 
^»  4-  (eü«<  4-  w") .  07  4-  6  4-  3(c«;"  4-  co")  =  0 ,  tr'  4-  (9  —  3o7,)  .  w*  4-  3  4-  2o7,  bk  0 

(mod.  p)t  wovon  die  erste  die  beiden  Per.  in  «y   4-  w    =   —  (w**  4.  w**)  ,      die  andere  die  3  Per.  in 
tr4-o74-o:      i^Ozu  Wurzeln  hat. 


419 


p 

251 
773 


n  =  99 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren /(Vj)  haben  folgende  Primzahlen  p: 


w 
2  — 


w. 


P 
863 


A^,) 


w. 


w 


16 


P  /K) 

971       1  —  w,  --  (w" 


TT> 


+  w") 


Normen  complexer  Zahlen  in  o^  . 

N(l  --  Wj)  =  3  .-53  ,    N(i  +  w)  =  89  ,    N(l  +  Wj,  -f-  w**  +  w")  =  3  .  71 , 

-^(2  +  Wg)  =  3  .  179  ,      N(l  -f-  Wj  4-  w**  4-  w")  =  3  .  269  , 
iV(3  +  Wj  —  2w"  —  2w")  «  9  .  449  ,    N(2  —  tr,  -f-  2w"  4-  2w")  =  8  .  467  , 
N(S  —  w^  —  w**  —  w")  =  3  .  521 ,       iVi(l  -f-  207^)  =  3  .  719  , 


VI,  Z.     p  =  99m  4- 19  ,  —  26  ,  -f-  28  ,  +  46  ; 


-iTr 


w^  =  («;••  4-  w"*-  +  w-"''  4-  w"*-  4-  w*"-  4-  w"''  4-  w-"*  4-  w"''  +  w-*^*-  +  a;-"''  =  -  w"'' 

9te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

19,     73,     127,     271,     523,     541,     613,     739,     811,     919,     937 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  j?  =  9m  4- 1  (vgl.  >.  «  9,  I). 


VII.    p  zum  Exponenten  15  gehörig, 

p  =  99m  —  2  ,  +  4  ,  4-  16  ,  +  25  ,  —  29  ,  4-  31 ,  —  41  ,  4-  49 


w^  s=s  w'"  4-  w 


-Jr 


w 


U) 


-8/- 


W 


16r 


W  +  w  4-  w  4-  Oü 


w       4-  w 


tt,"'-  +  «"r  ^  0  , 


rsr 


OT,^  =  3(c«"^  +  w"'^  4-  w"*"  +  w'*;;  +  w^O  =  3c^,^ ,    fünfgliedrige   Perioden    der    33ten 
Einheitswurzeln ;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p : 

31,    97,    103,    157,    223,    229,    313,    367,    421,    499,     619,    643,     691,     709,     761,     823,     907, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  33,  III. 
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n  =  99 

VIII.    j;  zum  Exponenten  30  gehörig 

mit  3  Fällen,  in  welchen  allen  die  primitiven  Perioden  null  sind: 

VIII,  1,     p  =  99m  4-  2  ,  —  4  ,  —  16  ,  —  25 ,  4-  29  ,  —  31 ,  4-  41 ,  —  49  ; 

w^  =r  0,     w,r  =  3y,^,   d.h.    zehngliedrige  Perioden   der  33ten  Einheitswurzeln; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

2,       29,       41,       fa,     101,     149,     167,     173,     227,     239,     271,     281,     293,     347,     479,     491, 
563,     569,     677,     743,     761,     821,     887,     941, 

auch  hier  keine  anderen  Frimfactoren  als  die  bei  n  =  33,  IV. 


VIII,  2.     Jt7  =  99m  4-  5  ,  —  7  ,  —  13  ,  4-  14  ,  4-  20  ,  4-  38  ,  —  40  ,  +  47  ; 

w,  =  «'•  4-  w*"  4-  w"'"  4-  u;"»-  4-  w'^'-  4-  c«;""''  4-  w-'^'"  4- ««"''  4-  w"'"  4-  w"''  4-  «-"'' 

4-  uj-*^'  4-  w-""  4-  w""'*  4-  c«"''  4-  w"'-  4-  w""'"  4-  u;*'*  4-  c«;*^'"  =  0 , 

(Tj^  =  3(w''^  4-  u;"»-  4-  u;^**-  4-  o^"''  4-  w»"-  4-  w*"-  4-  c«;*"-  4-  w*""  4- 1«"'*  4-  ««^O 

==  _  3(c«;»'-  4-  w**'-  4-  w"'-  4-  w"''  4-  «"O  =  -  3A,.  , 

d.h.  fnnfgliedrige  Perioden  der  Uten  Einheitswurzeln;   daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  p: 

5,       47,       59,     113,     137,     191,     257,     311,     317,     383,     389,     401,     443,     509,     687,     599, 
641,     653,     797,     839,     911,     929,     977, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  bei  X=il,  III. 


VIII,  S.     p  =  99m  —  5  ,  4-  7  ,  4-  13  ,  —  14  ,  —  20 ,  —  38  ,  4-  40 ,  —  47  ; 

v^  =  0,    Wj^  =  —  3w**'',    d.  h.  3te  Einheitswurzeln,   daher  haben  die  hierher  ge- 
hörigen Primzahlen  p: 

7,       13,       61,       79,     139,     151,     193,     211,     277,     283,     337,     349,     409,     457,     647,     601, 
607,     673,     733,     787,     853,     877, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  ^  =  3/ii  4- 1  (vgl.  X  =  3,  I,). 
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n=  105 
I.    p  =  lOim  +  1 : 

211,     421,     631. 

48  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«"  +  („"  4-  u,"  -  0,"  -  u,"  -  2<«"  -  w*"  -  u,**  +  0,"  +  w»»  4-  <»"  +  *"  +  <«"  +  c«"  -  w" 
_  („'«  _  «„"  _  „"  _  0,"  +  u,"  +  w"  +  <«"  +  Ol"  +  <«"  +  u,"  -ui'-u,*-  2«'  -  u,«  -  «' 

+  tü'  +  a)4-l  =  0, 
wodurch  die  nichtprimitiven  sich  eliminiren,  oder  die  35ten  dqrch 


w 


70 


+  to"  +  1  =  0 ,      die  21ten  durch  w'*  4-  w"  4-  w"  -f-  w"  +  l  =  0 ,     die  löten 


durch  w'^  4-  to"  4-  w*«  4-  «**  4.  w»«  4-  w"  +  1  =  0. 

Auch  ist  Scü**  =  —  1  (wie  bei  den  X). 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
24  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen,  wovon  6  primitiv: 

II,  1.    p  ^  iObm  —  1 ; 

w,^  =  w''' +  w"''* ,  Wj^  =  w*''4-w"*'",  Wyr  =  w^'"-h  w"^'*,  resp.  die  zweigliedrigen 
Perioden  erster  Art  der  35ten,  21ten,  löten  Wurzeln,  w^^^  die  der  7ten, 
w^^r  die  der  5ten  Einheitswurzeln,  ar,j^  =  — 1. 


422 


p 

419 
839 


tr. 


n  =  105 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


tr. 


—  173         4-178         —162 
4-255         —419 


—155 
4-208         —366 


w 
11 

—164 


w 

18 

—  46 


210         +169 


1« 
4-140 

—286 


**1T 

+145 
+188 


P 
419 

839 


19 

—  105 


78 


+219         —369 


23 

—106 
+371 


+  19 
+  33 


S9 

—121 
+  36 


ai  3» 

+152         —  95 

+257 


34 

+  73 
+411  +104 


P 

419 
839 


17 

—  120 

—  93 


38 

+129 
+  136 


tr. 


tr. 


+280         —234 


w. 


+241 


tr, 


41  "43  ''44  46 

—195         +  57         —203         —  79 


tr. 


+  43         —384 


tF. 


4T  -4» 

—  26         —  60 


+248 


P  = 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^) 


=  1  +  «^,-  «-14 


tr^  =  cü*"  +  taj       , 


n,  2.     p  =  105WI  +  34  ; 
'*'^         n(tr^)  =  1;  tTj^,  sowie  tr^^^  uud  tr^^^  wie  II,  l,     tr^r  =  c«*''  +  w**'' 

und  w^r  =  üü^''-+ w""^,    zweigliedrige   Perioden  zweiter  Art  der  resp.    21ten   und 
löten  Wurzeln,  tr^^^  =  2»"'*; 

w\  =  2u;"  +  tiTj,         ^i^ji  =  2  +  trjj;  ^i  +  ^ti   ~  ~"  ^3S  » 

^1  +  "^ii  ■+■  ^43  -*■  ^64    =    —  «*55  '  tTj  +  tr^  +  W^^  +  W^^  +  W^^  +  W^^    ==    —  tT^,  . 


*)     Hier  ist  tF^    völlig  bestimmt   durch   eine   der   3  linearen  Congmenzen   (für  beide  Prim- 
zahlen alle  drei  in  Einklang  mit  den  Zahlen  der  Tafel  II  bei  n  =  35,  21,  15): 

16  '*5^^**7>  l**^»0  49  ^^       51  »  1     49  48  ^^       50  '^  ' 

sowie  als  gemeinschaftliche  Wurzel  eines  Paars  der  3  Congnienzsysteme  von  resp.  2,  4,  6  Congmenzen, 
deren   erste:    x^   ^xr      ^  — w        (2tc:tiTtr      ^  — 1  +  tv), 

l^^"^34  36       ^  ^1     34  *  -I- «"„/l 


tr 


+  tr     +  w     +  tr      g=g  <—  tr 

1  ^^      93  ^^      41  ^^      43  * 


30 


tr. 


+  tr     +  tr     -f-  tr     +  tr     +  tr      s^  ^  tr      (mod.  p). 


Iietztere  dienen  zugleich,  als  Gleichungen  betrachtet,  zur  Elimination  der  nichtprimitiven  Perioden. 
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n  =  105 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

139 

w 
1 

+  65 

w 
f 

—  29 

—  46 

^8 

—  63 

w 
11 

—  38 

4-  1 

—  24 

tr 

^IT 

4-  37 

349 

—  66 

+  65 

4-142 

4-168 

—  11 

—  123 

4-  60 

—  35 

769 

+149 

—147 

4-126 

—320 

4-338 

—288 

-f-172 

4-  10 

P 
139 

+  60 

+  56 

4-  40 

—  64 

w 
4-  33 

^48 

—  2 

^46 

—  67 

t 
w 

58 

4-  25 

349 

—  119 

4-  19 

—  58 

4-  7 

4-  22 

—  73 

—  43 

4-117 

769 

—101 

—156 

4-134 

4-315 

4-  6 

4-170 

4-263 

-f-235 

P 
139 

w 

58 

4-  18 

w 

61 
—  11 

4-  12 

tu 

6T 

—  47 

«^Tl 

—  15 

4-  32 

«^88 

—  43 

^86 

4-  69 

349 

—  21 

4-106 

4-164 

—  163 

—  25 

—  126 

4-  1 

—  9 

769 

4-318 

—  182 

4-  73 

4-  97 

—190 

—  11 

-f-135 

—369 

iSr(l  4-07^,4-07^,) 


Normen     complexer  Zahlen  in  tJ. 

139  .  349  ,       N{1  4-  07)  =  39901  (p   =  105m  4-  l)  , 
769  .  10009 . 


n,  3.     j?  =  105/11  —  34  ; 

w^  =  to''4-w~'*'*  =  —  w**'',     35  te  Einheitswiirzeln ;    daher    sind    die    Primfactoren 
der  hierher  gehörigen  Primzahlen  p: 

71,     281,     491,     701,     911 

auch  hinsichtlich  der   105ten  Einheitswurzeln  einerlei  mit  denen  der  Primzahlen 

p  SS  36m  4-  1 . 


*)     Hier  üt  v,  völlig  bestimmt  durch  eine  der  linearen  Congruenzen  (alle  in  Einklang  mit 
den  Zahlen  bei  n  ==  35,  21,  15): 


1^«   =   OT,  4-  07y  , 


07.  W 


OTjOTj    ^    07^  4-  07 


8f  ' 


OT  07 
I     14 


Wjj  4- w^g  (mod.  p). 
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n  =  105 

n,  4.     p  =  105m  +  41 : 

41,     251,     461,     881; 

w^  =  w''4-ct"'*,  n((r^)  =1;  Wj^  =  cü*'' 4- ftü"'' ,  zweigliedrige  Perioden  2ter  Art 
der  35ten  Wurzeln,  tr^,  =  a;*''4-üt;"*''  wie  II,  i,  sowie  tr^jr,  w,ir  =  2»'^'"  =  — ^op^^r 
(oder  tTy^  =  —  w*'0»    oTjsr  =  —1; 

(tJ  =  2w^*^  4-  tr, ,    tTjtTg^  «  2  +  w^^ ,    WjXy^  =  —  w**  -f-  tr^, ;    ferner:  tr^  4-  w^^  =  —  «p«  » 


»:,+ 

op     -4-  tr 

+  tr      = 

-°^20» 

tr^4-trj^4-tr. 

L6  +  «^46  + 

^61  "^  ^1X 

=  o;" 

Congruenzwurzeln 

mod.  py 

z.  B.*) 

41 

tr 
1 

—     4 

tr 

2 

—  20 

tr 

4 

—     2 

«'s 
4-  13 

—  18 

^16 

—  15 

+     9 

4-     9 

251 

—105 

-4-  45 

—   23 

—  20 

—118 

—  77 

4-  87 

+  66 

P 
41 

tr 
4-     1 

^2» 

4-     5 

«^29 

4-     7 

tr 

^12 

—  16 

4-  14 

+     8 

+  10 

^46 

+     5 

251 

—  68 

4-  65 

—     1 

—  31 

4-  84 

+  42 

+  97 

—   17 

41 

^5J 

4-     4 

^»8 

-4-  17 

tr 

61 

—     2 

«-64 

+  18 

+     3 

tr 

*T4 

—     1 

^T9 

4-     6 

—  11 

251 

+  11 

—  46 

—104 

—  83 

4-  32 

—  12 

4-  73 

4-102 

Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

N{\  4-  aT„)  =  41  .  251 ,  N(l  —  tr    )  =  41 .  1301  . 


*)     Hier  tr,  völlig  bestimmt  durch  eine  der  linearen  Congrucnzen  (alle  in  Einklang  mit  den 
Zahlen  bei  »i  =  35,  21,  >.  =  5): 

tr  tF    55"g  w     4-  tr     •         tF  tr      ^s  tr     —  u     .         tr  tu      aec  -»  if      (mod*  p). 
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71  =  105 
II,  5.     j[>  =  105m  —  41  ; 

Wr  =  w''4-ta>""*^' ,  n(tr^)  =  1;  oTj^  =  oü"*4-tt;^''',  zweigliedrige  Perioden  3ter  Art 
der  35ten  Wurzeln,  aTj^  =  2tt;*'',  sowie  tr^j^  =  2w"'^,  ^,5,.  =  2»"'",  1?^^  =  oü^^-f-t«"'^, 
zweigliedrige  Perioden  2ter  Art  der  löten  Wurzeln  wie  II,  2.  und  w^^,  wie  II,  l. 

OT     =^  2üy     -4-  tr   ,  w  w      =  2  -4-  tr     .         or  er      ^   —  1  .  w  w      ==  —  oy     . 


65  o.  30 


» 


tPitr^g  =  2w*  H-tTy, ;       femer:        «^,+^,9  =  —«'»6» 


tr   -4-  tr      =  —  (jü     «  (T    -4-  tr   -4-  tr     -4-  w     -f-  tr     -4-  w      =  -—  w 

l^^a  '  1     "^       4  ^^       16     "^       19     "^       31  ^^       S4  49 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(d.  h.  fQr  die  einzige  hierher  gehurige  Primzahl  p  =  379). 

OF      oc       QC       tr      tr      w      tr      tp      tir      tr       or      od 

1  a  4  8  11  18  16  IT  19  12  J6  J9 

4-95       —121       +126       —173       —17       —171       —65       4-3       —166       —100      —128      —82 


OF  QT  OT  OT  tr  tr  OT   _  QT  tlT  UJ  ÜJ  ÜJ 

81  8«  84  37  41  44  4T  53  59  63  67  83 

—155       —22       —46       —151       —72       4-96       4-35       —156       4-54       —4       4-7       4-75 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  Normen. 
Für  p  =  379  ist  fiw^)  =  1  4-  oTjy  4-  tTg, .  —  Auch  ist  N(l  db  t»)  =  211 . 


II,  Q,     p  =  lObni  -4-  29  : 
29,     239,     449,     659; 
tr^  =  w''  4-  w*''^ ,         n(tr^)  =  1  ;         tr,^  wie  II,  5,     w^^^  =  2w"'^  =  —  2w^^^     (oder 

Wjr  ==  —  w"0.    ^jr  wie  II,  1,  sowie  tr^^^,    w^^r  =  —  i; 

w\  =  2tt;'®  4-  Wj  ,  ^i'^Te   ==  ^  "*"  ^28  »  ^i°^64  ~  —  w"  4-  or^,  , 

tTjOr^j  =  «Tj^  4- tr^,  u.  s.  w. ;        ferner:  ^i  "*"  ^^64  ~  "" 


tX7 


36 
15 


+  w   4-  tr     -4-  tu      =  Ciü     .  tr    4-  tr     4-  w     4-  w     4-  tr     4-  w      =  —  w 

4  '*'8  ^^       43  ^^       64  '  1  ^^       16  ^^       31  ^^       46  ^^       61  ^^       76  14 


*)     Hier  ist  tr,  völlig  bestimmt  durch  eine  beliebige  der  linearen  Congruenzen: 
tr^tTg  BS  tr^  4-  tTjj  ,         trjW*°  ^  w^^  ,         «^,«^14  ^  2öu"  4-  or^y  (mod.  p). 

54 
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n  =  105 
Congruenzwurzeln  med.  pj  z.  B.*) 


p 

29 

«^1 
—  13 

«^1 
4-  3 

^4 

-f-  6 

tr 

8 

—  12 

«^18 

—10 

«^18 

+  7 

«^if 
4-U 

w 
if 

—  1 

239 

—  13 

—  90 

4-  13 

+  6 

4-82 

4-  16 

4-74 

—  16 

29 
239 


w 


S3 

2 

11 


tr 
11 

—     6 
4-109 


tr 

38 
—    12 

4-  66 


«^84 

4-     5 
—  109 


w 

88 

—10 


tu 

48 

4-  11 


4-60         4-103 


tu 

4« 

4-  1 
—79 


«^4  7 

4-  2 
+23 


p 

29 

tr 

^48 

—  8 

*61 

—  6 

«^64 

4-  9 

«^88 

4-  11 

^16 

—  4 

4-13 

«^88 

4-  3 

w 

84 

—  7 

239 

4-110 

—  105 

4-105 

—117 

—73 

4-73 

—95 

4-94 

Normen  complexer  Zahlen  in  i , 


N{1  4-  Wjj)  =  29  .  449  ,  N(l  —  tr;^)  =  29  .  1709  , 


N(l 


M 


80 


—  tiT„)  =  239 .  29 


88 


U,  7.    j!>  =  I05m  —  29  ; 
w^  =  c«'■4-w-"^         n(tr^)  =  1; 

flr,^  wie  n,  4,    tTj^  wie  11,  2,    w^^^  wie  II,  i,    w^^  =  2t<ü''',    sowie   w 


w 


asr 


2w 
2w 


»ir 


»»r. 


trj  =  2c«"  4-  w,  , 


tr  tr      =  2  -♦-  tr 

l     S9  ^^  ^30  » 


.14 


1      16      81 


W 


»1  . 


Wjtr^^  =  2w     4-w„ 
femer: 


tr4-tr      =— tr,        tr4-tr     4-tr      ^  — 

1  ^^       41  6»  1  ^^       16  ^^       31 


UD 


91 


tr    -4-  07     4- 

1  ^^       13  ^^ 


W 


83 


W 


34 


—  W 


48' 


*)     Hier  ist  tr  ^   völlig  bestimmt  durch  eine  der  linearen  Congruenzen  (wie  bisher) : 


tr  tr^ 

16 


"'t  "^  ^84  >       ^1*" 


90 


«^14    (P^""^    ^l'^IO 


-  «^u)  ' 


tr  tr 

1     49 


—  w"4-flP„  (mod-p;. 
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n=  105 
Congruenzwurzeln  med.  p*) 

(F&r  alle  hierher  gehörigen  Primzahlen.) 


p 

181 

«^1 

-+-   55 

w 
j 

+  20 

w 

4 

—  20 

—  16 

—  11 

+  4 

—  3 

+  81 

601 

—208 

+291 

+  14 

—138 

+252 

+294 

—  73 

+219 

811 

+242 

—380 

+158 

+394 

+150 

+127 

—  80 

+171 

P 
181 

4-  4 

—  43 

—  65 

—  34 

—  87 

+  15 

^»4 

—  13 

w 
+  55 

601 

+  68 

—238 

—112 

+  22 

—  77 

+  38 

—  45 

—228 

811 

—261 

+211 

—271 

—  63 

—  5 

+  36 

+161 

+  71 

P 

181 

w 
—  37 

w 

41 

+  20 

w 

44 
—  15 

^•1 

+  87 

w 
—  43 

+  75 

w 
—  65 

+  34 

601 

+  83 

—209 

+103 

—153 

—284 

+251 

—  60 

+189 

811 

—243 

—  73 

+129 

+333 

—357 

+388 

—  67 

+  39 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  Normen. 

Für  p  «  601  ist  /(w^)  =  1  —  w,^  —  to"  ;         p  ^  811 ,        ßw^)  =  1  +  oT,  +  w„  . 

Femer  ist:    N(i  +  w^,  —  w")  =  I8i' ,       N(i  +  w)  =  2ii ,       N(i  —  w)  =  631 . 


^1   » 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch 
w    +17     .  oder  w  w.  a 


^6'^^6«    '^l^»0 


2tt>'*+Wj^) ,  oder  w^w**  bb  ar^^  (mod.  p). 

64* 
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n  =  105 
III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig. 

p  =  105/H4-  16,4-46: 
151,     331,     541,     571,     751,     991. 

16  dreidiedrige  Perioden: 

tr^  =  w''+ w"''4-c«^'*'^^     n(tr^)  =  256; 

w,^  =  ay'r^j^48r^j^3Jr^  dreigliedrige  Pcriodcn  der  35ten,  tr^^  =  oü*'"  4- w"'^  4- w"'' , 
desgleichen  der  21  ten  Wurzeln,  w^^  =  3»^'',  tTj^^  =  w"'' 4- w'®'' 4- w*®''  dreigliedrige 
Perioden  der  7ten  Wurzeln,  tr^j^  =  3'jü'*'',    tr,^^  =  3w"'  ; 

«TjWjj  s=  —  1  4-or^j    u.  s.  w. ;     ferner: 

91 

tr4-tr      =  —  w     .  tr4-(r      =— w,  tr4-tr4-Tr     4-tr      =  —  w 

u.j-r»*jj  *^J6  »  1  ^^       ai  »  1  ^^       4  ^^       JJ  ^^      43  1» 


Congruenzwurzeln  mod.  ^>,  z.  B.  *) 


p 

tr. 

OP 

tr. 

tr„ 

tr. . 

w,. 

tt^,. 

w,« 

1 

3 

4 

8 

11 

13 

IT 

19 

151 

4-  47 

—     3 

—  13 

—  26 

—  41 

—  51 

4-  49 

4-  11 

331 

—  152 

—  115 

4-  19 

—  38 

—   78 

—  95 

—  141 

—  17 

751 

4-  33 

4-336 

4-169 

—  146 

—156 

4-  76 

4-     1 

—337 

991 

4-151 

—  180 

4-376 

4-150 

4-216 

4-  11 

4-  94 

4-156 

p 

OP 

OP 

tr  « 

tr 

tr.« 

tr.. 

tr.. 

flP.- 

• 

23 

*  J6 

29 

31 

38 

43 

53 

39 

151 

4-  55 

—  35 

—  24 

—  63 

4-  22 

4-  74 

4-  58 

—    61 

331 

4-  39 

—  87 

—  73 

4-136 

4-  34 

—  108 

—  122 

4-135 

751 

4-160 

4-  80 

—321 

—248 

—291 

4-     2 

4-  72 

—  182 

991 

—291 

—311 

—  125 

—222 

4-252 

—253 

4-185 

—210 

iV(i- 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  und  Nonnen. 
Für  p  =  751  18t  /(tTj)  =  1  —  tTjy  wirklich.  —  Es  ist  femer: 
tr)  =  211 ,  N(\  4-  tr^  4-  w*')  =  15l'  ,  A^(l  4-  w^j,  4-  w")  =  16  .  331  , 

A\l  4- w,^  4- tr^,)  =  991*. 


*)     Hier  ist   tv,   vOlIig  bestimmt  durch  lineare  Congruenzen,  wie 


tr  tr 

19 


207 


10 


w 


93 


tr  tr 

14 


2üu 


21 


tr^w 


14 


07      u.  a.  (mod.  p). 
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n  =  105 

IV.     p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
12  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen,  wovon  3  primitiv: 

IV,  1.     j:;  =   105m-h8,  — 13:        113,     197,     617,     743,     827     953; 

tr^  =  w'^  4-  'Jü^''  +  (ßj"*^"  -h  w""'* ,     n(tr^)  =  4096  ; 

Wj^  =  —  w"''  und  Wj^  —  —  2w'*'"  und.Wjj^  =  4w^*'*,    alle  drei  7  te  Einheitswurzeln, 
jxjjr  viergliedrige  Perioden  der  15teu,  w^^^  =  -.  i ,    w^^^  =  —  2; 

wj  =  —  4w'°-f-trj,        ^i^^ij  =  4e(ü'*,        «^i^^i,  =  4,       ^i^,,  =  ^»'^ ;  femer: 

^1  +  ^33    =    '■*'"  '  07^  4-  W,  -f-  W^  -f-  tTj  y  4-  Wjj^  4-  Wj^    =    —  (T^j^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p^  5^.  B.  *) 


p 

113 

w 
i 

—   10 

3 

—  43 

^4 

4-  40 

^11 
—  12 

^13 

—  23 

*1T 

38 

197 

—  75 

4-  56 

4-  46 

4-  68 

4-  84 

4-  58 

617 

—  185 

4-  42 

—  36 

4-278 

4-  40 

—253 

953 

—274 

—  54 

4-263 

4-265 

—320 

4-205 

P 
113 

^^19 

—  54 

«^33 

4-  3 

TT 
36 

—  29 

^.4 

4-  39 

^3T 

—  21 

«^53 

4-  34 

197 

—  79 

4-  69 

-—  14 

4-  80 

—  20  . 

—  77 

617 

4-261 

—  12 

4-147 

—206 

—  104 

4-127 

953 

4-184 

—  171 

4-247 

4-  78 

—  145 

—279 

Normen  complexer  Zahlen  in  J^. 
N{l  4-  tr)  =  2689 ,  iV(l  —  or)  =  4159    (beides  Primzahlen   der   Form  105/h  —  41, 

vgl.   n,  5),  N(l  4-  w,^  —  :«")  =  211      (vgl.   I,  1)  ;         N(l  4-  tr,^  4-  w*^)  =  8  .  113  , 

JV(1  —  07^,  —  O  =  8  .  197  ,  N(l  —  Wjj  —  jj*^)   =  113  .  617  , 

^(2  4-  tu^  —  w^^)   =  953  .  9437  . 


*)     Hier  ist  w  ^  völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congnienz :  w  w'^  ^  07      (mod.  p) ; 
(auch  als  gemeinschaftliche  Wurzel,  s.  oben  bei  den  Perioden). 


430 


n  =  105 
IV,  2.    p  ^  105m  —  8 ,  4- 13  : 

13,     97,     223,     307,     433,     643,     727,     853,     937; 

w,  «=  w''  +  et;-"'  +  w-"*"  4-  »"'■ ,     n(tiT^)  =  29*  ; 

oT,^  =  «»r^w»9r^^8ir^j^iTr  yiergliedrige  Per.  der  35teii,  w^,  =  2(w*'-4-a"'')  -  «Ä,^ 

zweigliedrige  Perioden  2ter  Art  der  21teii,  w^^  =  —t«;'®''  =«  —  i^for  (oder 

^ur  *=  ^^''O»    ^ijr  =  ^Jr^sr»  Zweigliedrige  Per.  der  7ten  Wurzeln,  w^^^  «■  —  i ; 

wj  =  w,  4-  Wj  —  2mi"  ,  w^w,  s=  3  —  ^tTj^  ,  «^i«',,  =•  3w**  —  \w^  , 

'^i'^ss  "=•  -  2  +  «^«0  +  «'s*  5       femer :    or^  +  w^  =  -  ^tr^  , 
OT^  4-  tr^  4-  w^^  4-  tr^,  4-  w„  4-  w„  «  w'®  . 

Congruenzwurzeln  med.  p,  z.  B.*) 

S  QF  OT  tu  QT  QT  flT 

/-  *1  '*'!  "^4  8  11  1« 

13  —     1  ^3  +6  4-4  4-6  4-6 

97  4-30  --3  4-16  4-44  —  22  4-9 

•    223  4-54  —  54  —  62  —  48  4-27  —   19 

937  —417  4-151  —  66  4-159  —233  —  69 


^1  +  «^«9    ==   ""  "'iT 


P  OTj^  OTjj                   W^^  W^^                   Wjj                   W^^ 

13  —     1  —     3  —     3  —     4  4-1  4-5 

97  4-11  —  82  —  17  4-1  4-35  4-24 

223  —  99  4-88  4-70  —  49  —  47  4-91 

937  —102  —337  —237  —269  —254  —201 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

iV(l4-«Tj)  =  18',       iV(l-tr„)  =  AV„-0  =  18.97.        N(l -^  w^-hw^^)  -  7.97. 

N(i  —  OT,  —  w,^)  =  13  .  937  . 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  or  cv'^  es  or      (mod.  p),  auch  als  Gemelnwanel  aweier 
quadratischen  Congruenzen  (s.  oben}. 
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n«  105 

IV,  3.     ^  =  105m  —  22  ,  —  43  : 
83,     167,     293,     503,     587,     797; 


tr^  =  cü    -H  w 


-"r^.^-4lr^^-4lr 


,     U(w^)  =  211  ; 


w,^  wie  IV,  2,     w^r  =  2(w*'' -4- w*®®0  zweigliedrige  Perioden    Iter  Art  der  21ten, 
w^r  =  w*'' -h  to**'' 4- to"'"  +  w"*"  viergliedrige  Perioden   der   löten  Wurzeln,  w^^^  wie 

IV,  2,     tiT„,  =  -  1 ,         tiT„^  =  -  2  ; 

wj  =  —  2  4-  w,  +  w^^ ,        w^oT,,  =  3  —  ^tr^^ ,        w^Wj,  =  1  +  w^^  -+-  w^^ ;    femer: 

^1  "^  ''»s  =  "■  i^20  '       ^i  +  w,  -f-  w^  -f-  tTg  4-  Wjg  4-  w,j  =  —  tr^j  . 

Congruenzwurzeln  raod.  />,  z.  B.  *) 


w^  4-  tTj,  =  - 


(T 


Sf 


83 

^1 
4-  36 

—  14 

w 

4 

—  9 

«'s 
4-  35 

w 
11 

4-  29 

w 
1» 

4-  24 

167 

—  68 

4-  83 

—  29 

—  64 

4-  41 

4-  28 

503 

—  190 

—251 

4-  53 

—249 

—168 

4-228 

P 
83 

—  4 

tr 

—   2 

4-  11 

«^11 
4-  7 

w 

44 

4-  22 

+  30 

167 

4-  7 

—  44 

4-  35 

4-  34 

4-  67 

4-  76 

503 

—241 

—  181 

—198 

4-  98 

—  69 

4-161 

Normen  eomplexer  Zahlen  in  ir. 

N(w^  4-  w"  4-  w")  =  83'  ,  N(2  4-  w,,)  =  83  .  293  , 

N(l  4-  w^i  4-  Oü*  4-  w^®^)  =   167  .  293  ,         N(\  —  tr^^  —  w"  —  uj^^)  =  27  .  503  , 

iV(l  4-  tr^  4-  tFj^)  =  83 .  503 ;  dagegen : 

N(l  —  07)  =  N(w)  =  211  ,  N{1  4-  w)  =  421        (vgl.   I). 


•)  Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w  (w*^  4-  w**)  ^  x  4-  tr  oder  als  Gemeinwurzel 
der  aus  Obigem  sich  ergebenden  beiden  quadratischen  Congruenzen;  bei  letzterem  Verfahren,  welches 
obigen  Zahlen  zu  Grunde  liegt,  kann  die  Congruenz  tF4-v4-tv4-tv4-ti7     4-tK7      ^  —  w 

1  S  4  8  Jo  81  49 

die  Vertauschung  der  Werthe  von  tv,  und  0^49  ,  welche  bei  n  =  15,  IV  willkührlich  bestimmt  worden 
sind,  zur  Folge  haben,  was  bei  ^  =  83  und  167  wirklich  der  Fall  ist,  nicht  aber  bei  p  =  503.  Vgl. 
bei  »  =  60  und  84. 
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7»  =   105 
IV,  4.     p  =  105m  4-  22  ,  4-  43  : 

43,     127,     337,     463,     547,     673,     757,     883,     967; 

tr^  ==  uj'*4-ot"'^4-u;-*^'"-|-aj*''"  =  —  (jü^^\  d.  li.  21  te  Eiulieitswurzelii,   wosshalb  vor- 
sicheude  Primzahlen  auch  hier  die  Primfactoren  der  p  =  2im  4-1  (n  =  21,  I)  haben. 


V.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
8  sechsgliedrige  Perioden  und  zwar  mit  7  Fällen,  wovon  5  primitiv: 

V,  1.     p  =  105/n  —  16  ,  —  46  ; 


(T^  =  tt.'"  4-  OL-"'*  4-  u."'"  4-  w"'"  4-  üu"'"  4-  w-**'* ,       n(tr^)  =  —  1  ; 

tr,^  =  o/"^  4-to"'^4-c«*"^4-««'*'' +w"^4-w^**'''  sechsgliedrige  Per.  der  35ten  (erster 
Art,  n  =  35,  IV,  1),  oTj,  =  «*'-4-a;"'"4-w*"'4-c*;"'-4-c«;'**'-4-t..''°'  desgleichen  der 
21ten  Einheitswurzeln,  tr^^  =  3(oü''' 4- oi'*'^)  =  3ä-y^,  zweigliedrige  Perioden  der 
15ten,  desgl.  tr^^^  der  5ten  Wurzeln,  w^^^  =  —  i,        tr^^^  =  —  3 ; 

trj  =  4  4-  tr,  -h  20?^^ ,       w^w^^  ==—3  4-  Itr^,, ,       tr^oTj,   =  —  2  +  x^  4-  2tt ^^  ;     ferner: 


tr 


^  + 

^11  -   - 

tr,,  »         ^x  -+-  «^39  — 

t^l4' 

tr^- 

ht 

^4  ■+■  ^17  • 

+-  tr      = 

-tr^. 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P 

•). 

p 

^1 

^. 

«^4 

tr 

tr 

11 

«^17 

tr 

tr 

119 

59 

—   12 

4-     4 

4-     8 

—  20 

4-     2 

4-     9 

—   19 

4-  27 

89 

—      1 

—  42 

4-  35 

—   39 

4-   17 

—  25 

4-     7 

—  42 

269 

—  134 

4-  83 

-f-  41 

4-  50 

—  75 

—      4  4 

—  128 

—  30 

479 

—  40 

+214 

—  153 

4-193 

4-220 

4-212 

4-110 

4-201 

509 

4-104 

—  33 

—  41 

4-  25 

4-  54 

+  78 

—  192 

4-     4 

719 

4-  69 

—241 

—  104 

—  170 

—  29 

4-342 

—261 

—326 

929 

4-327 

—257 

4-373 

4-330 

4-321 

—  291 

4-187 

—  62 

*)  Hier  ist  oTj  völlig  bestimmt  durch  trj(w**  4-w**)  =  tr,  4-tr,Q  (mod.  />),  «owie  als  Ge- 
meinwurzel der  beiden  im  Obigen  enthaltenen  quadratischen  Congruenzen,  also  nur  aus  den  Perioden 
der  35ten  und  15t»'n  Kinheitswurzeln ,  wobei  alsdann  der  bei  IV,  3  berührte  Kall  eintreten  kann,  hier 
hinsichtlich  der  21  ten  Wurzeln. 
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69     2  — Wj^ 

89     l-hw^ 
269     1  —  07jy  — (w^4-6y'^) 


n  =  105 
/(oPj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  A^,) 

479     2  — Wj  +  tF^y 
509     2tr^j  4-  w"  +  w'^ 


p  A^,) 

719     Wj  4-  Wjj  —  (w"  4-  w") 
929     2  4-  Wjj^  4-  2(w"  4-  w'*) 


V,  2.    |)  =  105w  4-  4 ,  —  26  ; 


4r 


.l«r 


QT^    =    Oü'^  4-  w"^  4-  cy*"»^  4-  uj 


4-  c« 


*«r^^->6r 


n^)  =  16  ; 


Wj^  =  w""  4-  w"'"  4-  w*""  4-  w'^''  4-  cü****  4-  w"'" ,  sechsgliedrige  Perioden  zweiter  Art 
der  Böten  Wurzeln,  w^^^^  =  6u;"^  w^^  =  2(c«;*' 4- w"'' 4- w'^O  =  2^^^,  dreigliedrige 
Per.  der  21ten  Wurzeln,  w^^r  desgl.  der  7ten  Wurzeln,  w^^  =  3(üü^''4-to"')  =  ^Jy^^, 
zweigliedrige  Perioden  zweiter  Art  der  löten  Wurzeln,  w^^^  desgleichen  der  5ten 
Wurzeln ; 


tr. 


=  tTj  4-  2tFj  4-  w^j  4-  w 


50 


l    11 


-  2  4- w,  4- OT^j  -  iw^,  , 


SS 


WjW„    =   -  Wj 

-t«^jo 

> 

w  a 

^9    - 

4» 

-^t^ri 

> 

"l'^lT   =   -  2  , 

l     26 

5  +  K.; 

ferner 

• 
• 

m     4-  W          = 

-tr^, 

»1  + 

^i^                    i^35  ' 

^1+^19  =  - 

^9- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

p- 

*) 

P                     Wj 

79         4-  25 

4-  29 

07 
11 

4-  22 

'^IS 

—  36 

—  38 

^19 

-»-  19 

4-  15 

^9« 

—  37 

109         —  30 

-^  41 

—  42 

4-  26 

—  29 

-h  16 

4-  33 

—  43 

499         4-150 

4-  11 

—  42 

—  95 

—173 

—227 

4-  32 

—156 

709         4-319 

—  33 

4-  95 

4-  97 

4-  40 

4-  86 

—275 

—330 

739         4-140 

—262 

—355 

—204 

—248 

—220 

—  144 

—195 

919         —  69 

—391 

—  19 

—  145 

4-333 

4-275 

—114 

4-129 

*)     Hier  w^  völlig  bestimmt  durch  w^w^  =  i^si«  oder  durch 
v,((i)^^4-w'^)  =  ^is-t-^is  u.  s.  w.,   sowie   durch   zwei  der   im  Obigen  enthaltenen  quadratischen 
Congmenzen. 
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n  =  105 
/(wj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p*) 


P 

79 
109 


1 
1 


/(«T,) 


tüj  —  tt; 


Si 


P  /(«^,) 

499     1  — Wjj+trjj 

709     2  4-  Wji  — 


07 


IS 


/K) 


739     2  —  w^  —  tF 
919     1  4-  «Tj^  4-  w" 


c«"  +  «" 


V,  3.     I?  =  105m  —  4  ,  +  26  : 

101,     131,     311,     521,     761,     941,     971; 

tü^  =  u;'-  +  w-*'-  +  w'*''  +  («**'•  +  u;**''  +  w"'" ,       ü^)  =  625  ; 

w^^^  =  6w"'^  =  —  2ocrjg^  ==  —  6w^^   (indem   oTj^  ==  —  w"'',    w^^  =  —  3w*''^),    w^^  wie 
tüj  =  4«*' 4- Wj -f- 2Wjy ,  ^i'^ii  ■=  — 5w*',  ^i'^i  =  ^"+"■'»5  femer: 


1  ^^       11 


bu 


31 


07 


l  ■*■  "^4  +  ^IT  "*■  ^»8    =    —  «^5 


Congruenzwurzeln  med.  j?,  z.  B.**) 


101 

«^1 
—  50 

4-  39 

—  7 

«^8 

—  32 

131 

4-  61 

—  43 

—  42 

—  5 

311 

—  71 

4-151 

—  97 

—  27 

971 

4-241 

4-142 

—354 

4-  47 

11 
44 

—  3 

4-  77 

—480 


«^IT 

—  3 

4-  1 

—  115 
—310 


19 
—  10 

—  28 
4-149 
4-419 


4-  18 
4-  58 
—  68 
4-294 


Normen  complexer  Zahlen  in  i . 

N(l  4-  w)  ==  991  ,  N(l  —  Wjy)  =  5  .  131 ,  N(l  —  tü„  —  w'*)  «=  5  .  101  , 

JV(3  4-  tu,,)  =  101  .  131  ,         N(2  4-  tr^  —  w**)  =  41 .  311 ,       N(2  —  »,  —  «")  =  6  .  971 . 


•)     E«  ist  ferner: 
^(14-(P)  r=  36,     JV(1— w)  =  4,     iV(tri4— «r„)  =  ^.79,     JV(14-ti7,— w^^)  =  16.79  u. «.  w. 

^)     Hier  ist  w  |  völlig  beetimmt  alt  Gemeinwarzel  oder  linear  durch  w  w'^  t^  w    (mod.  p). 


••^ 
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n  =  105 
V,  4.     p  =  105m  4-  11 ,  —  19  : 
11,     191,     401,     431,     641,     821; 

ar^  =  tt,'-  +  w"»-  -f.  w'*'^  +  oü-"'-  4-  w**''  4-  w-"''  =  -(u;"'"  +  £•>"''  4-  oü"0  dreigliedrige  Pe- 
rioden der  35ten  Wurzeln,  daher  haben  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur  die 
Primfactoren  bei  n  «=  35,  III. 


V,  5.     p  =  lObm  —  11 ,  4- 19  : 
19,     199,     229,     409,     439,     619,     829,     859; 

tü^  =  oü»*  4-  w-"'-  4-  w"»-  4-  w'*'-  4-  oü**'-  4-  w"'- ,     n(tü^)  =  11' ; 
tü,^  und  w,^,,  wie  V,  l,    w,j^  =  Gw"''  =  -  Qw^^  ,     tr^ ^^  =  -  l  ,    «r^.  =  3(c«t;''-4-w"0  =  3;^^,. , 

zweigliedrige  Perioden  2ter  Art  der  15ten  Wurzeln; 

otJ  =  4w'*  4-  w,  4-  2w^  ,         «^i«^n  =  ^  +  «^,  -*-  2w^ ^  ,         w^w^  =  3oü'*  4-  ftr^, ;  femer: 
Wj  4-  tr^  =  —  itr^j, ,         «^1  ^-  «^11  =  —  «^j4  '         w'i  +  tr^  4-  «r^,  4-  w^,  =  w'*  . 

Congruenzwurzeln  mod.  j9  (resp.  mod.  p'),  z.  B.*) 

P                                     w^              w^  m^               w^  w^^ 

19  (mod.  p^)  —170  —  37  4-180  4-  73  4-178 

199  (mod.  p)  4-77  4-76  4-24  4-56  4-3 

229  (mod.  p)  4-110  4-28  4-28  —106  4-  84 


P  W  W  W  X-W        SB    ÜÜ^^  4-  Oü" 

19  4-11  —146  —  90  —36 

199  +27  —  43  —  221  .      ,                ,^    ^^      . 

229  -116  4-88  4-II2J  (^gl-   ^  -  15,   U,  2) 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Ffii  p  «  19  ist  das  Quadrat  des  idealen  Primfactors /"(w^)  «■  14-w,— (w"  4- w") ; 
Femer  ist:      iV(i4-w)  =  42i ,  iV(i— tr)  «=  19* ,  iV(i— 07^4-^,)  =  19 .  199 , 

iV(tr,— tü,g)  =  19  .  229  . 


*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w  u)*^  3s  w      oder  w  (u)^^  4-  w'*)  ^  —  1  4-  v 
(mod.  p)f  sowie  als  Gemeinwurzel  der  beiden  im  Obigen  enthaltenen  quadratischen  Congnienzen. 
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n  =  105 
V,  6.     p  ^  105/H  +  31 ,  —  44  : 

31,     61,     241,     271,     661,     691; 

w^  =  w''4- w"''-*- aü"''4-j«^"**'^4- w*'''4-oü~**'^  =  —  w'^'",  löte  Einheitswurzeln,  daher 
haben  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  ibm  -h  i 
(vgl.  n  =  15,  I). 


V,  7.     p  =  lObm  —  31  ,  4-  44  : 
149,     179,     359,     389,     569,     599,     809; 


tü^  =r  w»-  4-  oü-"'-  4-  w"''  4-  t«"'^  4-  oü*'^  4-  UJ**" ,     n(w^)  =  16  ; 
w^r   wie   V,  2,  OT^,  ==  -3,  OT^j,  =  2(u;"'  4:  w*"'' 4- ot)"'")  =  2i„r  =  -  ^or 

(Wj,.  =  —  i^j^),  dreigliedrige  Perioden  der  7ten  Wurzeln,  w^^  = 
zweigliedrige  Perioden  erster  Art  der  löten  Wurzeln,  tr^^,.  '■ 
der  öten  Wurzeln; 


sjr 


^«"sir  desgleichen 


tr     = 
1 


4  4-  o^j  4-  2trj,  4-  w^^ 

femer :         tr^  4-  tr^ 


tv  tr      =4  4"  -ff-tr     .       trtv    =14-tXT-—  X-w     ■—  ^w     z 

1     31  ^^  3      38  '  14  *  T^  ««^j  3      49  »41» 

—  Wj  I  Wj  4-  w,^  =  —  (w**  4-  w") , 

i  i  i  15     1         SO  GO 

tTj  4-  Wj  4-  w^  4-  Wj  5=  tt)     4-  w     4-  (jü     . 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


149 

w 
1 

—  45 

«'s 
4-  31 

^4 

4-  26 

«^8 

4-  22 

tr 

13 
—  10 

w 

19 

—  18 

tr 
Jl 

—  72 

tr 

*88 

4-  65 

179 

4-  9 

—  83 

4-  7 

—  59 

—  73 

4-  3 

4-  55 

—  39 

359 

4-  26 

—  60 

4-176 

—  14 

4-139 

4-  47 

—  144 

—  171 

809 

4-172 

—248 

4-304 

—  83 

4-  99 

—  4 

—  130 

—  116 

*)     Hier  ist  v,   vGUig  bestimmt  darch  zwei  quadratische  oder  durch  eine  Hnefire  Congmenz, 
wie  trj(c«ü**  4-  w**)  ^  w^,  —  \v^^  (mod.  p). 
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n  =  105 
Normen  complexer  Zahlen  in  w» 

JV(1  4-  tr)  ==  9  .  29  ,  N{1  —  tu)  =  331  ,  N(l  —  ar^  —  au"  —  u;")  =  9  .  U9  , 

N{1  4-  tTj  4-  w"  4-  w")  =  29  .  U9  ,  iV{3  —  w^^)  =   179**)  , 

N{2  —  oT^  —  w'  —  tt)**)  ==  29  .  359  ,  N(l  —  w^  +  2ciü"  4-  2u;*^)  =  29  .  809  , 

iV(4-f-ti7j,)  =  36.809. 


VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
4  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

VI,  1.    p  =  105m  4-  2  , 4-  23 ,  4-  32  ,  —  52  ,    nämlich : 

2,     23,     53,     107,     137,     233,     263,     317,     347,     443,     557,     653,     683,     863,     947,     977; 


.«r 


.I6r 


32r 


.-*ir 


S3r 


46r 


4-w"'^4-w    '^4-w 


.-13/- 


oü       '^  4-  w         > 


tiT^  =  w*"  4-  w  **  4-  w  ''  +  w  *■  +  w"*"  4-  w    ''  +  w 

ÜK)  =  64  ; 

tr,,  =  tüj,  =  -  («**^  4-  u)"^  4-  u;'^'-)  =  -  itr^,,  und   w^^,  =  4(u;"-  4-  u^'''  +  u;«'')  =  4i^^,  , 

dreigliedrige  Perioden  der  7ten,  w^^  =  3^^^  viergliedrige  Perioden  der  löten  Ein- 
heitswurzeln, tTjj^  =  —  3 ,    tTjj^  =  —  6  ; 

tTjtTjj  =  -  4  4-  w,5 ,  tüjTT^y  =  —84-  |«T^j  ,         tr^tr^,  =  8  ;  femer: 

^l  +  "^11    =    i^45  '  ^l  +  ^IT    =    i^49  • 

Congruenzwurzeln  mod.  jt?,  z.  B.**) 


p 

2 

tr 
1 

1 

w 
11 

1 

tr 

13 
0 

tr 
ir 

1 

P 
233 

4-  69 

tr 
11 

—  39 

• 

tr 

18 

-+-  17 

^IT 

—  48 

23 

—  8 

—  6 

—    1 

—  9 

443 

4-  40 

4-117 

—  177 

4-  19 

53 

—  15 

—  24 

+  3 

—  18 

557 

+  44 

4-  89 

—253 

4-119 

107 

—  30 

—  29 

+  14 

4-  44 

947 

—371 

4-414 

4-171 

—215 

137 

-H  45 

—  29 

—  12 

—  5 

977 

—249 

4-311 

4-204 

—267 

*)     Aus  dieser  folgt,  dass  diese  Quadrate  'wirklich  sind,  aber  wahrscheinlich  in  der  Form 
**)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt,   wie  bisher,   z.  B.  durch   J*  ^ ^  ^  ^      (mod.  p). 
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n  =  105 
Nonnen  complexer  Zahlen  in  \i  . 

N{1  —  w)  ==  AV)  =  64  ,         N{1  +  üFj,)  =  2  .  23  ,  N(l  +  2trj  4-  rr^^)  =  2  .  53  , 

iVi(Wj  —  Wj,  4-  w,y)  =  2  .  107  ,         N(b  4-  üFj^)  =  2  .  137  ,         ^^(1  —  2^^  4-  2^^^)  ==  53  .  233 
N(2  —  Wj  4-  2trjy)  =  8  .  443  ,  N(l  4-  2v^  —  tr^^)  =  8  .  557  , 

N{1  4-  207^  4-  2aTj,  —  4trj^)  ==  23  .  947  ,  A^(l  4-  ötr^  4-  407^^)  =  2  .  977  . 


VI,  2,     p  ^  105m  —  2  ,  —  23  ,  —  32  ,  4-  52  ,  nämlich : 
73,     103,"     157,     283,     313,     367,     397,     523,     577,     607,     733,     787,     997; 
w^  =  w'"  4-  w"'''  4-  tt.^*"  4-  0^'^"  4-  oü^®*"  4-  w 


n(Tr^)  =  81 . 

w^^  zwölfgliedrige  Perioden  der  35ten,  tr^^  =  — 2»"'',   tr^^  =  — 3w^*^'',  tr,j^  =  12a;'*'' , 


OT 


1» 


^  =  —  2,     tTj^,  =  —  3; 


tr 


tr    =  9  , 


"'i  "^^19  ==  *^°- 


i^-u 3  4-  tr^  ,         tr^tTjj  =  9c*."  ; 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


tr   -♦-  tr 
1    "^     11 


73 

«^1 
4-  11 

«^9 

4-  34 

w 
11 

—  26 

tr 

19 

—  20 

P 
313 

«^1 
—  92 

4-153 

^11 
4-  61 

tr 

19 

—123 

103 

—  51 

4-  18 

4-  28 

4-  4 

787 

—317 

4-139 

4-268 

—  91 

157 

—  50 

—  41 

4-  28 

4-  62 

997 

—245 

4-354 

—  50 

—  60 

283 

—  12 

4-  70 

—  26 

—  33 

Normen  complexer  Zahlen  in  y  . 

JV(1  4- w)  —  64  ,   A^(l  —  tr)  =.  84  ,   iNr(2  —  tr^  4- w'*^)  =  3  .  73  ,  iS^(4  —  w^^) 

N(l  -  tr,  4-  2tr^)  =  28  .  157  ,    N{4  4-  tr^  —  w^^)   =  7  .  283  ,    A"(7  4-  2ti7,)  : 

A^(5  4-  2tr^  —  w^^)   =  12  .  787  ,      Ar(10  —  tr^^  4-  w^^)  =  12  .  997  . 


'.  3  .  103  , 
3.313, 


*)     Hier  Ut  tr^  v5llig  bestimmt,  wie  bisher,  z.  B.  durch  w^v**   =  w^  (mod.  p). 


439 


n=  105 
VI,  3.     I?  =  105m  4-  17  ,  —  37  ,  +  38  ,  4-  47  ,     nämlich: 

17,     47,     173,     227,     257,     353,     383,     467,     563,     593,     647,     677,     773,     857,     887,     983; 


tü^  =  w'"  4-  w    "^  4-  w 


-a6r 


Üt} 


-23r 


.*6r 


Air 


4-  w""^  4-  w'"-  4-  w-**''  4-  w'"'4-  w"''4-  oo'*^" 


.*r 


nK)  =  15  ; 


-«Tr 


tTj^  wie  VI,  2,  tTj^  =  2|j^j^  sechsgliedrige  Perioden  der  21ten  Wurzeln,   w^^  wie 

VI,  1,   tr^jr  =  -  2  ,     tü,^^  =  —  3  ,     w,j^  =  -  6  ; 


w 


jOTj^    =    —  1  4-  |W^3  ,  WjWjj    =    —  3  4-  Wj  ,  tTjWjg    =    5  —  ^w^ , 


tu 


1  4-  tu,  ==  —  ^w^^  , 


1  ^^     11  J 


tu 


1  4-  «r„    =    —  :^0(Tj  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p^  z.  B.*) 


ferner : 


p 

17 

«^1 

4-  7 

4-  4 

^11 
4-  3 

^33 

4-  2 

P 
563 

w 
1 

—129 

*3 

4-162 

«^11 
4-  43 

w 

33 

—  77 

47 

4-  5 

—  15 

—  17 

—  21 

593 

4-  47 

4-228 

—174 

—102 

173 

4-  43 

—  25 

4-  54 

—  73 

887 

4-  23 

4-211 

—  75 

—160 

227 

4-  63 

4-  19 

4-  77 

4-  67 

983 

4-  54 

4-472 

—287 

—240 

257 

4-  10 

—  66 

—118 

—  89 

Normen  complexer  Zahlen  in  hf  . 

JVi(14-tü)  =  4,         iV(l  —  tr)  =  36  ,         iNr(2-tü„)  =  5.17,         iN^(2tr,  4- w^,)  =  5  .  47  , 
N(2  4-  «7^  —  tr,j)  =  5  .  173  ,      N(4^  4-  w^  —  w„)  =  3  .  227  ,         N(l  4-  2w^  —  2«?^^)  =  5  .  257, 
N(w^  —  2aTjj)  =  3  .  563  ,         iV(8  4-  207^  4-  tr^^)  =  3  .  593  ,         A^{6  4-  ^w^  —  w,)  =  3  .  887  , 
N{^  4-  Wj  4-  207,5)  =  5  •  983  . 


*}     Hier  ist  o^j  völlig  bestimmt,  sei  es  durch  die  drei  im  Obigen  enthaltenen  quadratischen  Con- 
gmenzen,  sei  es  linear,  z.  B.  durch  ^^  ^      ^  —  1  +  tsf    +  2({r    (mod.  p) ;  dabei  kann  bei  den  Con- 

gmenz wurzeln  für  eines   der  drei  zu  Grunde   liegenden  n  (35,  21,  15)  eine  Vertauschung  nöthig  sein, 
weil  dieselben  am  betreffenden  Ort  nicht  vollständig  bestimmt  waren. 
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n  =  105 
VI,  4.    p  =  105m  —  17  ,  -f  37  ,  —  38 ,  —  47  ,  nämlich : 

37,     67,     163,     193,     277,     373,     457,     587,     613,     823,     877,     907; 

tr^  =  —  (w"''  +  w**''  4-  oü"®**) ,    dreigliedrige   Perioden    der    21  ten   Einheitswurzelü ; 
daher  haben  vorstehende  Primzahlen  auch  hier  nur  die  Primfactoren  n  =  21,  IH. 


Anmerkung  zu  u  =  105.     Die  Summe  von  24  primitiven  Wurzeln  w 

ist  zwar  keine  Periode,  hat  aber  eine  eigenthümliche  Bedeutung  =:  -^(1  -(-  Yiöb)  °n^  <^i®  beiden  x,  für 
r  s=  1  und  r  =  1 1 ,  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  x'  +  ^  —  26  =  0 .  —  Eine  ihn- 
liehe  Bemerkung  findet  statt  für  n  =s  65  (ebenfalls  fär  Summen  von  24  primitiven  w)  und  für  n  =»  85 
(filr  Summen  von  32  primitiven  w).     Vgl.  auch  die  Anmerkung  bei  n  s:  91. 


Vierte  Abtheilung. 


Einheitswurzeln,  deren  Grad  eine  Potenz  von  2  ist. 


Die  Bedeutung  von  w,   w^  und  w^   ist  dieselbe   wie    in   der    dritten   Abtheilung, 

nur  dass  r  und  k  immer  kleiner  als  ^n  sind. 
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IV. 


n  =  4 


I.     jp  =  4W+  1. 


2  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

oü'  +  l   =0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 


p 

w 

P 

ÜÜ 

P 

U) 

P 

Üt) 

P 

UJ 

5 

4-  2 

157 

4-  28 

349 

—136 

569 

4-  86 

769 

4-  62 

13 

—  5 

173 

4-  80 

353 

4-  42 

677 

—  24 

773 

—317 

17 

+  4 

181 

—  19 

373 

—104 

593 

—  77 

797 

—215 

29 

—12 

193 

4-  81 

389 

4-115 

601 

4-125 

809 

—318 

37 

4-  6 

197 

—  14 

397 

4-  63 

613 

—  36 

821 

—295 

41 

—  9 

229 

4-107 

401 

4-  20 

617 

—  194 

829 

4-246 

53 

—23 

233 

—  89 

409 

4-143 

641 

—154 

853 

4-333 

61 

—  11 

241 

—  64 

421 

4-  29 

653 

—149 

857 

—207 

73 

4-27 

257 

4-  16 

433 

—179 

661 

—  106 

877 

—151 

89 

—34 

269 

—  82 

449 

4-  67 

673 

4-  58 

881 

—387 

97 

—22 

277 

4-  60 

457 

—  109 

677 

—  26 

929 

4-324 

101 

4-10 

281 

4-  53 

461 

4-  48 

701 

4-135 

937 

—196 

109 

4-33 

293 

—138 

509 

4-208 

709 

—  96 

941 

—  97 

113 

4-16 

313 

4-  25 

521 

4-235 

733 

—353 

953 

—442 

137 

—37 

317 

4-114 

541 

4-  52 

757 

4-  87 

977 

—252 

149 

—44 

337 

4-148 

557 

—  118 

761 

4-  39 

997 

4-161 

56 
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n  = 

=  4 

X-), 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

p 

A^) 

P 

A^) 

P 

/(^) 

P 

A^) 

5 

1+  2w 

197 

14-14aü 

433 

17— 12cü 

709 

15— 22tt 

13 

3—  2w 

229 

154-  2w 

449 

74-20W 

733 

27—  2w 

17 

1+  4W 

233 

13-+-    %M 

457 

21—  4m 

757 

94-26«; 

29 

5—  2w 

241 

15+  4w 

461 

19     lOu; 

761 

19— 20w 

37 

1-h  6w 

257 

l-f-l6au 

509 

5-t-22{«; 

769 

254-12.«; 

41 

5 —  4cü 

269 

13-t-lOu; 

521 

11-+-20W 

773 

174-22» 

53 

7       2w 

277 

14-+-  9w 

541 

21-t-lOu; 

797 

ll4-26a,- 

61 

5-f  6w 

281 

5— 16w 

557 

19— 14w 

809 

54-28CIÜ 

73 

3-4-  8w 

293 

17—  2m 

569 

13— 20w 

821 

254-140; 

89 

54-  8cw 

313 

13-hl2tt; 

577 

1— 24w 

829 

274-10» 

97 

9—  4m 

317 

11— 14u; 

593 

234-  8w 

853 

23-18» 

101 

l-t-lOw 

337 

9— 16'jü 

601 

5-+-24W 

857 

29—  4» 

109 

3— lOw 

349 

5-+-18U; 

613 

174-18W 

877 

294-  6» 

113 

7—  8w 

353 

17+  8w 

617 

194-16C« 

881 

254-16» 

137 

ll-H  4w 

373 

7-t.l8w 

641 

25—  4m 

929 

234-20» 

149 

7— lOi« 

389 

17-+-10W 

653 

134-22U; 

937 

194-24» 

157 

11—  6w 

397 

194-  6w 

661 

25—  6w 

941 

294-10» 

173 

13-t-  2» 

401 

l-+-20üü 

673 

23— 12c(ü 

953 

13—28» 

181 

9-1-lOcü 

409 

34-20u; 

677 

1     26oü 

977 

314-  4» 

193 

7— 12w 

421 

154-14W 

701 

5— 26w 

997 

314-  6» 

11.    p  zum  Exponenten  2  gehörig  oder  p  =  4m  —  i ;  diese  sind  in  Beziehung  auf 
4te  Einheitswurzeln  selbst  complexe  Primzahlen,  nämlich: 


3, 


7,       11,       19,       23,       31,       43,       47,       59,       67,       71,       79,       83,     103,     107,     127, 


131,  139,  151,  163,  167,  179,  191,  199,  211,  223,  227,  239,  251,  263,  271,  283, 

307,  311,  331,  347,  359,  367,  379,  383,  419,  431,  439,  443,  463,  467,  479,  487, 

491,  499,  503,  523,  547,  563,  571,  587,  599,  607,  619,  631,  643,  647,  659,  683, 

691,  719,  727,  739,  743,  751,  787,  811,  823,  827,  839,  859,  863,  883,  887,  907, 

911,  919,  947,  967,  971,  983,  991. 
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n  =  8 
I.    2>  =  8m  +  1. 

4  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

oü*  + 1  =  0  . 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

U) 

o;* 

P 

w 

UJ' 

P 

ex; 

w' 

P 

ÜÜ 

w* 

17 

—  2 

—  8 

257 

—     4 

—  64 

457 

+207 

—170 

761 

+  62 

+135 

41 

—  14 

+  3 

281 

—  89 

+  60 

521 

—206 

+  43 

769 

—  40 

—173 

73 

+  10 

—22 

313 

+     5 

+125 

569 

+  76 

+277 

809 

+239 

+  44 

89 

—12 

—37 

337 

+  85 

+111 

577 

+186 

+152 

857 

—351 

—188 

97 

—47 

—83 

353 

+116 

—  70 

593 

—  59 

—201 

881 

+177 

+219 

113 

4-44 

—18 

401 

—  45 

—  98 

601 

—163 

+  59 

929 

—  18 

—258 

137 

+10 

+41 

409 

+  31 

—  66 

617 

+182 

—  139 

937 

+  67 

—  14 

193 

—  9 

+43 

433 

—148 

+  79 

641 

+318 

—256 

953 

+156 

—336 

233 

+12 

+97 

449 

+122 

+  92 

673 

+  64 

—326 

977 

+227 

+439 

241 

+30 

+  8 

/(-) 

,  Primfactoren  der  Primzahlen  jp.** 

) 

P 

/M 

P 

/H 

P 

A^) 

17 

2+  ÜÜ 

337 

3—  4ciü 

617 

7—  3tt;+  5tt;' 

41 

4— 2üü+3w' 

353 

1 —      ÜÜ+     tt;'+4tt;' 

641 

5+  2üü 

73 

2+2üü+  w* 

401 

7—  4üü+  6üü* 

673 

3+  3üü—  3üü'— 2tt;* 

89 

2+2a;— 3tt;' 

409 

4+  2üü+     Oü' 

761 

1—  56Ü+     a;'+2w* 

97 

3— 2tt; 

433 

1+  4a;+  2üü' 

769 

3+  2»;+  4«;' 

113 

1 — Sw —  w' 

449 

2+  3üü—  4ciü' 

809 

4+  3w+  26ü' 

137 

8+6w— 5to* 

457 

4—  5üü+  2üü* 

857 

1—  4tt,—  2üü'— 4üü' 

193 

3— 2a;+4a;* 

521 

3+  3üü—  2tt;'+  ÜÜ* 

881 

5+  4»;' 

233 

4 —  w+  w  + 

a;" 

569 

8—  7üü+  6üü* 

929 

5+  66ü—  4üü' 

241 

2+  ÜÜ— 4oü' 

577 

3 —     ÜÜ+  5üü 

937 

3+     to+  5w' 

257 

4+  u) 

593 

16+lltt;— 12üü' 

953 

1+  2üü—  5üü'—  ÜÜ* 

281 

2— 2oü— 3a;' 

601 

6+  3u;—  2üü* 

977 

22+16üü— 15to* 

313 

2— 3üy— 2tt;'— 

2üü* 

*)     Die  Congruenzwarzeln  für  oü'  stehen  in  der  vorhergehenden  Tafel. 

**)     Die  dreigliedrigen  ß^uj),  d.  h.  bloss  mit  den  primitiven  oü ,  worden  den  viergliedrigen,  die 
auch  üü*  enthalten,  vorgezogen,  z.  B.  bei  p  =  593,  wo  auch  J^w)  =  2  +  üü  +  2üü'  —  4üü'  ,  p  =  977, 


wo  auch  ^üü)  =  4  +  4üü  —  2üü*  —  w  u.  s.  w. 


56^ 
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n  =  8 
II.     j[)  zum  Exponenten  2  gehörig 

2  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.    p  =  sm  —  \ ;    üF^  =  w**  4- 


Üt) 


-r 


W.     =    M  —  W       =—  tP 


3  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 


p 

tr 
1 

P 

^i 

7 

3 

151 

46 

23 

5 

167 

13 

31 

8 

191 

57 

47 

7 

199 

20 

71 

12 

223 

15 

79 

9 

239 

99 

103 

38 

263 

110 

127 

16 

op'*  —  2  =  0 ,     (wahrend  w,^  =  0) 

Congruenzwurzeln  med.  p*) 


p 

tr 
1 

P 

^1 

271 

96 

463 

203 

311 

66 

479 

187 

359 

19 

487 

91 

367 

79 

503 

157 

383 

137 

599 

166 

431 

188 

607 

194 

439 

21 

631 

94 

also 


p 

^1 

P 

tp 
1 

647 

36 

863 

351 

719 

324 

887 

202 

727 

27 

911 

176 

743 

102 

919 

135 

751 

113 

967 

44 

823 

284 

1   983 

450 

839 

29 

1   991 

430 

P 

/(^,) 

/'(^,) 

7 

3—  w^ 

i   ^^  ^'^i 

23 

5 —  w 

i   ^"*"  "^^i 

31 

7-1-307^ 

^   1—  4trj 

47 

7—  w^ 

,   5+  6trj 

71 

lH-5aT^ 

i   ^"^  ^''i 

79 

9—  w^ 

1   '^'^  ^^\ 

103 

11— 3tr^ 

i   ^■*"  ®^i 

127 

15-f-7w^ 

^   1—  8Xj 

151 

134-30?^ 

j   7  — lOx, 

167 

13—  w^ 

^   11  +  125?^ 

191 

17— 7«?^ 

^   3+lOtr^ 

199 

19+9aTj 

^   1— lOx^ 

223 

15—  OT, 

^  13+14ar^ 

239 

17— 5oFj 

^   7-M2tr^ 

263 

194-7w^ 

^   5— 12nTj 

/(oPj)  Primfactoren  der  Primzahlen 

271  17—  3tr^  114-1407^ 

311  19—  5Tj  9+14tr^ 

359  19—     w^  17-f-18tr^ 

367  234-  9Xj  5— 14w^ 

383  254-ll3Tj  3— 14tr^ 

431  23—  7trj  94-16»^ 

439  21—     tTj  194-20trj 

463  254-  9aPj  7— 16w^ 

479  234-  5Wj  13— 18aTj 

487  27— llTTj  54-1607^ 

503  29— 13Wj  34-16tr^ 

599  29— llw^  74-18Trj 

607  254-  3orj  19— 22aT^ 

631  27—  7t,  134-20tr, 


;>.*♦) 


P 
647 

719 
727 
743 
751 
823 
839 
863 
887 
911 
919 
967 
983 
991 


354-17W 
314-llw 
27—  w 
294-  7tr 
334-13V 
29—  3w 
29—  w 
31—  7w 
354-l3w 
314-  ötü 
37— 15tr 
434-2177 
35— lltr 
334-  7x 


1— ISor, 

9—2007 

254-26» 

15— 22tF 

7— SOar 

234-36» 

274-28» 

174-24» 

9—22» 

21—26» 

74-22» 

1—22» 

134-34» 

19—26» 


*)     Hier  ist  »    die  positive  der  beiden  entgegengesetzten  Congruenzwurzeln  (^  0 
•^     Es  ist  stets  Nßw^)  =  4-p,     A^V^)  =  — />  • 


\fi)' 
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n  =  8 


II,  2.     2?  =  Sm  +  3  ,         w^  =  üü''  4-  w''' ,     also 


07 


=s    W  -^  M       =    


O?.  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  +  2    = 


0  ,         (während  «r     ==  0  ,  wie  zuvor). 


p 

3 

07 
l 

1 

P 
131 

07 
1 

28 

11 

3 

139 

50 

19 

6 

163 

18 

43 

16 

179 

78 

59 

23 

211 

93 

67 

20 

227 

15 

83 

9 

251 

91 

07 

31 

283 

127 

Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

07 
1 

307 

108 

331 

75 

347 

107 

379 

120 

419 

96 

443 

21 

467 

126 

P 

^1 

491 

94 

499 

67 

523 

56 

547 

190 

563 

261 

571 

153 

587 

207 

P 

07 
1 

619 

288 

643 

206 

659 

77 

683 

64 

691 

151 

739 

346 

787 

347 

P 

07 
1 

811 

215 

827 

122 

859 

296 

883 

42 

907 

173 

947 

250 

971 

179 

J{w^)   Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

A^^) 

P 

/^,) 

P 

/K) 

P 

A^;^ 

3 

1—  Wj 

179 

9—  7o7j 

467 

154-llaDri 

683 

21  — lltTj 

11 

3—  07^ 

211 

7-h  9w^ 

491 

21-h  507^ 

691 

23+  9Wj 

19 

l+307j 

227 

15—   07j 

499 

7— 1507^ 

739 

17— 15o7j 

43 

5— 3o7^ 

251 

3+11»^ 

523 

19+  9o7j 

787 

25+  9oT^ 

59 

3-4-5o7j 

283 

11—  907j 

547 

23—  3Wj 

811 

19+15o7j 

67 

7-+-3o7j 

307 

17—  3o7j 

563 

15— 13o7^ 

827 

27—  7o7j 

83 

9—  07j 

331 

13—  907^ 

571 

11  — 1507j 

859 

29—  3o7j 

107 

3— 7o7j 

347 

3—1307^ 

587 

3+1707^ 

883 

l+2l0Tj 

131 

9— 5o7^ 

379 

19+  3o7j 

619 

13+1507^ 

907 

5— 21o7j 

139 

11— 307j 

419 

94-13o7j 

643 

25+  3orj 

947 

15— 19o7^ 

163 

14-9o7j 

443 

21—   07j 

659 

9+l7o7j 

971 

27— ll07j 

*}     Hier  ist  or    wie  in  11,  1.  festgesetzt. 
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n  =  8 
II,  3.    p  =  8m  —  3  ;     üF^  =  w»"  +  a"'*"  =  0  , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  und  die  nichtprimitiven 

«r     =  2tiü''*  reduciren  sich  auf  die  4ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher 

gehörigen  Primzahlen  p: 

6,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  609,  541,  657,  613,  663,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     853,     877,     941,     997, 

keine    anderen   Primfactoren   als    die  j9  =  4m  + 1   bei   n  =  4 ,    welche   auch   hier 
Primzahlen  sind. 


71 


16 


l.    p  =:  16m  -h  1 . 

8  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w"  4-  1  =  0 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

ÜL' 

u;* 

w' 

w' 

17 

—  7 

—  3 

4-  6 

4-  6 

97 

+  27 

—  8 

—  12 

—  18 

113 

—  43 

4-  35 

—  42 

—  40 

193 

4-  60 

—  64 

—  3 

4-  27 

241 

—111 

4-  44 

4-116 

4-  76 

257 

—  32 

4-128 

4-  2 

—  8 

337 

—  146 

4-  69 

—  40 

—  30 

363 

-4-100 

—  49 

—  36 

4-  60 

401 

+147 

—  199 

4-133 

4-  30 

433 

—  151 

—  168 

4-183 

4-195 

P 

ÜU 

üü' 

Oü* 

0.' 

449 

—  100 

—  77 

4-  36 

—220 

577 

—  65 

4-  27 

—171 

—  71 

693 

—  94 

4-209 

4-122 

—  82 

641 

—  40 

4-100 

—260 

—  16 

673 

4-  8 

—  161 

—209 

4-  84 

769 

-f-  27 

—311 

4-136 

—  67 

881 

—  85 

—  68 

4-298 

—114 

929 

—  101 

—  40 

—209 

4-  46 

977 

—403 

4-357 

—  62 

—  80 

•)     Die  Congruenzwurzeln  für  t/j;^  ,  a-®  und  w*  stehen  bei  n  :b  8  und  n  =s  4  resp. 
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n=  16 
f((»i)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(o,) 

17 

l+w  -f-  w* 

97 

1-f-w  —  w'-f-Sw' 

113 

2— w'-h2w' 

193 

l+w  —  w*— 2w^ 

241 

2-hw'-f-  w'—  üy^ 

257 

2— w* 

337 

2-f-w  -h  w'-h  w' 

353 

2—  cw  — 2w' 

401 

1—  w'''-f-  w'-h  Cü*- 

-<«» 

433 

1 —  (jü   -h  w' —  w*- 

-«,» 

/> 

A'^) 

449 

2-h  w  —  w*—  w' 

577 

2— 2w  —  üy'-h2w' 

593 

1 W  U}^  +  2üD* 

641 

2+  Oü'—  oü*-h  w^ 

673 

1—  tt,  4-  c*;'-f-2w^ 

769 

1-h  w'—  Oü^— 2w* 

881 

1—  Oü'-h  w^-f-  w*  +  w*+  w* 

929 

l-_2w'+2&ü'—  w*+w®+2w^ 

977 

1-4-  w  +2w'4-  w* 

— cw 


n.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     p  =^  16wi  —  1 ,         «'^  =  w'"  -h  oü"*" ,     also 


tu,    =    W  —  W       =    —  tu-  , 


8  S 

OTj    =    ÜÜ     bO       =    t3l7j  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tjtr*  —  4tJtT*  +  2  =  0         (oder  (w^  —  2)'  —  2  =  0)  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  erster  Art  der  8ten  Wurzeln  w^^  (während  w^^  =  0): 

w\  =  2-f-Wj,         tüjtüj  =  tJtTj  ;         tüjtTj  =  tüj-htüj      (allgemein  rp^Wj^  =  tü;t-i  +  ^A+i)- 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p     Wj 

31  14 

+  5 

P 
223 

07 
1 

54 

+  87 

P 
431 

«^1 
173 

+  26 

P 
751 

tr 
1 

196 

«^a 
+173 

47   3 

+18 

239 

36 

—  57 

463 

208 

—  117 

863 

103 

—140 

79  13 

+25 

271 

130 

116 

479 

181 

+136 

911 

33 

+309 

127  48 

—42 

367 

9 

—  32 

607 

14 

+274 

991 

277 

+116 

191  21 

+30 

383 

63 

+142 

719 

42 

—  95 

•)     Hier  ist  w    >  0  <  ^|)  genommen. 
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n  =  IG 
^(Tj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p*). 


p 

/(^,) 

—  31 

3+2Xj 

+  47 

3—    tTj 

+   79 

1— 2(r^+  tTj 

+127 

l-3tr3 

-hl9l 

3— 3trj+2or3 

—  223 

7+4x^ 

+239 

13— 7tr, 

P 

/(«-,) 

P 

/(^,) 

—271 

3  — StTj—    (Tj 

—607 

3+4ar^+2or, 

—367 

5+3w^+  tr. 

—719 

l+GtTj  — SOTj 

—383 

ö+6ar^      ^ 

— 7Ö1 

3+5orj+3or^ 

+431 

3— ÖtTj 

+863 

15— 4trj— SoPj 

—463 

5+4tr3 

+911 

1—  tr  j+etTj 

—479 

7+3trj+3or, 

+991 

1— 4trj+  tr. 

II,  2.     jP  =  16m  +  7;     tr^  =  oü»"  +  tt'^'" ,     also: 
tTj    =   a- +  w'    =    —  tTg,  ^j    =   Oü'  +  tt;*    =   —  iTj^; 

Wuraeln  der  Gleichung: 

tr*  +  4tij'''  +  2  =  0  ,         (oder  (tr'  +  2)*  —  2  =  0); 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  erster  Art  der  8ten  Wurzeln  tr^^  (denselben  wie  in  II,  i, 
während  tr^  =  o): 

trj  =  —  2  +  tTj  ,       tr^tr,  =  —  tr^  ;       tr^tr^,  =  —  tr^  +  tr,    (allgomein  tr^tr^  =  —tr^t^j+tr^^j). 

Congrueiizwurzeln  mod.  p»**) 


p 

7 

1 

tr 

3 

3 

P 
199 

^1 

60     + 

«^3 

66 

P 
503 

tr           tr 
184     —102 

P            tTj 

823     370 

tr 
1 

+106 

23 

7 

—  4 

263 

125     — 

64 

599 

161 

[     —  68 

839     123 

+334 

71 

9 

-25 

311 

8     — 

86 

631 

16£ 

)     —100 

887     246 

+266 

103 

6 

+28 

359 

138     — 

112 

647 

229     +  62 

919     431 

+  85 

151 

73 

—42 

439 

89     +202 

727 

5     +140 

967     146 

—199 

167 

41 

+  73 

487 

24     — 

227 

743 

10     +287 

983     331 

—135 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P 

/(^,) 

P 

A^,) 

P 

/(^,) 

7 

1-   tr^ 

311 

1—  tTj— 2tr.^+2tr, 

727 

5- 

-  tr 
1 

23 

1+  trj+2tr. 

359 

3-  tr^+2tr3 

743 

1- 

• 

-2(rj+3trj—  or, 

71 

l+2trj+  CT, 

439 

5—  a7^+4trj 

823 

3- 

-3tr^+  tTj 

103 

1  — 2tr  —  tr. 

487 

1— 4trj— 9tr, 

839 

7- 

-  trj+4trj 

151 

1— 3trj+2tr, 

503 

5+  trj+2(rj 

887 

14 

-2trj— 2(rj+3tr, 

167 
199 

1+  a'^+4x, 
l+3tr. 

599 
631 

5+    tTj—    tTj 

l+2trj— 3tr, 

919 
967 

54 
5- 

-2tr^— 3tr, 
-2trj+2trj —  tr. 

263 

3+  tr^+2tr, 

647 

3+2tr^4 

-3tr, 

983 

3- 

-3trj+  tr,— 4tr, 

•)     Da»  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  dass  A^j^tr  )  ==  +|? ,  das  Zeichen 
das»  Nfi^r^)  =  — j>  ist. 

•*)     Verfügung  über  tr    wie  in  II,  1. 
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n  =  16 
II,  3.     p  ==  16in  —  7  ;     (T^  =  üü''  -h  w"^''  =  0 , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  und  die  nichtprimitiven  w^^  =  2«;''' 
reduciren  sieh  auf  die  8ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen  : 

41,       73,       89,     137,     233,     281,     313,     449,     457,     521,     569,     601,     617, 
761,     809,     857,     937,     953, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  %m-hi  bei  n  =  8 ,  welche  auch  in  Be- 
ziehung auf  16te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
2  viergliedrige  Perioden,  und  z\v^ar  mit  2  Fällen: 

III,  i,    p  =  I6m  -h  3 ,  —  5 ; 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  und  die  nichtprimitiven 
oTj^  s=3  w"*  H-  to*''  -h  w""  -h  w*''  =  2(w''*  +  w*'')    reduciren    sich    auf  die    zweigliedrigen 
Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehöri- 
gen Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  283, 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  643, 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

keine   anderen   Primfactoren  als   die  j?  »  8m  +  3   bei  n  :=  8,    welche    auch   hier 
Primzahlen  sind. 


57 


450 

n  =  16 
111,  2.    p  =  16/H  —  3,-h5; 

hier  sind  aber  nicht  nur  die  primitiven  Perioden  null,  sondern  auch  die  nicht* 
primitiven,  d.  h.  w^^  * 


2r 


.-«r 


tu"  -h  w"""^  -h  w'*"  H-  w 


-«r 


=  0,  während 


w^^  =  w*'"H-cü*'" 4- ««*''  +  ««*'■  =  4w*'"     auf   die  4ten  Einheitswurzeln   zurückkommt; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

6,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     877,     941,     997, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  j9  =  4/ii  + 1  bei  n  =  4 ,    die  auch  hier  Prim- 
zahlen sind. 


n 


32 


I.     j5  s=  32/11  H-  1  . 

16  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


.1« 


w"  -f-  1  =  0  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


P 

97 
193 
257 
353 
449 
577 
641 
673 
769 
929 


•+-  30 
+  67 
-♦-  85 
-h  10 
+221 

—  33 
-4-160 

—  107 
-4-300 
+269 


+  34 
+  69 
+  34 

—  59 

—  99 

—  163 
+  10 
—183 
—359 
—228 


dt) 
+  45 

—  24 

—  60 
+101 
+  22 
+209 
+241 

—  118 
+304 

—  197 


—  46 

—  42 
+121 
—137 
+  45 
+263 

—  25 
—271 
—251 
+388 


+  19 
+  23 

—  17 
+  67 

—  10 
+215 
—282 
—149 
+144 

—  170 


11 


+  28 

—  8 
+  30 

—  7 
+102 

—  127 
—258 
+154 
+  43 
+448 


—  20 

—  14 
+  68 
+  6 
+127 
+  177 
+  64 

—  114 
—377 
+273 


+  42 
+  72 
—120 
—106 
—128 
+  35 
+  4 
—239 
—  182 
+297 


*)     Die  CoDgruenzwurzoln    ftir  die  nichtpriniitiveii  Wurzeln  stehen  in  den  3  vorhergehenden 
Tafeln  bei  n  ==  16,    n  «=  8  und  n  —  4. 
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p 

fM 

97 

14.ttf*  -j-w» 

193 

l+W*  -l-tü' 

357 

1-c«'  -«" 

353 

l  +  U;"+t«," 

449 

l+c«"+u;" 

nrrr  32 

/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 
P  /(«) 

577  1—  w*—  w*— oü*  — w^  — w'  — üü* 

641  1-  «•-  to»-tt,"-w"-tt,"-«^ 

673  l+2w  +2a;'+c«;'  +w*  +W*  +w* 

769  1+  w  -*.  w*— w*  +w" 

929  1—  w'—  w»— w^Vw" 


■üü^^-o," 


.«"-«"-«;" 


— u; 


IS 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.    p  =  32m  —  1 ;        OT^  =  w*"  +  w 


-r 


tr    =  w  —  (ü 


15 


—  W 


IS 


Wj  =  üü*  —  oü^*  s=  —  tr 


also: 
s 


OÜ 


11 


—  tr 


11 


Wj  =  flü^  —  w*  =  —  w^  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  StiT^  -f-  20w*  —  l6tJtT'  +  2  =  0     oder     ((tr*  —  2)'  —  2)'  —  2  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perio- 
den, d.h.  den  zweigliedrigen  Her  Art  der  16ten,  tr^^,  und  der  8ten  Wurzeln, 
w^^  (während  w^^  =  0): 


tr. 


tr  tu« 

IT 


5=5    2  +  tTj  ,  ^1^1    ^^    '"^j  4"  ^4  >  "^l^S    ^^    ^4  4"  ^fi  » 

^i^j  =  «^1  4-  ^a  ♦  ^1^«  ~  ^5  +  '^T  »  ^i'^i  ~  ^a  ■*"  "^»  5 

allgemein:  w^tr^  =  tr^^^j  +  tr^^+i  • 


tr   : 


Congruenzwurzelu  mod.  p.**) 


31 

tn 
1 

4 

tr 
j 

—10 

«^s 
+  11 

+  9 

P 
479 

tr 
1 

83 

+  91 

tu 

5  • 

+  102 

+169 

127 

47 

+50 

—  60 

—  9 

607 

4 

+  52 

+  117 

-235 

191 

65 

—37 

—  78 

—  73 

863 

344 

—295 

+339 

—171 

223 

111 

+85 

+  19 

+  49 

991 

338 

+134 

+113 

+446 

383 

111 

—  12 

—101 

+  160 

*)     Für  p  =  577,     641,     673  sind  ^e  f{u>)  aus  den  Nonnen  hergeleitet: 
JVi(l  —  w)  =  2  ,         N(l  +  w*  —  w"  +  w^*)  =  2  .  577  ,         N{1  +  w'  —  w*  +  oü")  =  2  .  641 , 

JSr(l  — w'  —  w«  —  w")  =  2  .  673  . 

**)     Hier  ist  tr^  >  0  und  <  -J-p  gewählt,  wie  bisher. 

57* 
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n  =  32 
/(oFj),  Primfactoren  der  Primzahlen  /?.*) 


p 

/(^,) 

P 

/(^,) 

i* 

Atr,) 

—  31 

1«  «,^-aTj 

—223 

l+2trj 

+607 

l+2trj+  flPy 

+127 

1+  «rj+oCj— tTy 

—383 

1—                 «^i+Wj+aTj—    tTy 

+863 

3+  trj+2«Ty 

+191 

l+2ar^-tr^ 

+479 

3+2trj— tTy 

i         —991 

1+  Wj — 3aPj 

II,  2.     j[?  =  32/;i  +  15  ;      tr^  =  w'^  +  w^*'' ,      also : 


li 


Xy   =    w'  +  w'   =    — 


13 


OTj    =    a>     +  W         =    —  OTj 


9» 


or     =  tw    +  a'       = 


—  OT 


31 


tr     : 


Wurzeln  der  Gleichung: 

op»  +  8tr*  +  20tr*  +  1607*-^  +  2  =  0     (oder  (tr*  +  4tr'  +  2)'  —  2  =  0)  ; 

mit   den  fundamentalen  Relationen   zu   einander  und   zu   den  nichtprimitiven,  w^^ 
und  tü^^,  d.  h.  denselben  wie  in  II,  i,  (während  tr^^.  =  0  wie  dort): 


«t;  =  —  2  +  tTj , 

OP.tü_    =    tu.  —  tu.   . 


1      8 


^1^8  =  ^4  ""  ''a  ' 


tr.tiT^  =  tr_  —  tr. 


16 


15  6  4  » 


tr  OT     ^s  tu    ■""  w    1 

14  4  S  > 


tr 


tr    =  — tr  . 

17  *«» 


allgemein   tr^tr^  =  —  tr^^..^  +  w^.^^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.**) 


p 

47 

X 

1 

1 

^3 

+     4 

«^5 
+     11 

tr 

T 

—   18 

P 
431 

tu 
1 

160 

tF 
3 

—  175 

«^5 

+  166 

+   16 

79 

13 

+  24 

—   17 

—     8 

463 

222 

+  98 

—  210 

+207 

239 

89 

—  53 

+  85 

—  100 

719 

54 

+  165 

-314 

+308 

271 

45 

—   67 

—  83 

+  117 

751 

373 

—117 

—  24 

—  81 

367 

47 

+  103 

+  146 

+  110 

911 

198 

+355 

—326 

—  181 

^tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

P  A^,) 

719       1+    Wj+tTj  — tTj+W^ 

751     l+2w^— Wj— 07^ 

911       1+    tu  — tTj+tü^  — tFj+Wy 


p 

/K) 

P 

/(tr,) 

47 

1-tr^ 

367 

l+Wj+2try 

79 

l+tP,+    tJtTj+    Wj 

431 

1 — tr  —  tr  — tr^ 

239 

1  — (Fj+    tüj—    Wj 

463 

1 — tr, — 2oc, — tr. 

271 

1 — tTj — 2oirj— 2tiT^ 

•)     Dag  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  j:>  zeigt  an,    dass  Nj\w^)  =  +  j;? ,  das  Zeichen  —  , 
dass  Nß,w^)  =  — p  ist. 

•^     Hier  ist  die  Verfügung  über  w^  wie  zuvor.     Vgl.  n  =   16,  8,  4. 
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n  =  32 
II,  3.     j[>  =  32m  —  15  ;      tr^  =  w''  -h  w""'*  =  0 , 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  während  die  nichtprimitiven 
w^r  =  2ciü'"'  auf  die  1 6t en  Einheits wurzeln  zurückkommen;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

17,     113,     241,     337,     401,     433,     593,     881,     977, 

auch  hier  dieselben  Primfactoren  wie  die  p  =  16?h  -4- 1  bei  w  =  16 . 


III.     })  zum  Exponenten  4  gehörig. 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1,     p  =  32m  +7,-9;        w^  =  w''  +  oü^''  -4-  w"**''  -h  u)'^''  =  0  , 

d.  h.  die  primitiven  Perioden  verschwinden  und  die  nichtprimitiven  w^r  =  2(üü''''-hc(ü**'*) 
reduciren  sich  auf  die  zweigliedrigen  Perioden  2ter  Art  der  16ten  Wurzeln;  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

7,       23,       71,     103,     151,     167,     199,     263,     311,     359,     439,     487,     503,     599,     631,     647, 
727,     743,     823,     839,     887,     919,     967,     983, 

haben  also  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I6m  +  7  bei  n  =  16. 


in,  2,     p  =  32/yi  —  7  ,  -h  9  ;         or^  =  w'"  -h  w"^''  -h  ou""'-  -+-  w''*  =  0  , 

aber  auch   w^^  =  w''*h-oü-"'^  + w*'^ -hw"^*'^  =  o,   während  w^^  =  4w*''  auf  die  8ten 
Einheitswurzeln  sich  reducirt;    daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

41,       73,       89,     137,     233,     281,     313,     409,     457,     521,     569,     601,     617,     761,     809, 
857,     937,     953, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  j9  =  8m  +  i  bei  n  »=:  8. 
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n»82 

IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
2  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     |>  =r  32/H  H-  3  ,  —  5  ,  +  11 ,  —  13  ; 

sowie  Wj^  =  0,  dagegen  w^^  «=  4(c<ü*''-{-üü*"^),  d.h.  die  nicht  verschwindenden  Per. 
reduciren  sich  auf  die  zweigliedrigen  2ter  Art  der  8ten  Einheitswurzeln,  und 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  283^ 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  643, 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Frimfactoren  als  die  jt>  ==  8/n  +  3  bei  n  =  S. 


IV,  2.     jo  =  32m  —  3  ,  +  5  ,  —  11 ,  -h  13  ; 

OT^  =  w'-  4-  w""'  -h  to''"  -f-  o;*'"  +  (*;-"'■  H-  to"'-  -h  oü-^'  +  ««-"'•==  0  , 

aber  auch  w,^  =  o,  imd  tp^^  =  o,  während  w^^  ==  Sw*'",  d.  h.  hier  reduciren  sich 
die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die  4  ten  Einheitswurzeln,  und  die  hier- 
her gehörigen  Primzahlen: 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     877,     941,     997, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  j9  =  4m  + 1  bei  n  »  4. 
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n 


64 


I.     |>  =  64/n  -h  1. 


32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


p 

193 
257 
449 
577 
641 
769 


-4-  35 

—  23 

—  68 
+146 
+  77 
+»31 


ÜJ 

+  29 
—  88 
+203 
—202 
+141 
+  90 


.33 


w"  +  l  =  0. 


Congnienzwurzeln  med.  j?*) 


w 
+  13 

—  35 

—  37 
—268 
+125 
+  85 


—  94 

—  11 

—  95 
—141 
+129 
+123 


+  71 
+  92 
+108 
+  37 
+128 
—  12 


w 


11 


+ 
+ 


68 
95 
71 

—  67 

—  32 
+246 


+  76 
—117 

—  24 

—  97 
+  8 
—324 


+  74 
+  44 
+  84 
—261 
—  2 
—306 


P 

193 
267 
449 
677 
641 
769 


—  60 

—  111 
+155 

—  42 
—320 
—289 


+  33 
—123 
+131 
+232 
+  80 
+  197 


+  88 

—  46 
+215 

—  155 

—  20 

—  113 


—  87 
+  81 

—  79 

—  78 
+  5 

—  64 


—  39 

—  70 
+  62 
+266 
+159 
+  25 


+  89 
—  22 
—182 
—123 
—200 
—190 


—  20 

—  73 
+188 
+  20 
+  50 

—  94 


+  11 

—  67 
—209 

—  83 
+308 
+253 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  sämmtlich  ideal,  in  17ter  Potenz  wirklich,  wie  folgende  Normen  zeigen: 

N(l  —  w"  —  w")  =  193  .  257  ,  N(l  +  oü"  —  w")  =  193  .  641 , 

jV(l  +  w  +  w"  —  w")  =  16  .  769  .  193  ,  N{1  —  w'  —  w"  —  w")  =«  4  .  769  .  677  , 

iV(l  +  w'  +  w"  —  w")  =  4  .  449  .  769  .         Vgl.  bei  II,  2. 


*)     Die  Congruenzworzeln  für  die  nichtprimitiven  Wurzeln  stehen  bei  n  «=  32,  16,  8,  4. 
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n  =  64 

IL    j)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,   l.     p  =  64771—1;    «tr^  =  ou*' 4- oy"** , 


also 


tTj     =    W  -  W"     =    -W,,  , 

W,    =    w'  —  w"    =    ■"  °^J9  » 

3          ür 

OTy     =    w'           W**    =            tTjj, 

°^9    =    ^'  —  "'"    =    ■"  ^21  ' 

tr         =»    OL'       —  U)         «=    —  TT 

11                    •*                 *«l 

**I5              *               *                          *1T 

• 

Wurzeln  der  Gleichung: 

[((tr*  —  2)'  —  2)*  —  2]'  —  2  =  0  ,         oder  (entwickelt) 
tr"  —  16tr**  4-  104tr"  —  352tr^®  +  660tr*  —  672tr*  +  336oir*  —  640?"  -f-  2  =  0  ; 

mit  den,  in  der  Formel  tr^tr^.  =  tr^t-i  +  ^t+i  zusammengefassten,  fundamentalen 
Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  txr,^,  tr^^,  w,^,  d.  h.  den 
zweigliedrigen  Perioden  erster  Art  rcsp.  der  32ten,  löten,  8ten  Einheitswurzeln 
(während  tr^^^  =  o). 


Congnienzwurzeln  mod.  p,*) 


127 

tr 
7 

«'s 
—  59 

+  14 

tr 

7 

—  45 

tr 

9 

+  30 

tr 
11 

-h  58 

^1* 
+  29 

+35 

191 

81 

•+-  27 

—  45 

—  87 

—   71 

-h  56 

+  82 

—74 

383 

79 

—119 

H-117 

H-  84 

4-  16 

+  49 

+  62 

—61 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  />.**) 


P 

—  127     1 


/(tr,) 

-  «^9  -♦-  «'U 


—  191     IH-TT,  —  tr,, 


P 
—  383 


/(*,) 


1  —  tr     ^  tr 

II  IS 


•)     Hier  int  die  Verfügung  über  tu    wie  bisher,  so  dass  tr    >  0  und   <  -J- />• 

••)     Das  Zeichen  -h  vor  den  Primzahlen  p  zeigt  an,  das  N/(fP  )  =  -f-jt?,  das  Zeichen  —  , 
dass  N/\w^)  =  —  p  ist. 
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«  =  64 


II,  2.     ;?  =  64w  +  31  ; 


(T^  =  «'' +  w'*'^ ,     also: 


"'l 

SS 

U)      -t-  W 

"» 

r-r 

<«»  +«," 

9 



0,»  +e«" 

= 

(«"  +  «," 

=  —  w 


33 


=  —  tr 


ST 


=  —  tr 


41 


—  tr 


4i 


tr 

3 

— 

u,*  4-0," 

=  —  «•„  . 

tr 

T 

^ 

w'  +0." 

"^„  . 

tr 
n 

= 

«,"  +  tt," 

=  —  w^,  . 

tr 

15 

= 

«,"  +  <«" 

—  «^4T ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

(tr*  +  8oir'  -h  20tr*  +  lötr*  +  2)"  —  2  =  0     oder  (entwickelt): 
tr"  -h  1607^*  +  104tr"  +  352tiT^®  +  660tr®  +  672tr*  +  336tr*  +  64tr*  +  2  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perio- 
den, d.h.  den  zweigliedrigen  erster  Art  tr^^,  tr^^,  w^^  der  resp.  32ten,  löten, 
8ten  Einheitswurzeln: 


wj    =    —  2  -f-  tTj  , 
tTjtTj    =    —  tTj  -I-  tTj  , 


tTjtTj    =    —  Wj  4-  07^  , 

^1^4    —    ""  ^3  "^  ^5  » 


tr^tTj  =  -  tr^  -h  tr^  u.  8.  w. 
w^w^  =  -  tr,  -h  tr^  u.  8.  w. 
allgemein  tr^tr^  =  —  tr^_i  +  tr^^+i  5     ^le*-  ~  ^  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

31 

tr 
1 

8 

«^8 

+  9 

tr 

5 

—  3 

+  10 

«^9 

+  12 

223 

46 

+  23 

+  64 

—  50 

—  29 

479 

9 

—202 

—  10 

—149 

+  97 

607 

194 

—244 

-f-  44 

—187 

—185 

863 

126 

H-320 

-f-353 

+292 

—  13 

991 

450 

—  64 

—280 

—431 

+279 

tr. 


tr. 


11                    "13  ^15 

+     7  —   15  —     5 

—  29         —  47  —  59  —  35 

+  57  —156  —  72 

+  54  —206  —271 

+414  +34  +63 

—403  +265  —208 


*)     Hier  ist  die  Verfügung  über  (f^  wie  zuvor;  man  hat  femer  mod.  3l'  : 


tr. 


+70 


CT 

+133 


tr 
+338 


tr. 


tr. 


T  "9 

—  21         —453 


tr 
11 

+286 


tr. 


—  203, 


10 


—  113, 


19 


W 
13 

+326 
s  —  274 . 


w 


15 


—377     nebst: 
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n  =  C4 
Die  Primfactorcn  der  Primzahlen  p 
sind  sammtlicli  ideal,  in  1 7  ter  Potenz  wirklich,  wenn  der  von  31  es  ist,  wie  fol- 
gende N  o  rm  en  zeigen : 

iV(l  4-  Xj  —  w^)  =  31  .  223  ,  N(\  -+-  o'i  -h  Xj)  =  479  .  31  , 

N(l  4-  tr^  +  tr,j  -+-  tr^3  +  rr^^)  =  607  .  31  ,  A"(l  +  ar^  —  tr^  +  «r^  J  =  863  .  31  , 

A^(l  —  tr,  +  OTjj)  =  31  .  991  . 

Femer  hat  man: 

N{1  +  07^  -+-  tr^j)  =  31  .  193  ,  A^(l  +  w,  —  Wj^)  =  31  .  641  , 

N(l  —  OTj  —  (Ty  4-  CTj)  =  991  .  449  ii.  s.  w. ; 

alsdann  mit  Congruenzwiirzeln  mod.  31*': 

A"(H-x,  4-tr,  H-OT^^)  =  31*,  A^(i  +  tr,  -  tr^  +  tr^^)  =  31»     (d.  h.  31».  31)*); 

endlich  als  Beispiele  wirklicher  Prinifactoren  höherer  Primzahlen: 

A^(i  dr  x)  =  65537 ,  A^(i  4-  tr^  -h  tr^)  =  21569 ,       übrigens  beide  von  der 

Form  64m  4- 1 . 


II,  3.     I?  =  64/H  —  31  ;         tr^  =  w''  4-  :«""'*  =  0 , 

während  diQ  w^,.  =  2£«;''"'  auf  die  32ten  Einheitswurzeln  zurückkommen; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

97,     353,     673,     929, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactorcn  als  die  p  =  32/n  4- 1  bei  n  =  32 . 


IIL    j)  zum  Exponenten  4  gehörig. 
8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.     />  =  64m  4-  15,-17;         tr^  =  w*"  4- w"'"4- w""'*  4- w""'*  =  0, 

während  die   tr^r  =  2(u;*'' 4- w'®')  auf  die  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der 
32 ten  Wurzeln  zurückkommen;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

47,     79,     239,     271,     367,     431,     463,     719,     751,     911 

auch  hier  keine  anderen  Primfactorcn  als  die  p  =  32m  4- 15  bei  n  «=  32. 


*)     Aus    dieser   Norm    folgt,    dass    der   Primfaotor    von    31    nicht    wirklich    in     der    Fonn 
y^OT    ,  Oü)  sein  kann,  mo  daas  N^ß^t*i  i  w  )  =  p^  wäre. 
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n  ==  64 

III,  2.     p  =  Um  —  15  ,  -h  17  ;         tr^  =  o;''  -h  w""^  -4-  w""''  -4-  w"'*  =  0  , 

sowie  (Tj^  =  0,    während   die   w^^  =  4c«;*'*  auf  die  löten  Wurzeln  zurückkommen, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     113,     241,     337,     401,     433,     593,     881,     977, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  iQm-h  l  bei  n  =  16. 


IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     p  =  64wi  +  7  ,  —  9  ,  +  23  ,  —  25  ; 
tr^  =  to'' -4- w"'  +  üi"'*'*+'^"'*  +  üi-"'+u;-'*'' +  £*;'''•  + «.;-"'  =  0, 

sowie  w^^  =  0,  während  die  w^^  =  4(c«;*'*  4- w'®'^)  auf  die  zweigliedrigen  Perioden 
zweiter  Art  der  16ten  Wurzeln  zurückkommen;  daher  haben  die  hierher  gehöri- 
gen Primzahlen: 

7,       23,       71,     103,     151,     167,     199,     263,     311,     359,     439,     487,     503,     699,     631,     647, 
727,     743,     823,     839,     887,     919,     967,     983, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I6w  4-  7  bei  n  =  16 . 


IV,  2.     p  =  64m  —  7  ,  -h  9 ,  —  23 ,  +  25  ; 

sowie   oTj^  =  0,    or^^  =  0,    während  die    w^^  =  8w^''  auf  die  8ten  £inheitswurzeln 
zurückkommen;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

41,       73,       89,     137,     233,     281,     31?,     409,     457,     521,     569,     601,     617,     761,     809, 
857,     937,     953, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  ;[>  =  8m  -h  1  bei  n  =  8 . 
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n  =  64 
V.     2^  zum  Exponenten   16  gehörig. 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  =  64//*  +  3  ,  —  5  ,  4-  11  ,  —  13  ,  -h  19  ,  —  21  ,  +  27  ,  —  29  ; 

sowie  w^r  =  Of  (T^^  =  0 ,  während  die  w^^  =  8(iü''*  4-  w**0  auf  die  zweigliedrigen 
Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  283, 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  523,  547,  563,  571,  587,  619,  643, 
659,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     859,     883,     907,     947,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  /?  =  8i»  4-  3  bei  n  =  8 . 


V,  2.     p  =  64//1  — 3,4-5,  —  11,  4-  13,—  19,4-21  ,  —  27,4-29; 

tü^  =  üü'-  4-  '^-""  4-  «•'•  4-  c«-"''  4-  :«"'■  4-  w"'-  4-  oü"''  4-  u^-"''  4-  «-"''  4-  w"'^  4-  «""'•  4-  w*' 

4-u;-"''4-:«-''"4-c*;-"*4-c«"''  =  0, 

sowie  oTj^  =  0,  tr^^  =  0,   w^r  =  0,  während  w^^r  =  16»"'^  auf  die  4ten  Einheits- 
wurzeln sich  reducirt;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  277, 
293,  317,  349,  373,  389,  397,  421,  461,  509,  541,  557,  613,  653,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     773,     797,     821,     829,     877,     941,     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  j:>  =  4/?»  4-  i  bei  n  =  4 . 
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n  =  128 


1.    p  =1  i2%m  +  1 . 


64  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


64 


W"  +  1    =    0 


P 

257 
641 
769 


-hlOO 
H-243 
H-  89 


4-  13 
+122 
—204 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


-  42 
-221 
-215 


CO 

—  62 
+290 
+320 


—  116 

—  105 
+  96 


+  98 
+248 
—125 


59 
—134 
+347 


—  72 

—  62 
+181 


P 

267 
641 
769 


+114 
—287 
+285 


.  19 

—  52 
—275 
—299 


.  31 

—  89 
+232 
+141 


c«" 

—  9 

—  84 
+273 


—  50 

—  58 
+  5 


üü" 
+122 
+  21 
—383 


29 

+  21 
—306 
—138 


+  31 
+155 
—319 


P 
257 
641 
769 


+  58 
—244 
+135 


—  49 
—199 
—344 


+  99 
+  61 
—257 


+  36 
+210 
—154 


—  57 
+145 
—200 


+  26 
+268 
—  60 


—  84 
+124 

—  18 


—124 
—  67 
—313 


P 
257 
641 
769 


CO*' 

+  25 

—  31 

—  17 


—  61 

+177 

—  82 


OD 


SS 


+  118 
+168 
+283 


CO 

+113 
+116 
+  8 


W 

—  29 

—  42 
+310 


M 

—  104 

—  29 
+  93 


+  79 
—310 
—  49 


—  18 

—  153 
+216 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal  (in  21121  ter  Potenz  wirklich). 

Normen :        iV(i  +  oü  —  tu^)  =  769 .  826753 . 
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n  =  128 

II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
32  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    jt?  ==  128WI—  l; 

woraus  die  IG  Perioden  o^j ,  tr,  ....  ^^^y^^^^  von  selbst  sich  ergeben,  sowie  ihre 
fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  entsprechenden  Perioden  der 
64ten,  32ten,  Ißten,  8 ten  Einheitswurzeln,  tr.^^,  tr^^,  x^^,  w^^^  (tr^^^  =  o),  aus  der 
Formel  w^w,.  =  tr^^-i  +  ^k-^i ; 

Gleichung  der  32  primitiven  Wurzeln: 

{[((^'''  _  2)»  _  2)»  -  2]^  -  2}  »  -  2  =  0     oder 
(tr"  —  16tr**  +  104tr"  —  352;it^^  +  66007*  —  672tr*  +  336x*  —  64(r'  +  2)^  —  2  =  0  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


p 

127 

tr            tr 

1                 s 
3          +18 

tr 

5 

—  4 

—  46 

tr 
+63 

tr 
11 

—   21 

tr 

13 

+44 

tr 
1* 

—52 

383 

9          —64 

—86 

+  164 

+20 

—116 

+  8 

—18 

127 

tr 

17 

—  27 

tr 
—   10 

tr 
ai 

—  43 

^.3 

—  37 

tr 
+  38 

+  49 

+  51 

"^31 

+  l 

383 

+102 

+  33 

—176 

—149 

-105 

—103 

+  11 

— n 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  J?.**) 


p 

/(»,) 

P 

/(«',) 

—127 

»-«"«-  "'» 

—383 

1  -  <F„  +  <r„ 

*)     Die  Verfügung  über  tr    ist  wie  bisher  gemacht. 

^     Das  Zeichen  +  vor  den  Primzahlen  jp  zeigt  an,  dass  Nf{w^  =  +j:> ,  da«  Zeichen  — , 
dass  Nj\iB^  =  —  p  ist. 
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n=  128 
II,  2.     p  =  128m  4-  63  ; 

woraus  die  16  Perioden  ^^y^^  ....  ^39  »«^ji   von   selbst  sich  ergeben,  sowie  ihre 
fundamentalen  Relationen   (die  nichtprimitiven  w^^,  w^^,  ar^^,  tr^^^  sind  dieselben 

wie  in  II,  l)    aus   tr^tjcr^t  =  —  trjt_i  +  tr^^-M  ; 

Gleichung : 

(w"  +  1607^*  +  104w"  +  352tü^^  +  660a7*  +  67277*^  +  336w*  +  64w-  +  2)^  —  2  =  0  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 
p  =  191*) 

^1  ^Z  ^i  ^7  ^9  ^11  ^18  ^15  ^17  ^19 

35         4.  5         —12         —22         —51  +93         —56         —45         +40         +38 


'^ai  ^23  ^35  ^37  ^29  ^31 

—18         +32         —64         — Ö9         +60         —47 


Primfactoren  der  Primzahlen  p 

ideal  (ohne  Zweifel  wie  bei  p  =  i28/w+  i ,  also  auf  ähnliche  Art  wie  bei  n  =  64). 

Normen  complexer  Zahlen  in  är*) 

iV(l  +  w)  =  1087  .  4481  ,  ^(^13  +  ^23)  =  2  .  191  .  508033  , 

N(i  —  w^3  —  w^^)   =  191  .  1828609  ,         -^(°^io  ""  ^15)  =  2  .  191  .  621697  , 
JV(1  +  Wj,  —  tr^j)  =  257  .  888449  . 


II,  3.  p  ^   128m  —  63  ; 

Wr    =  W''+W-"''  =  0,     tTj^  =  2w"*, 

wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h.  193,   449,   577,   nur  die  (idealen) 
Primfactoren  der  p  =  64m  + 1  haben. 


*)     Die  einzige  Primzahl  p  im  ersten  Tausend,   die  nächste  ist  1087.     —    Verfügung   über 


w    wie  bisher. 


**)     Hier   sind  die  zweiten  grösseren  Zahlen  jedesmal  p  sss  128m  +  1  ,  in  der  letzten  Norm 
sind  beide  dieser  Form. 
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n  =  128 

III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
16  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen. 

III,  1.     y  ==  128m  4- 31,  — 33; 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h. 

31,     223,     479,     607,     863,     991, 

auch  hier  nur  die  (idealen)  Primfactoren  der  p  =  64m  4-31  haben. 


in,  2.     p  =  128m  —  31 ,  4-  33  ; 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen^  d.  h. 

97,     353,     673,     929, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  32m  4- 1  haben. 


IV.    p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
8  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  1.     p  =  128m  +  15  ,  —  17  ,  +  47  ,  —  49  ; 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h. 

47,     79,     239,     271,     367,     431,     463,     719,     751,     911 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  32  m  4- 15  haben. 
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n  =  128 
IV,  2.     j>  =r  128/?i  —  15  ,  +  17  ,  —  47  ,  4-  49  ; 

^r   =    07^^    =    tF^^    =    0,  tFg^    =    8w"', 

wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen,  d.  h. 

17,     113,     241,     337,     401,     433,     593,     881,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I6m  -h  l  haben. 


V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
4  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  =  128m  +  7  ,  —  9  ,  +  23  ,  —  25  ,  -4-  39  ,  —  41 ,  +  55  ,  —  57  ; 

w^  ==  tFj^  =  w^^  =  0 ,    w^y  =  8(w'''  -+■  cü"'') ,    wesshalb   die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen, d.  h. 

7,       23,       71,     103,     151,     167,     199,     263,     311,     359,     439,     487,     503,     599,     631,     647, 
727,     743,     823,     839,     887,     919,     567,     983, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I6m  +  7  haben. 


V,  2.     p  =  128m  —  7  ,  -i-  9  ,  —  23  ,  +  25  ,  —  39  ,  4-  41 ,  —  55  ,  +  57  ; 

w^  =  tFj^  =  w^r  =  ^gr  =  ^»      ^ler  =*  i^w^*'" ,   daher   haben   die   hierher  gehörigen 
Primzahlen,  d.  h. 

41,       73,       89,     137,     233,     281,     313,     409,     457,     521,     569,     601,     617, 
761,     809,     857,     937,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  Bm-^l . 
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n  »  128 

VI.    p  zum  Exponenten  32  gehörig. 
2  zweiunddreissiggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  128i»-4-3,  —  6,-i-ll,— 13,-4-19,  — 21, +  27, —  29,  4-35, —  37, 4-43, 

—  45  ,  4-  61 ,  —  63  ,  4-  69  ,  —  61  ; 

w^  ==  tFj^  =  w^^  =  tr^^  =  0,       oTjj^  =  I6(w"'*  + w**'');  daher  haben  die  hierher  ge- 
hörigen Primzahlen  : 

3,  11,  19,  43,  69,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  261,  283, 
307,  331,  347,  379,  419,  443,  467,  491,  499,  623,  647,  563,  671,  687,  619,  643, 
669,     683,     691,     739,     787,     811,     827,     869,     883,     907,     947,     971, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  «*  8m  +  3 . 


VI,  2.     p  ^  128m  — 3,4-6,—  11,4-13,  — 19,4-21,- 27,4-29,  — 36,4-37,- 43, 

4-  46  ,  —  51  ,  4-  53  ,  —  59  , 4-  61 ; 

OT,  =  w^r  =■  ^4r  =•  ^tr  =  ^i^r  =  ^>    ^^r  *"  32w'*'' ;    daher   haben    die   hierher  ge- 
hörigen Primzahlen,  d.  h. 

6,  13,  29,  37,  63,  61,  101,  109,  149,  157,  173,  181,  197,  229,  269,  977, 
293,  317,  349,  373,  389,  421,  461,  609,  641,  657,  613,  653,  661,  677,  701,  709, 
733,     767,     773,     797,     821,     829,     853,     877,     941,     997, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  j:>  »  4m  -4- 1  • 


Fünfte  Abtheilung. 


Einheitswurzeln,    deren   Grad  n   eine   aus   verschiedenen  Primzahlen   zusammen- 
gesetzte durch  4  theilbare  Zahl  ist. 


Die  Bedeutung   von   w,   w,  r,   k  ist  dieselbe  wie  in  den  beiden  vorhergehenden 
Äbtheilungen. 


467 


V. 


n 


12 


I.    p  =  12/n  -+- 1. 


4  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w*  —  w*  -4-  1  =  0 , 

wodurch  sich  unter  den  nichtprimitiven  Wurzeln  (d.  h.  den  3ten  und  4ten  Ein- 
heitswurzeln) die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen  (w''*  =  w''  -f-  a«*')- 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P                U) 

Cü' 

P 

bu 

cü- 

P 

w 

w* 

P 

(JÜ 

(«• 

13  -*-  6 

4-  2 

229 

+  18 

+  89 

421 

—  159 

+188 

709 

+  91 

—  187 

37  4-14 

—  8 

241 

—  60 

—  4 

433 

—  64 

—  115 

733 

—240 

—  113 

61  +21 

+29 

277 

+  95 

—  35 

457 

—  127 

+  18 

757 

—  78 

+165 

73  4-  3 

+24 

313 

—  29 

+  54 

541 

+268 

—216 

769 

+  81 

—  19 

97  —16 

—  6 

337 

—  72 

—  117 

677 

—  81 

+  67 

829 

—  77 

+323 

109  —  8 

+41 

349 

+  24 

—  160 

601 

+  6 

+120 

863 

+  98 

+235 

167  4-60 

—22 

373 

+  69 

—173 

613 

+142 

—177 

877 

+240 

—391 

181  4-  7 

—26 

397 

—157 

—  177 

661 

+246 

+309 

937 

+333 

+408 

193  —63 

—49 

409 

+192 

—  49 

673 

+  16 

+  42 

997 

—  91 

+262 

^     Die  Congraenzwuneln  für  die  nichtprimitiYen  w  stehen  in  X  =  3  und  n  ===  4. 

59* 
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n  —  12 

A^). 

Primfactoren  der  Primzahlen 

P*)- 

p 

A^) 

P 

A^) 

f 

/(«) 

13 

1— 2w  —  cü* 

313 

44-2w  4-  w* 

613 

2 — 5w  — 4flü 

37 

24-  w  +2w* 

337 

24-2w  4-  w*— 3tt/* 

661 

4 —  bu  — 2w*4-  öM* 

61 

14-3«;  +2c<ü* 

349 

2— 4w  —   w*— 2c<ü* 

673 

24-2w  4-3w*— 3flü* 

73 

3—  bu 

373 

14-5w  4-2w* 

709 

54-2w  4-  öw* 

97 

24-2ta;  —  tü*4-w* 

397 

14-2u;  4-4c<ü*—  oü* 

733 

14-4w  — 2w* 

109 

24-2w  -f-3t<ü* 

409 

14-4üü  —  w 

767 

14-3w  4-6w* 

157 

l+4w  +2w* 

421 

2— 5c«;  — 2w* 

769 

6—  üü  4-4w*4-  w* 

181 

1+301»  —  w*— Oü* 

433 

24-5w  4-  w* 

829 

1— 6w  — 4t<ü* 

193 

1— 3w  — 4w* 

457 

3— 4w  — 3t<ü* 

853 

24-3w  4-6w* 

229 

3— 3w  — 2w* 

541 

34-2w  4-5u;* 

877 

3— 3w  4-4w*4-2w* 

241 

44-  cü* 

577 

14-2w  4-4w*— 2w* 

937 

3— 6w  — 2w* 

277 

24-4w  4-3w* 

601 

5 —  w 

997 

5 —  Cü  4-3t<ü* — 4fly* 

II.     ;)  zum  Exponenten  2  gehörig 

2  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    ;>  =  12/n  —  1 ; 
OT^  =3  c<ü''4-w"'',     also  die  zwei  primitiven  Perioden 


tr    =  w  —  cü    =  —  07    ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

oj'  —  3  =  0  , 
(nichtprimitive  Perioden  gibt  es  nicht,  ar^  =  1  =  —  w^ ,        ar^  =  o). 


*)  Die  yjc«;)  sind  so  bestimmt,  dass  ^^o;)  ./((«;' ^)  =  6  zb  c  ^3  in  den  Minimalzahlen  aua- 
gedrückt  ist,  zugleich  wo  möglich  so,  dass  nur  die  primitiven  Wurzeln  in  /(ou)  eingehen ;  beides  läaat 
sich  nicht  immer  vereinigen ,  wesshalb  noch  für  diejenigen  Primzahlen,  deren  f{w)  in  der  Tafel  rier- 
gliedrige  Ausdrücke  haben,  die  dreigliedrigen  beigefügt  werden  (was  nur  bei  p  =  997  sich  nicht  fand): 


P  /(««) 

97  2—  öü4-3öü* 

181  2— 4oü—  w* 

337  44-3»4-  <«* 


P  Aw) 

349  54-  w— 2u;* 

397  34-2u;— 4w* 

577  84-3w— 6äü* 


1 

p 

A^) 

P 

A^) 

661 

64-5w— 4x* 

769 

5 —  u) — 4w* 

673 

6— 3üü4-  w* 

877 

64-2»—  to* 
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n  = 

=  12 

- 

Congruenzwurzeln  med.  j?.*) 

P      tr^ 

P 

«^1 

p       w^                   p       w^ 

P 

w 
1 

P           tFj 

11       5 

131 

38 

263       23 

443     171 

599 

188 

839       41 

23       7 

167 

62 

311       25 

467     166 

647 

122 

863     406 

47     12 

179 

19 

347       95 

479       31 

659 

176 

887     186 

59     11 

191 

24 

359     163 

491     113 

683 

37 

911     318 

71     28 

227 

50 

383     159 

503     232 

719 

315 

947     368 

83     13 

239 

106 

419       29 

563     121 

743 

139 

971       54 

107     18 

251 

76 

431       36 

587       42 

827 

262 

983     104 

A^i)^ 

Pritofactoren  der  Primzahlen 

P'    NA^,)  = 

=  -p. 

P 

A^,) 

P 

/(tr,) 

P 

A^O 

P 

A^,) 

11 

1+207^ 

227 

4+  9oP^ 

467 

ll-hUttTj 

719 

7—1607, 

23 

2-4-3aTj 

239 

2+  907^ 

479 

14+15a7j 

743 

54-16trj 

47 

1— 4aT^ 

251 

7— lOocTj 

491 

4+13a7j 

827 

16—1907, 

59 

44-507^ 

263 

lO-hlltr^ 

503 

24-13a7^ 

839 

19+2007^ 

71 

2+5aTj 

311 

11  +  1207^ 

563 

5—1407, 

863 

24-1707, 

83 

5+6tiTj 

347 

4  — llar^ 

587 

1  — l4tITj 

887 

14+1907, 

107 

l-6trj 

359 

2  +  1107^ 

599 

13— 1607, 

911 

17+20tr, 

131 

4— 7aTj 

383 

74-12tr^ 

647 

11  —  1607^ 

947 

54-180^^ 

167 

5— 8Wj 

419 

13+14Wj 

659 

4— 15(rj 

971 

1—1 8tr^ 

179 

84-9tiTj 

431 

1  — 12tIT^ 

683 

17+18o7^ 

983 

10— 19o7j 

191 

1— 8(rj 

443 

8— 13a7j 

II,  2.    p  =  12m  4- 5, 


07. 


w''  4-  w 


*'•    =    !«•'• 


d.  h.   hier   reduciren    sich   die  primitiven  Perioden  auf  die  4ten  Einheitswurzeln; 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5.       17,       29,       41,       53,       89,     101,     113,     137,     149,  173,     197,     233,     257,     269,     281, 

293,     317,     353,     389,     401,     449,     461,     509,     521,     557,  569,     593,     617,     641,     653,     677, 

701,     761,     773,     797,     809,     821,     857,     881,     929,     941,  953,     977, 

keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  4m  4-  i  in  n  =  4 ,  welche  auch  hier  Prim- 
zahlen sind. 


*)     Hier  ist  o^     ">>  0  und  <C  ^p   gewählt  und  ans  der  Congruenz  07^  ^  3  (mod.  p)  bestimmt. 
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n  »  12 
II,  3.     /?  «=  12/n  —  6  ;     tr^  t=  w*'  4-  w"**'  —  0  , 
w&hrend  die  w^^  =  2w''*  auf  die  3teii  (oder  6ten)  Einheitswurzeln  sich  reduciren, 
daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

7,  19,  31,  43,  67,  79,  103,  127,  139,  151,  163,  199,  211,  223,  271,  983, 
307,  331,  367,  379,  439,  463,  487,  499,  523,  547,  571,  607,  619,  631,  643,  691, 
727,     739,     751,     787,     811,     823,     859,     883,     907,     919,     967,     991 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  j:>»3m  +  i  in  X»3. 
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n 


20 


I.    p  =s  20m  -f-  1 . 
8  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

ou*  —  «;•  -f-  Cü*  —  w'  -I-  1  s=  0  , 

wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven  (d.  h.  den  5ten  und  4ten  Einheitswurzeln) 
die  letzteren  mittelst  der  primitiven  ausdrücken  lassen 

(w*  sss  .^  («y  4.  et;'  -f-  et;'  —  ou*)  • 

Congruenzwurzeln  mod.  j?.*) 


p 

U) 

U)' 

Ol* 

w" 

41 

—  5 

—  2 

—  20 

—  8 

61 

-*-  24 

—  23 

-*-  8 

—  28 

101 

-1-  32 

-*-  44 

+  39 

+  41 

181 

—  22 

+  31 

-4-  35 

—  74 

241 

—  6 

-4-  25 

-4-106 

—  40 

281 

—  68 

-♦-  7 

+  40 

-1-  62 

401 

—  56 

-4-  22 

-♦-164 

—179 

421 

—  13 

—  92 

—151 

-f-162 

461 

+  75' 

+  60 

—146 

—209 

521 

—  199 

+  47 

4-133 

+144 

P 

w 

w* 

tu' 

w' 

541 

—  46 

4-  44 

+209 

+247 

601 

-1-185 

4-  90 

+207 

—  13 

641 

—  13 

—274 

+255 

+148 

661 

-f-270 

—258 

—310 

—  71 

701 

4-310 

—  98 

+  93 

+251 

761 

4-  41 

—330 

+113 

—297 

821 

—267 

—  99 

—340 

+123 

881 

4-324 

+338 

—159 

+242 

941 

4-450 

+442 

—  66 

+  23 

/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  y.**) 


p 

A«) 

P 

/(«) 

P 

/(c«) 

41 

1+W  +CÜ 

421 

2—«  +w*— w* 

661 

2— W  —  (JD^—U)^ 

61 

l+w'+to* 

461 

2+a;'+w*+w* 

701 

2— w  —  tw*— w* 

101 

2+a;'— to* 

521 

1+w'— w*— w*+w* 

761 

2— w  +  ou* 

181 

1 — to' — w*— w'+w* 

541 

2— w  +w' 

821 

1+W*—  w'+6W*  — flu* 

241 

1 — w' — to*+w* 

601 

1+w'— w*— w'+w* 

881 

l_w'— 2ou*— Ol* 

281 

1  —  Ol  — (Ü* — w* 

641 

2— w'— ou*— w'+w* 

941 

1— w  +  w'+w*+2w 

401 

2— w*+to' 

^-2(«' 


*)    Wegen  der  nicbtprimitiTen  ist  X  =»  5  und  n  ae  4  zu  Tergleichen. 
^    Dm  nach  Obigem  eliminirbare  m*  ist  hin  und  wieder  zur  Abkflnang  gebraucht. 
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n  ==  20 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     p  =  20m  —  1  ,         a'^  =  w*"  +  w-''  =  to''  —  w*®"'" , 

also  die  4  primitiven  Perioden: 


tr    =  Oü  —  w     =  —  w 


OTj  s=  Oü'  —  w^   ^  —  or^  ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  5w'  +  5  =  0  ; 


mit  den  in  der  Formel  w^wj^  =  tr^^.j  -f-  tr^^^  begrifienen  fundamentalen  Relationen 
zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  w^^  der  5ten  (oder 
lOten)  Einheitswurzeln  (während  tr^^  =  o  ist;  die  tr,^  sind  die  Entgegengesetzten 
von  tr^^,  n&mlich  (tr^  =  —07^,       ^^  =  — «r^)« 

Congruenzwurzeln  mod.  p^). 


P          OT, 

^3 

P 

«^1 

P 

«^1 

P 

«'i 

«^i 

19       8 

—   6 

239 

58 

—  86 

479 

173 

+  166 

719 

78 

—222 

59     21 

—  6 

359 

99 

—   16 

499 

35 

—  144 

739 

11 

—  180 

79     36 

+17 

379 

172 

—  143 

599 

35 

+241 

839 

84 

+  118 

139     30 

-56 

419 

182 

—  131 

619 

300 

+  177 

859 

218 

+  3S 

179     16 

—  69 

439 

126 

—  86 

659 

39 

—  108 

919 

167 

+389 

199       8 

+90 

y(»^i) 

rrimia 

Ctoren  a 

Ler  mmzauien  p\     i 

V^^i)  = 

-r- 

P 

/(tr,) 

P 

A^^) 

P 

/(tr,) 

19 

3+2trj 

359 

2+  Wj— 3aTj+2tr^ 

619 

5— 2trj+4aT^ 

59 

4— 3ar^ 

379 

7+  tr,—  07^+307^ 

659 

11— 6tr, 

79 

6— 5aTj 

419 

4+3a7j+  OTj 

719 

8+3a',+2a7. 

139 

3+207^  —  07^ 

439 

5 —  ^1+  OPj+3or^ 

739 

4 — 6(r  —  07  —  VT 

179 

1— 2aTj— 2cr^ 

479 

2+3a7j— 3orj+2w^ 

839 

5+4a7j —  07^ 

199 

5+3tr  —  ^3+ 

«^4 

499 

4+4ti7^+  w^ 

859 

5tr^+2a7j+2a7^ 

239 

2 —  oPj —  ''j"' 

2tr^ 

599 

7— 5orj 

919 

5— 4«r,+2a7^ 

•)     Hier  ist  w^  >Ound<^p  aus  tril  ^  2  —  w^  (mod.  p). 
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n  =  20 
II,  2.     p  =  20/W  +  9;      Wr  =  («;'■  + oü*''  =  £«;'■  + w^°~^ 

also  die  4  primitiven  Perioden: 

tTj  =  w  +  w*  =  —  (Tjj  ,  oFj  =  cw'  +  oü'  =  —  oPjj ; 

Wurzeln  der  Gleichung: 

(T*  4-  307-  -{-  1  ==  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  tr^^,  (oder  w^^.  wie  }n  II,  1)  und  den  w^^  =  2oü*''  (den  4ten  Ein- 
heitswurzeln) : 


a7j  =  —  2  —  tTg ,  ^i^j  *^  —  ^5  °^i^4  ^^  ^'*'*  —  ^3  5 

(allgemein  rr^Wf^  =  —  ^it-i  "+"  ^ib+i)  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p.^) 


w  w     =   — —  2o7 

15  4 


p 

1 

tr 
s 

P                tTj 

«^1 

P 

07 
1 

OT 

P          tr^ 

^3 

29 

—  2 

—  U 

269     4-  96 

4-  14 

449 

—  170 

—  103 

769     4-193 

4-255 

'89 

—39 

+  16 

349     4-  96 

—  40 

509 

4-227 

—  74 

809     —350 

4-141 

109 

+  3 

4-36 

389     —140 

—  25 

569 

4-  37 

4-128 

829     4-158 

4-404 

149 

4-28 

16 

409     4-  42 

4-185 

709 

—   13 

—  109 

929     4-430 

-V5 

229 

—35 

4-72 

A'^ih 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

« 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

/(■r,) 

29 

24-  tTj 

349 

2— 3or^4-2aT^ 

709 

orj4-3oTj — 2w^ 

89 

2—207^4-  w^ 

389 

34-207^4-  aTj4-2oT^ 

769 

44-307, 

109 

3—  w^ 

409 

3—    OTj- 207j 

809 

2or^4-  trj4-4ar^ 

149 

14-  Wj4-3a7^ 

449 

54-  07^4-  w^ 

829 

3— 5ar^4-4a7j 

229 

2— 207^—  w^ 

509 

64-2o7^—  a7j4-4w^ 

929 

3— 5a7j4-4a7j4-2a7^ 

269 

2— 4arj4-3o7j4-w^ 

569 

2 — 3a7^ —  «^,4-  w^ 

•)     Hier    ist   07     völlig   bestimmt    durch   die   lineare   Congroenz     tr  oü*  ^  —  w    (mod.  «), 
sowie  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  quadratischen  Congnienzen: 

ot|  ^  —  1  4-  tr^     und     07^  —  07,  ^  — a;*  ,         ^^^j  ^  —  1     (mod.  p), 

60 
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n  =  20 

II,  3.     p  =  20m—  9;     tr^  =  w'"4-  w""^  =  0,         »r^r  =  2c«*'"    (op^^  =  2w''')  > 

d.  h.  hier  verschwinden  die  primitiven  Perioden,  während  die  nichtprimitiven  auf 
die  5ten  (oder  lOten)  Einheitswurzeln  sich  reduciren;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen  : 

11,       31,       71,     131,     151,     191,     211,     251,     271,     311,     331,     431,     491,     571,     631,     691, 
751,     811,     911,     971,     991, 

keine   anderen  Primfactoren   als  die  /)  =  5//n-  i   in  X  =  5 ,   welche  auch   in  Be- 
ziehung auf  20  te  Einheitswurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


III.     j)  zum  Exponenten  4  gehörig, 
2  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1,     p  =  20/w  +  3,4-7;         or^  =  w''  -4-  w*''  +  w*''  +  w''' 

also  die  2  primitiven  Perioden 


(T,    =tt;  +  w-f-w-f-w     =»   —  W 


11  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr'  +  5  =  0  ; 


auch  ist      «'4r  =  —  1  > 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P         OPj 

P 

«^1 

P         tr^ 

P 

1 

P 

1 

P 

«'i 

3   1 

107 

40 

307   84 

503 

178 

647 

44 

863 

274 

7   3 

127 

54 

347   79 

523 

97 

683 

307 

883 

384 

23   8 

163 

22 

367   27 

547 

33 

727 

214 

887 

193 

43   9 

167 

50 

383   83 

563 

75 

743 

348 

907 

334 

47  18 

223 

21 

443  138 

587 

157 

787 

119 

947 

330 

67  14 

227 

26 

463  213 

607 

128 

823 

337 

967 

295 

83  24 

263 

28 

467  205 

643 

150 

827 

219 

983 

133 

103  43 

283 

109. 

487  143 

*) 

Hier  ist 

OT^  >0 

und  <Z,^p  gewät 

dt. 
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n  =  20 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  ß^tu ,  w^  =  (^(tr^)  +  J^ .  (^^(trj) ,    wo  ij  =  w  +  ou'  (vgl.  II,  2), 

Die   folgende  Tafel  gibt  nur   die   veränderlichen   Bestandtheile,   d.  h.  die   beiden 

complexen  Zahlen  <J)  und  <^^.*) 


p 

*(t^i) 

*i(°^,) 

P 

*(^i) 

*,(t^i) 

3 

1—       OTj 

4-3 

487 

27—  7aT^ 

4-314-1007^ 

7 

3—       OTj 

4-  44-     w^ 

503 

31—  3a7j 

4-234-14o7j 

23 

1—  3aTj 

4-  8—     07j 

523 

21— UoT^ 

4-384-  bw^ 

43 

9—     w^ 

^       4-  74-  4o7^ 

547 

33—     OFj 

4-19H-16oT^ 

47 

7—  307  j 

j       4-114-  2o7j 

563 

H-15o7^ 

—374-  8oT^ 

67^ 

3—  bw^ 

L        +14—     «^1 

587 

7— 1507^ 

4-41—  4oT^ 

83 

114-  3aTj 

^       —  24-  7o7j 

607 

33—  öoT^ 

4-29H-14aTj 

103 

9—    ÖOTj 

^       4-17H-  2o7^ 

643 

21  — 1307^ 

4-43H-  4oT^ 

107 

13—  307^ 

,       4-144-  507^ 

647 

13— looT^ 

4-44-     OT^ 

127 

3-+-  7trj 

^       4-194-  207^ 

683 

31—  907^ 

4-384-lltr^ 

163 

9+  Iw^ 

^       —134-  8oT^ 

727 

3— 17oTj 

4-44—  7oT^ 

167 

174-  3aTj 

,       4-   14-lOoTj 

743 

19— lÖOT^ 

4-47H-  2oT^ 

223 

21—       OTj 

^       4-134-10o7j 

787 

274-13aT^ 

—  194-20aT^ 

227 

7—  907, 

^       4-26—     07^ 

823 

39—  5aT^ 

4-32+1707^ 

263 

114-  907 j 

^       — 174-lOofj 

827 

234-15aT^ 

—264-1907^ 

283 

214-  bw^ 

^       4-23—  8aT^ 

863 

414-  3o7^ 

4-134-22oT^ 

307 

3— 1107^ 

^       4-29—  4oTj 

883 

39—  707^ 

4-374-16Wj 

347 

17—  9oT^ 

^       4-314-  4oTj 

887 

374-  9o7j^ 

—  44-23aT^ 

367 

27—     07, 

^       4-164-13oTj 

907 

34-1907^ 

— 464-1  IWj 

383 

194-  907, 

^       — 134-l4oT^ 

947 

43—  3o7^ 

H-294-20oT^ 

443 

294-  307^ 

^       4-  7H-16aT^ 

967 

334-13oT^ 

—  164-23oTj 

463 

94-1307 

^       —284-1107^ 

983 

29— 15o7j 

4-524-  7oT, 

467 

234-  9o7 

1           -11  +  1607^ 

m 

*^     Da  <J),(o7^)  =  <|;(o7j) , 1,  80  kann  y(w  ,  w^  auch  in  die  Form  gesetzt  werden: 


4>(Wj)(l  4-^1  4-a7^)!rj)  =^  «K^,)  .  ^or^  4- or,)  ;    ebenso  ist  umgekehrt  ^{xn^  =  <()j(ot^)  . 


1— w^, 


mithin  auch  /{m  ,  w  )  =  ^  iw X\(\  —  tr  )  4-  * J  =  ^Aw.)  .  1(1  —  *    4.  3j,)  ,  wo  immer 

rfr,    s=s    w  4- W     ,  dr,    =    W     4- W       . 


i^   =   w*4-c«;^*. 
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470 
n  =  20 

III,  2,      p  =   20m  -3,-7;     w^  =   u;''  +  üü"''*  +  üü'»*  -+-  üü-'»*  =  —  w*'' , 

d.  h.  hier  reduciren   sich   die   primitiven   Periodeu  auf  die  4ten  Einheitswurzeln, 
und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  : 

13,  17,  37,  53,  73,  97,  113,  137,  157,  173,  193,  197,  233,  257,  277,  313, 
317,  337,  353,  373,  397,  433,  457,  557,  577,  593,  613,  617,  653,  673,  677,  733, 
757,     773,     797,     853,     857,     877,     937,     953,     977,     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  /?  =  4m-+-i  in  n  =  4. 


n  =  24 

I.      p  =  24w-h  1. 

4  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w*  —  jw*  +•  1  =  0  , 

wodurch   unter  den   nichtprimitiven,   d.  h.  den    12ten  und  8ten  Einheitswurzela, 
die  letzteren  eliminirt  werden  können.*) 

Congruenzwurzeln  med.  p**) 


p 

U) 

u,' 

U)^ 

U)»^ 

73 

—  21 

+  30 

4-  17 

+  7 

97 

4-  9 

—  24 

—  4 

+  43 

193 

—  55 

—  12 

—  16 

—   7 

241 

+120 

—113 

-h  32 

+  2 

313 

+  43 

—  145 

+136 

+  131 

337 

—165 

—  54 

—  156 

+  96 

409 

—  117 

—  183 

+  38 

+  7      , 

P 

UJ 

w* 

uj' 

to** 

433 

—  133 

—  54 

—  8 

+140 

457 

—  70 

+217 

—  139 

+111 

577 

—216 

—  64 

—  9 

—  195 

601 

—273 

—214 

+  132 

—306 

673 

+  4 

—322 

+232 

+168 

769 

+  9 

—164 

—211 

—  171 

937 

—  163 

—177 

+  90 

+  23 

•)     Eg  ist  nämlich  w*  ■=  w^ — w**  ,    w*  =  — w+w*  (ebenso  w*  =  w'+ow**  ,  vgl.  n  ■=  12). 

^     Die  Congnienzwarzeln  fflr  die  nichtprimitiven  Wurzeln  stehen  in  den  Tafeln  fftr  X  ■»  3, 
n  =r  12,    n  ==  4,    n  =  8. 
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n  =  24 
/(oü),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 


P  /(üü) 

73  1— 2w-f-  w* 

97  H-2oü—  w*— w" 

193  1— 2üü—  oü*+to'--2w^* 

241  1— 2w--  üü^* 

313  1—   üü-H  a;*-|-w'— 2u;^* 

337  1—  w-f-  tü^-f-üü^-f  w" 

409  l+2oy— 2cü'— w*— w^—w"+2cü*^ 


433  l+w  +  w'-h  w" 

457  l+w  — 2w'—  w^-h  w' 

577  1-f-w  4-  oü*+  w^4-2u;Vtt.^®-+-w" 

601  l+üü'4-  oy*H-2üü^—  w^* 

673  2— w  4-  w*— 2w^+aü*°-f-w" 

769  1— w'— 2w'+2w" 

937  1— u;'-+-2u;*H-2w^—   w^**— w" 


IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
4  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen,  wovon  5  primitiv: 

II,  i.    p  =  24m  — 1;         w^  =  cü''-hw'"  =  w'"— w^*-'*, 
wodurch  die  Ausdrücke  der  4  primitiven 


w.    = 


w 


11 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  407*  -+- 1  =  0  , 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nichtprimitiven,  d.  h.  w,^^  der  12ten,  und  w^^  der  8ten  Wurzeln  (beidemal 
erster  Art),  durch  w^wj^  =  w^_^  +  w^^^;     {w^^  =  i,    w^^.  =  O). 


•)     Sie  sind  so  bestimmt,  daas  fl^uj)ß^uj'^)  y<;w*)/(w"*)  ==  6=bc.2^6  oder 
p  =s  b^  —  24c'   in   den    Minimalzahlen   (für  b  und  c)  erscheint ;   sonst  gibt   es  manchmal  einfachere 
/(u))y  namentlich  für 


p 

/M. 

P                  /(w) 

P 

A'^) 

P 

/(^) 

193 

2H-tt;'— 2w" 

409     2— w'--w*+w^* 

457 

l-+-2w~j«ü' 

577 

1  — c«;'+w*4-2£<ü' 

241 

2-u;" 

n.  s.  w. 
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n  —  24 

Congruenziii'urzeln  mod.  p,*) 

P             tTj 

^* 

P 

1                     5 

P 

P 

tr              tp 

23—3 

—  8 

263 

+     5     —105 

503 

—  69     —226 

839 

—230     —259 

47     H-22 

4-15 

311 

—  75     —141 

599 

+113     —  53 

863 

—270     +342 

71     4-32 

4-20 

359 

+122     +103 

647 

+273     +237 

887 

+260     +  58 

167     —  8 

—21 

383 

—  147     +  99 

719 

+143     —181 

911 

—169     —345 

191     +44 

—13 

431 

+  30     —158 

743 

—290     +351 

983 

+  33     —417 

239     —81 

+59 

479 

+118     —  69 

p 

23 
47 
71 
167 
191 
239 
263 
311 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p;     Nfirr^)  =  — |?.**) 


1+  tF  +  rr 
3+  tr  —  tr 
4— 2tiTj+3tr 
3+3tr  —  tr 
2+  trj+2tr 
2+2trj— 3tr 
3— 2trj— 2tr 
4+  tr„— 2tr 


P  /(w,) 

359  2—  trj+2trj— 2a7j 

383  1+  tFj+  tTj— 4a7j 

431  5— 4ocT,+2ocT 
479 

503  7— 3a7j+2ti7j+3trj 

599  5— 3trj+5trj 

647  7— 5ir,+3tr^ 


1    ■    -"5 

4aTj— 207,—  tTj 


p 

A^,) 

719 

6— 5tr^+8ar 

743 

4+3trj— 6trj 

839 

3+2tr^— 3x, 

863 

2— 3tr^— 2x, 

887 

6— 2trj— 2tr 

911 

1 — 8tr  —  tr 

983 

5+3tP  —  tr 

+    ^5 


+3tr^ 


II,  2.     ;?  =  24m +11;       tr^  =  ou'' +  ou"'*  =  ot'' + 
woraus  die  4  primitiven       tr^  =  —  tr^^ ,        tr^  ==  —  tr^^ , 

Wurzeln  der  Gleichung: 


(ßj 


l7-r 


cp*  +  4tr'  +  1   =  0  , 

von  selbst  sich  ergeben,  sowie  ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und 
zu  den  nichtprimitiven,  d.h.  den  Perioden  tr^^  der  12ten  (wie  II,  l)  und  den 
Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Wurzeln  tr^^,  aus  der  Formel  tr^^tr^  =  —  w^_^  +  v^^^^ 


•)     Hier  ist  tr^  völlig  bestimmt  durch  WjOPj  ^  1  +  tr^  (mod.  p\  sowie  als  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  Congruenz:  tr?  ss  2  +  tr   ,  und  des  Congnienzensystems :  tr   —  tr.  ^  tr,  ,     w.tr.  a«  l 

**)    A^j)  -A^j)  =  i  =t  C  .  2^^6  gibt  fßr  b  und  €  die  Minimalzahlen.  ^^^'  P^' 


479 


n 

=  24 

Congruenzwurzeln  med.  p*) 

p 

1                 5 

P            tüj             w^ 

P 

1               "^5 

P                «Tj 

w 

5 

11 

—  6     —  2 

179     —  14     +64 

443 

+  13     +34 

659     —182 

—  105 

59 

—  3     +20 

227     +27     +42 

467 

+121     —220 

683     —214 

—  150 

83 

—29     —20 

251     +  24     +115 

491 

—  137     —  43 

827     +208 

+330 

107 

—  4     +27 

347     +171     —  69 

563 

—104     +157 

947     +419 

—278 

131 

—  6     +22 

419     +  87     +183 

587 

—  159     +  48 

971     +374 

—418 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  /(m  ,  tr^)  =  <f)(w^)  +  uj^<f}^(w^) ,  wo  w*»  einen  der  4  Werthe  dtw ,  : 

hat,  N(i)(w^)  =  3;?,     N(P^{w^)  =  2p   ist,   Njluj ,  or^)  =  -  uj\p,     N^A^ ,  w^)  ==  p\ 

(1  +    tr,  +  2w^  —    w.)  —  oy 

X  S  9  , 


:uj 


P 
11 
59 
83 
107 
131 
179 
227 
251 
347 
419 
443 
467 
491 
563 
587 
659 
683 
827 
947 
971 


(2  +    w.)  +  üü  . 


(2  —  207^  +  3aTj)  — 


U} 


(2 


w 
w 


(5- 
(4  —  207 

(1  —      TT 

(6 

(5  —  207 

(5  —  3ti7 

(4  —  3a7j  +  207 

(4-407 

(2  —  307 

(1  +  207j  —  307 

(2  —    Wj  —  3o7 

(2  +  407 

(4-      07^ 

(4  — 2oT 
(7  +  2o7 


(4+    a7j)  +  w*. 

—  07  )  +  oy*. 

—  07j)  —  W  . 
+      tTj)  +  W   . 

—  3a7j)  +  u)\ 

—  2o7j)  —  w*. 

—  207j)  —  w*. 
+     07j)  —  W*. 

+  2a7j,)  +  w  . 

+     Wj)  +  Üü*. 

—  207j)  +  w*. 

—  307j)  +  Oü*. 
+  307^)  —  w*. 
+  07j)  +  W  . 
+  307j)  —  w*. 

—  307j)  +  w*. 
+  407j)  —  U)   , 


Wi+a7j) 

3+      07^) 

3  +      07^  +  20Tj) 

—  207^  +      07j  +  307j) 
Wj—      07j  —  207^) 

1  +    07j  —  2o7j  —  2a7j) 
3  +  3o7^  —  2o7j) 

3  —     OTj  —  207j) 

307j—      07,  —  407j) 
Wj  —  307j) 

1  —  207j  —  307j) 

5  +  207^  —     07j) 

3  —      07j  —  207j  —  207^) 

2  +  207j  +  307,  —      07  j) 
6+      07j—      07j) 

6  +      07j  +      07j) 
4—  307j+      07j) 

07j  +  307j  +  207j) 
3+     07j+407j) 

6  —  2o7^  +    w,  +  3o7j) 


*)     Hier  ist   w    völlig   bestimmt  durch   v.oi7    ^  1  —  w    (mod.  p)y    sowie  als  die  gemein- 
schaftliche Wurzel  der  Congruenz :  07^  ^  —  2  -^  w   ,     und  des  Congruenzensystems : 


07     -^  07 


—  tr. 


07   07 
15 


—  1     (mod.  p). 
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n==  24 

II,  3.     p  =  24m— 11;      OF^  =  tt;'"4-w""'*  =  0,     07^,^  =  2w''", 

d.  h.   hier   reduciren  sich  die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die  12ten  Ein- 
heitswurzeln, und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       37,       61,     109,     157,     181,     229,     277,     349,     373,     397, 
421,     541,     613,     661,     709,     733,     757,     829,     853,     877,     997, 

keine  anderen  Primfactoren,  als  die  p  =  i2/?iH-i  in  w  =  12,  die  auch  hier  Prim- 
zahlen sind. 


II,  4.    ;>  =  24m  +  7;         w^  =  w'' H-'w^'^  =  w»* -+- ot.*+'' , 
woraus  die  4  primitiven       tr^  =  —  or^j,        tp^  ==  —  tTj^, 

Wurzeln  der  Gleichung: 

OT*  +  2tr''  +  4  =  0  , 

unmittelbar  sich  ergeben,  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nicht  primitiven,  d.  h.  den  Perioden  erster  Art  der  8ten  Wurzeln  w^^  und 
den  dritten  Wurzeln  tr^^  =  2cü*'"  (während  w^^  =  w^^  =  0) : 


-J  = 

=  2w', 

tu  tr 

=  —2 

;     oT^x,  =  2w 

\ 2«,")  ; 

=  2w^. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

p 

«^1 

«-5 

P 

1 

^5 

P 

w            w 

P 

tr 
1 

«^» 

7 

+  2 

—  1 

199 

4-  69 

4-  49 

463 

—  164  4-  96 

751 

—  12 

—125 

31 

—  9 

4-14 

223 

—  69 

—  84 

487 

—225  4-171 

823 

—  36 

—320 

79 

4-30 

4-21 

271 

4-  22 

—  74 

607 

4-265  4-  71 

919 

4-192 

4-  67 

103 

4-35 

—  3 

367 

4-  49 

—  30 

631 

—281  4-256 

967 

—477 

4-446 

127 

—61 

4-50 

439 

—  79 

—  100 

727 

—317  —344 

991 

4-108 

—31« 

151 

4-  8 

—  3S 

•)  Hier  ist  op^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  tr?  ^  2c«;*  (mod.  p)  und  de»  Con- 
gnienzent»ystcm8    w^  —  w^  ^  w   ^     tr^tF^  ^  —  2  (mod.  p) ,    aber   auch    völlig  bestimmt   durch  ein« 


der  linearen  Cungruenzen:   tr  tr    ^  —  2 


fU 


.16 


tP   W 


tTj  (mod.  p). 
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M  =  24 

/((tJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 


p 

A^O 

7 

1+    Wj 

31 

1+  tXTj— 2«;^ 

79 

103 

3-+-  Wj 

127 

3—  (Pj4-4u;" 

151 

2 —  w  —  w —  üü 

199 

1 — 2w  —  tu  — 2u} 

16 


P 

223 
271 
367 
439 
463 
487 
607 


1 — 2af. —  w. 


5+207 
1—  w 
54-  w 
3+2oF 
3— 3op 
2--3w 


—  307 

— 4oü 
+2c«;* 

—  tr  —  2tt;' 
— 2w^ 


w 


IS 


P 

631 
727 
751 
823 
919 
967 
991 


16 
16 


307^4-  a7j+  w** 
3 —  07^ — 2a7j —  (t; 
3+2o7j+  07j— 2w 
7+4o7j— 3o7j 
5 —  aT,+2o7^ — 
34-  07j— 2oT  --4t)ü' 
5H-  07j—  w" 


u; 


16 


11,  5.     p  =  24m  —  7  ;         07^  =  w'*  4-  w 


-^'^  =  -w''- 


d.  h.   hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  8ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,       41,       89,     113,     137,     233,     257,     281,     353,     401,     449,     521, 
569,     593,     617,     641,     761,     809,     857,     881,     929,     953,     977, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  jp  =  8/n4-iinn  =  8. 


n,  6.     2?  =  24m  4-  5  ;        w^  =  w''  4-  w*'^  =  w''  4-  w'''*'*  , 
womit  die  4  primitiven  w^  =  —  «7^^ ,    «7^  =  —  or^^ , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  4-  9  ==  0  , 

gegeben  sind;    mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nicht- 
primitiven, d.  h.  den  4ten  Wurzeln  07^^  =  w*'^  (und  07^^  =  2«;*'',    während 

tr^r   =    ^    =    —  «'gr»  ^ir  =   0): 

w\  =  3w*  ,        07^07^  =  —  3  ; 


07j07j    =    07^  . 


*)     Statt  07 _  ist  hier  2(k;^  gesetzt,  nm  den  CoeMcienten  ^  bei  den  Perioden  zu  vermeiden. 
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W  =  24 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

1 

°^r 

P 

«^1 

«^r 

P 

1 

7 

P 

«'i 

«'f 

5 

1 

4-  2 

197 

67 

+  47 

461 

12 

+115 

701 

224 

+  97 

29 

14 

+  6 

269 

125 

—  28 

509 

219 

+251 

773 

303 

—199 

53 

14 

—  4 

293 

53 

+  11 

557 

260 

—  45 

797 

295 

+335 

101 

38 

—24 

317 

5 

—  64 

653 

143 

+242 

821 

103 

—   8 

149 

49 

—70 

389 

68 

4-  40 

677 

269 

—224 

941 

237 

—405 

173 

76 

+25 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben    die    Form  y^w  »tr^)  =  <|)(aTj)  +  w^.<J)^(aTj),     wo    w^    einen    der    4ten  Werthe 
zfcüü,  zbüü^  hat  und  iVcf>(aT^)  =  2p,       N<t)^(w^)  =  5p  ist;  N^A^t^^)  =  —  üü\*p, 

/(w ,  w^) 


p 

5 

(1-  w^ 

29 

(2-  tTj-  w^ 

53 

(3  — 207^—  Wj 

101 

(1  4-  2tiTj  —  tüy 

149 

(2  —  2w^  +  3trj  +  OTy 

173 

(4  +  OTj  —  w^ 

197 

(2  +  2trj  —  TF^  +  tr^ 

269 

(2-  w^-^Sw^^ 

293 

(4  +  2tr^  +  307,  +  07^ 

317 

(5-   07^ 

389 

(4  +  307j  +   07y 

461 

(5  —  2o7j  —  2o7,  +  a7y 

509 

(4  —   07^+   Wj  —  207y 

557 

(4+   07^  +  307J  —  207^ 

653 

(6  +   07j  +   07^ 

677 

(5  —  3o7y 

701 

(4  —   OFj  —  507j  +  207^ 

773 

(2  -f-  307,  +  SWj 

797 

(307j  +07,  —  207y 

821 

(2  +  3o7j+  07, +  2a7y 

941 

(1  —  2o7j  +  2ar,  +  3Wy 

+  a;' 
+  w^ 
+  w^ 

—  tt) 

+  w 
+  (jt) 

—  tfj 
+  w 
-ou^ 
+  w^ 
+  w^ 
+  w 

—  w 

ÜJ 

—  w 

—  bt; 

+  ÜJ 


(1+07 
(1  +207 

(1+    tr 

(4—07 
(5—07 
(1-07 

(5  — 3o7 
(5  +  307 
(5  +  2o7 
(4  +  207 

(5+07 
(  407 

(7  +  2o7 

(1—07 

(4  —  207 
(7+  w 
(1  —  4w 
(5  +  2o7 
(8  —  2o7 
(8+  w 
(8  4-    w 


-  07,) 

) 

4-      07,  —  207y) 
+      Of,  —      07y) 

-  ;r,) 
+  3o7y) 

-  07,) 

+      07,) 
-207,) 

+      07,  +  207,) 

+  307,) 

-  07,) 

) 
+      «7,  +  407,) 

+  207,  —  307,) 

+  207,  +      07,) 

+  207,) 

+  207^  —  407,) 

+  w,) 

) 

—  3tr,  —    w,) 


*)     Hier  ist  07^  diejenige  Wanel  der  Congruenz  07'  bb  3w^  (mod.  p)^  welche  ^  0 ,  ^  i-p  Ut. 
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n  =  24 

II,  7.     p  =  24m  —  5  ;  Wr  =  u)'''h  w"*''  =  w'^  —  to*"^'' 


w    = 

5 


07 


11 


womit  die  4  primitiven  tü^  =  —  ^ji 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  2w'  4-4  =  0, 

gegeben  sind,  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nicht- 
primitiven,  d.  h.  den  3ten  Wurzeln  ^^^  ^  ^"'"^  ^^^  ^®^  Perioden  zweiter  Art 
der  8ten  Wurzeln  ar,,.  (wie  in  II,  2),  (während  w^^  =  0): 


-1  = 

—  2c«;', 

W  W      =    2  !                  w 

m       —     — 
1 

-  2w"(=  2c«;*)  ; 

^i^i  =  2073  • 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 

p       Wj 

4 

P                OTj                 tüj 

P 

ocr             w 
1               $ 

P              ^i               «^5 

19     4-  4 

—  9 

283     —  55     4-72 

547 

—132     4-  58 

787     4-  84     —356 

43     4-17 

—  10 

307     —     6     4-102 

571 

—271     —118 

811     4-220     —376 

67     4-  3 

4-23 

331     4-     8     4-  83 

619 

4-178     —153 

859     4-  54     4-350 

139     —65 

—15 

379     4-  56     4-176 

643 

—  17     4-189 

883     —  68     —  26 

163     —84 

—66 

499     4-101     4-168 

691 

4-342     —198 

907     —394     —221 

211     4-36 

—82 

523     4-245     —222 

739 

—  130     4-216 

P 

/K) 

P 

19 

14-  Wj—  c«;' 

331 

43 

1—207^4-    07^ 

379 

67 

3—  Wj 

499 

139 
163 
211 
283 

1—  07^-207^—  c«;" 
1—  TF^-f2a7j— 2ü;* 
3—  TFj4-2a7j—  c«;" 
14-  tF,4-2a7^4-2c«j" 

523 
547 
571 
619 

307 

H-3ar^ 

643 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  |>.**) 

34-2a7j—  TT  — 2t«;^ 
1—  TT,— 4c«;*" 
44-3ocTj —  07  —  c«; 
1—  07.— 4c«;" 


1—  Wj— 3o7  —   a;" 
14-3o7j— 2(«;* 
3  — 2o7j4-  o»j— 2oü" 
1—  07^-t-2a7j— 5oü" 


P 

691 
739 
787 
811 
859 
883 
907 


1—307,-40'^— 

3 — 4o7j4-  07, 
3—  07j4-6c«;* 
5— 2o7j4-  07j 
3-307^—207 
3— 3o7j— 2c«;" 
3— 3o7,4-3o7^— 

X  V 


e«; 


16 


c«; 


16 


•)  Hier  ist  or^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07J  ^  —  2c«; ^,  und  des  Con- 
graenzensystems  07j^  —  ^5  ^=  —  w,  »  ^1^5  ^  2  (mod.  p),  aber  auch  linear  völlig  bestimmt  durch 
w^tjo  ^  07j  (mod.  p), 

•^     Hier  ist,    zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -^  für  die  07,  2c«;'  und  2c«;^*  für  07    und  07 
gesetzt.     Auch  hier  geben  die  /(w  )  die  Minimalzahlen  der  quadratischen  Form  b^  —  6c'. 

Anmerkung  zu  n  =  24.     Zwar  kommen   hier,    mit  dem  Exponenten  4,  viergliedrige 
Perioden  gar  nicht  vor,  jedoch  sind  folgende  Relationen  von  je  4  Wurzeln  von  Bedeutung : 

oy  4-  ay*  —  oü^  —  c«;"  =  >^6  ,  c«;  —  c«;*  4-  w'  —  c«;"   ==   J^2  , 

-f-  c«;*  4-  w'  4-  w"  =  y^  ,  —  c«;  4-  w*  4-  c«;'  —  c«;"   = 


c«; 


j/=2. 


wovon  die  mit  )/ib2  anf  den  Relationen  zwischen  den  8ten  und  24ten  Einheitswurzeln  beruhen,  die 
mit  YdbQ  aber  den  letzteren  eigenthümlich  sind. 


er 
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71=  28 

I.      j9  =  28/H-f-  l. 

12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w*'  —  oü*®  H-  w"  —  üü*  -4-  w*  —  to^  +  1   =  0  , 

mittelst  welcher  sich  von  den  nichtprimitiven  (d.  h.  den  7ten  und  4ten)  die  letz- 
teren eliminiren  lassen,  indem 


.7'- 


»r 


br 


uj"  =  w*-  —  w"^  -f-  to'"  -f-  oü"^  —  M^'r  +  («"'• . 


9r        ,.iir 


18, 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


29 

113 
197 
281 
337 
421 
449 
617 
673 
701 
757 
953 


10 
56 

—  87 
4-  10 
+  150 

—  198 
-4-193 

—  305 
+276 
—338 

114 
282 


14 
+  14 
+  68 

—  124 

—  55 
+  6 
+  118 
+  120 
+  56 
+  113 
+  95 
+228 


+  8 

—  53 

—  69 

—  36 

—  36 

—  115 
+  121 
+236 
—291 

—  44 

—  47 
—306 


—  11 
+  32 
+  20 

—  39 
+  103 
—205 
+141 
—217 

—  37 
+239 

—  306 

—  109 


.11 


+  2 
+  8 
+  84 
+  34 

—  49 
+  70 
+  156 

—  36 
+  12 
—335 
—255 
+372 


—  3 

+  2 
+  77 
+  28 
+  164 
+202 

—  114 
+  176 
+  178 
+  56 
+  166 

—  98 


P  /M 

29  1+w  +w* 

113  1— w*— w" 

197  l+oü'+w* 

281  1— Cü  — w'  — u; 


10 


^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
!         p  Aw) 

\         337       1— w'+w*— w*+c«" 
I         421       l+{ü'_w«+tü' 

449       l—w*— »*—(«.•• 

617       l+w'+w»— w*— w" 


p 

A^) 

673 

1+w'— w*— w*  +«" 

701 

2— w  +w* 

757 

l_c«;«-«»-,-t«;^V«" 

953 

1— w*— (w*+2to* 

*)     Die    Congruenzwarzeln  *  f&r    die    nichtprimitiven    Wurzeln    stehen    in    den     Tafeln    fllr 
X  B=  7  und  n  =  4. 
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n  =  28 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
6  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  1.    p  =  28/11—  1 ; 


W^    =    M^  +  ÜJ-"    =     W'"—  w""*' 


womit  die  6  primitiven 
Wurzeln  der  Gleichung: 


w. 


—  ^18  »      o^a    =    ""  ^11  »      ^5 


=  —  w 


9 


w*  —  Tot*  +  Hot*  —  7  =  0, 


unmittelbar    gegeben   sind,    sowie   durch    ^^^k  =^  ^k-i'^^k-\-i   ihre  fundamentalen 

Relationen  zu   einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Per.  d.  h.  den  zweigliedrigen 
der   7ten  Einheitswurzeln  w^r   (oder  der  14ten  w^^:    w^  =  —  tü^^,         w^  = 
w^^  =  —-«^4)»  während  w^^  =  0  ist,  also: 


—  w. 


cp:   = 


WjTFj  W^  ^ij  > 


(2-4-w,  =  P  —  ^i^f 

OTjtü^    =    «'t  +  «^5  >  «^1^8    ~    ^9  » 


tXT_  tXf      S55    07     —  07     • 
15  4  S  ' 


tTjtüjj    =    —  Wj  —  w,  . 


Congruenzwurzcln  mod.  p*) 


p 

83 

32 

tu 
—  30 

«^5 
4-  18 

P 
503 

w 
1 

19 

«'s 
—240 

tu 
5 

—166 

139 

46 

4-  37 

4-  54 

587 

169 

—   12 

—  69 

167 

61 

+  12 

—  22 

643 

118 

—187 

—  25 

223 

53 

—  23 

4-  56 

727 

218 

—  172 

—341 

251 

126 

+  30 

—  53 

811 

55 

—  45 

4-158 

307 

89 

4-137 

—124 

839 

54 

4-409 

4-392 

419 

107 

—  15 

—  22 

/(ti7j),  Primfactoren  der  Primzahlen 

P 

.  m-^. 

)  =  -;>. 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

p 

/K) 

83 

2-  ar^-tr, 

307 

2-  tr,-2tr„ 

643 

34-  Wj— 2tr^4-trjj 

139 

24-  Wi+w,-+-Wj 

419 

3—  w^4-3Wj 

• 

727 

44-  tr^-2aTj 

167 

2— 2aTj— tiTj 

503 

5-3trj 

811 

34-    W,—    «'4+«^i, 

223 

34-  «T  — w^ 

587 

4— 2Wj4-w, 

839 

2Wj4-  tiTj4-w^ 

251 

1— 2Wj 

— tr. 


•)     Hier    ist    ar^     diejenige    Wurzel    der    Congruenz    wj  ^  2  —  w^^  (mod.  |?),     welch» 
Oand<C-^j?  ist. 


486 


n  =«  28 
II,  2.     p  =«  28m  +  13  ; 


womit  die  6  primitiven    w^  =  ""  ^u » 


tr     =  —  w 

3  IT 


tu.     =    —  W 


19 


Wuraeln  der  Gleichung: 


OT*^  +  507*  +  600''  +  1   =  0  , 


von  selbst  gegeben  sind;  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  der  7ten  (w^^  wie  in  II,  1)  und  den  4ten 
Einheitswurzeln  w,^  =  2w''^,  (w^r  die  entgegengesetzten  der  w^^  wie  oben): 


IT, 


tr  tr 

14 


tr  tr_ 

17 


—  2  —  oTjj  ,  ^1^1   =  °^4  H-  ^1,  » 

—  OTj  +  tTj  ,  aTjtTg    =    —  2c«;'  +  tüj  , 

2trg  ;         (allgemein  tr^tTj^  =  —  o^a-j  4- Wjt^.^). 


txT  txT     s=  -^  tiT    ^■~  txy    I 

15  4  8  » 

l    II  1  »' 


p 

13 
41 
97 
181 
293 
349 
433 


w 
i 

—  4 
+  3 
+  29 
+  90 

—  108 

—  60 

—  160 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


+  2 

—  5 

+  32 
+  21 

—  136 

—  149 
+133 


+  1 

—  17 

—  19 

—  88 
+  127 
+124 
+  114 


p 

461 

w 
1 

+  140 

+  87 

tr 
» 

—     5 

601 
769 

+181 
—  57 

+217 
—  35 

+161 
+  84 

797 

+  61 

+  19 

—  257 

853 
881 

+  183 
+  43 

+231 
+346 

+381 
—  84 

937 

—214 

+  34 

+  52 

P 

/K) 

13 

1-0.^ 

41 

l+aPj  + 

^4 

97 

l+tTj— 

^1> 

181 

2— Wj— 

^5 

293 

tr.+l 

iw.^ 

/(tr^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P 

349 


A^,) 


14.  tr^-2tr„ 


433  2—  07^+  tJTj  — 2trg 

461  2+2ti7^—  tiTj  +  w^ 

601  1— 2(F^—  TFj 

769  3—  tiTj—  a^4-+-a^j, 


;» 

Atr,) 

797 

1+  «Tj+Str^- Wj^ 

853 

3—    OT^+    OP^+OT^ 

881 

2— 2aTj—  tTj 

937 

4+  trj+2tr^ 

*)     Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w  (u^  ^  oj    (mod.  |9),  sowie  als  die  gemeinschaftliche 
Wurzel  der  Congruenz  trj  ^  —  2  —  ir^^  (mod.  j[>),  und  des  Systems 

Wj  —  Tj  +  tTj  ^  Oü    ,  —  ^1  ''^j  —  tJFj  tTj  +  tTj  tTj  ^  +  2  ,  —  o^jCFjWj  ^  w^  (mod.  2?). 
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n  = 


28 
II,  3.     p  =  28 w—  13; 


W^    =    W**  +  OÜ 


-18j 


=  0, 


TF.r    =    2W 


2/- 


d.  h.   die   nichtverschwindeuden   Perioden    reduciren    sich   auf  die    7ten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  : 

43,       71,     127,     211,     239,     379,     463,     491,     547,     631,     659,     743,     827,     883,     911,     967, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  ^  im+i  bei  X  =  7. 


III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig. 


p  =  28w  —  3,4-9. 


4  dreigliedrige  Perioden 


w^  =   w'"  +  Oü 


-3r 


+  W 


9r 


also  die  4  primitiven  Perioden 


w    =  (M)  —  w^*  4-  to'  =  —  üj 


3  5   ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  207'  -+-  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h. 
zu  den  dreigliedrigen  Perioden  der  Tten  w^^  (oder  der  14ten  w^r  =  —^^r)  und 
den  4ten  Einheitswurzeln  (w^r  —  3w^''): 

J    =    2  +  07^  ,  ^1^1    =^    ^  5  *"'l*"'4    *^    ^1  —  ^'^t  »  ^1^1»    ^^    ^^^  5  W.W.     =    307,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 


07 


IT 


07. 


07, 


l  3 

37     —11  —17 

53+4  —26 

109     4-24  —  9 

137     4-44  —56 

149     -+.  6  4-50 

193     4-70  —11 


07, 


07. 


233  4-107  —  37 

277  4-     5  —  55 

317  4-48  —  66 

373  —  23  4-81 

389  —  77  4-197 

401  4-168  4-U8 


07. 


07. 


1  -3 

457  4-125  —223 

541  —228  4-261 

557  4-  98  —341 

569  4-55  —  31 

613  —124  —  89 

641  —  39  4-115 


07. 


07. 


653  —286  —137 

709  4-250  4-346 

809  —  31  4-287 

821  4-306  —220 

877  4-166  4-317 

977  —     8  4-244 


*)  Hier  ist  07  die  gemeinschaftliche  Warzel  der  Congruenz  07^  as  2  4-  v^  (mod.  p)  und 
des  Congruenzensystems  w^  —  07^  ^  u;' ,  ^i^i  ^  ^  (mod.  J?),  sowie  linear  aus  einer  der  Con- 
gnienzen  vj^^  ^  —  ^^^  >     w^w^  ^  07    (mod.  p)  bestimmt. 
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n  ==  28 
/(o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/K) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

37 

3-+-  w^-h  w^ 

317 

1-f-  Wj-+-2a7j-f- 

«^4 

613 

5 —  trj4-2flr34-  v^ 

53 

1  — 207, 

373 

4+3trj— 3o7,4-2 

'^4 

641 

24-3oTj4-  w^ 

109 

3-f-2aTj4-2o7^ 

389 

5— 2ar, 

653 

1 4-2o7j— 4Wj4-4ap^ 

137 

3—    07j+207j  + 

^4 

401 

44-  «73—  07^ 

709 

3— 2trj— 2o7^ 

149 

44-207,—  07  -f- 

^4 

457 

3— 3o7j—  tr^ 

809 

3— 2arj— 20P3— 2«»^ 

193 

•                                • 

3-+-    Wj—    07^ 

541 

5+3o7j4-3o7^ 

821 

6—  OTj—  a'34-3ap^ 

233 

3—    07^  — 207j-|- 

^4 

557 

54-307  j—2o7j4- 

«^4 

877 

14-  oPj— 4«7j4-8w^ 

277 

4+  tr^-f-  07,-4-2 

107^ 

569 

1—  0^^4-40734- 

^4 

977 

14-40^, 

IV.    })  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1,     p  =  28/H-t-3,  — 9, 

07^  =  »'*  4- w*'^  4- w*'' 4- ««.'"'"  4- w"''^ -+- w"*'' ,     also 
07^  =  o;  4-  w*  4-  £«'  —  ««-'*'  —  t«J^^  —  w*  =  —  tr   ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 


CT*  —  7    =    0. 

Congruenzwurzelu  med.  j9.*) 


p 

07 
1 

P 

07 
1 

P 

^1 

P 

«^1 

P 

«^1 

P 

'^i 

3 

1 

103 

25 

283 

63 

467 

53 

619 

61 

859 

329 

19 

8 

131 

20 

311 

140 

479 

38 

647 

268 

887 

73 

31 

10 

199 

87 

367 

47 

523 

141 

691 

207 

971 

229 

47 

17 

227 

37 

383 

34 

563 

250 

719 

301 

983 

410 

59 

19 

271 

121 

439 

165 

607 

282 

787 

105 

ßw^)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p      Af^,) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

3      5— 207j 

131 

114-    60Crj 

367 

9—  8a7j 

563 

24-   907j 

787 

64— 23arj 

19     34-2o7j 

199 

12—  7o7j 

383 

25— 12o7j 

607 

24— 13Wj 

859 

184-13Vj 

31     9— 4a7j 

227 

54-  6trj 

439 

3—  8o7j 

619 

94-lOoTj 

887 

114-12tr^ 

47     4— 3o7j 

271 

244-1  IWj 

467 

10—  9o7j 

647 

19— 12a7j 

971 

464-2lflr^ 

59     24-3o7j 

283 

33— 14o7j 

479 

234-l2o7^ 

691 

34-10o7j 

983 

5— 12flFj 

103     34-4o7j 

311 

16—  9o7j 

523 

184-llWj 

719 

17— 12o7j 

•)     Hier  ist  07^    diejenige    der  beiden  Wurzeln   der   Congrnenz  trj 
Oond  <dp  >*t. 


7  (mod.  p)y    welche 
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n  =  28 
IV,  2.     j[>  =  28m  — 5,4-11; 

w^  =  w»-  4-  w-*'-  4-  w-""  4-  w-"^  4-  w**"  4-  u;"''  =  —  (w'"  4-  oü*'"  +  w'^  , 

d.  1i.  hier  reduciren   sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  dreigliedrigen  Perioden 
der  7ten  Einheitswurzeln  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,       23,       67,       79,     107,     151,     163,     179,     191,     263,     331,     347,     359,     431, 
443,     487,     499,     571,     599,     683,     739,     751,     823,     863,     907,     919,     947,     991, 

haben   daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  Primzahlen  der  Form 
7m  4-  2 ,  —  3  bei  X  =  7. 


IV,  3.    jp  =  28m  4-5,-11; 
<r^  =  w''  4-  oü**-  4-  w-''-  4-  w"''  4-  c;'''  +  a;""''  =  o;"" , 

d.  h.  hier  reduciren   sich   die   primitiven  Perioden   auf  die   4ten  Einheitswurzeln^ 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  : 

5,       17,       61,       73,       89,     101,     157,     173,     229,     241,     257,     269,     318,     363,     397, 
409,     509,     521,     577,     593,     661,     677,     733,     761,     773,     829,     857,     929,     941,     997, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  ;?  »  4m  4- 1  in  n  «  4. 


62 
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n 


36 


L    p  «=  36m  4- 1 . 


12  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w"  — w^H-  l  =  0, 


mittelst  deren  sich  aber  die  nichtprimitiven  nicht  eliminiren  lassen,  weder  die 
12ten,  noch  die  9ten  Einheitswurzeln,  indem  vermöge  dieser  Gleichung  die 
Summen  je  dreier  primitiven  Wurzeln  null  sind. 


P 
37 

73 
109 
181 
397 
433 
541 
577 
613 
757 
829 
937 


+  5 
4-  25 
+  19 
4-  88 
4-  41 
4-  74 

—  90 
4-167 
4-122 
4-262 
4-401 

—  57 


Congruenzwurzeln  mod.  /?.*) 


(V 

17 

—  23 

—  54 
4-  89 
4-  88 

—  167 
—233 

—  54 

—  96 
4-  29 
4-267 
—318 


4-  18 
4-  6 
4-  17 

—  32 

—  153 
4-  4 
4-249 

—  36 
4-  39 
—234 

—  43 
4-329 


4-  2 
4-  12 
4-  32 
4-  17 

—  96 
4-108 
—239 

—  16 
4-110 

4-  55 
—347 
4-356 


IS 


4-  13 

—  19 

—  2 
4-  61 
—194 

—  70 
—202 
—203 

—  83 
4-261 
4-385 
4-386 


—  15 
4-  35 

—  23 

—  72 
—184 

—  158 

—  6 
4-  38 
4-206 
4-  26 
4-215 
—263 


yi^w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(^) 

P 

/M 

P 

/(«) 

37 

1  —  (JÜ   U)* 

397 

l_C,n_^14^^1« 

613 

l4-w*4-w* 

73 

1— w  4-6y" 

433 

1  — w'  +uj^   4-w^* 

757 

1— w  4-w" 

109 

l-c^»+e«^i 

541 

2-c.'*4-c«^* 

829 

l+u,'-,«» 

181 

14-w  — üü* 

577 

1  — w  — üü*  4-w" 

937 

H-e«»-to" 

tu 


— w 


1> 

IS 


*)     Fflr  die  nichtprimitiven  Wurzeln  vgl.  X.  =  9  und  n  =  12  nebst  X.  =  3  und  n  «=>  4 
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n  ==  36 

II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig- 
6  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  i,    p  =  36m  —  1 ;    w^  =  w'  +  w"''  =  («;'•  —  w""*^ 


woraus  die  6  primitiven     w^  =  —  w^^ , 

Wurzeln  der  Gleichuncf: 


Wy    =    —  (T^i 


txr*  —  6a?*  +  9tr'  —  3 


0, 


unmittelbar  sich  ergeben;  sowie  aus  ar^aTj^  =  «^t-i  4- w;t+i  ihre  fundamentalen  Rela- 
tionen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  Perioden  der 
9ten    w^^  und   der   12ten  Wurzeln   ar^^    (während  w^^  =  —  w^,^  =  i,     w^r  =»  O; 
«T^r  aber  die  entgegengesetzten  der  ^^r\  nämlich: 


w. 


07  07      =s    tZT 
18  f 


tr 


16 


OTjWj    =    1  +  W^  , 

Wi  OT-  .    =    —  WT,  —  07 


OT 


tu       =    1  +  tXT     I  OP   07       ^    07     +  07     , 


1"^!« 


S  > 


1     J  4  16 


Congruenz wurzeln  niod.  p-*) 


P 

71 
107 
179 
251 
359 
431 
467 


«^1 
+  13 

—  16 
+  76 

—  96 
+  97 

73 
116 


tr 


5 

—  23 

—  13 
+  52 
+  70 

—  45 

—  96 

—  181 


°^7 

+  36 

—  3 

—  6 
+  85 
+142 
+169 

65 


p 

503 

«^1 
+159 

w 

4 

+  92 

^1 
+  67 

647 

—  82 

—230 

+148 

683 
719 

+293 
294 

+  96 

—  88 

+197 
—206 

827 
863 

+229 
—380 

—162 
—211 

+391 
—169 

971 

+  182 

—176 

+358 

A«rj,  rri 

imtactore 

n  aer  rnmzanien  p,     i 

V^^J  = 

-P' 

P 

/(^i) 

P 

A^,) 

p 

A^,) 

71 

3+1ITj+    w^ 

431 

1—    07j+207j 

719 

4+  07^  —  2o7^ — w^ 

107 

2 — tXTj (Tj 

467 

2 —    07, tX7.+207, 

827 

2 —    07   •—    07   +07 

179 

2-trj-  w^ 

503 

3 —    07j —    07^ 

863 

3+    07^—    07j+07^ 

251 

3-tr,+  w^^ 

647 

W^  —  207   +    W   — 07 

971 

2o7   +    07 

359 

4+07^+207^^ 

683 

5+207j — 07^ 

*)    Hier  ist  07^  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07^ 


2  —  07 


16 


und  des  Systems   tr.  —  07^  —  w^  s 
(mod.  p),  sowie  linear  durch  w^w^ 


0  •  —  07  07     +  W  W     —  —    •« 


W^W^    ^    —  3  , 

07^  —  IV      (mod.  p)  völlig  bestimmt. 


WjtTjWy 


(mod.  p): 


62< 
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n  =  36 
n,  2.     p  =  36m  4- 17;         w^  =  w'' -+- w"''  =  c«*' -+- w""»', 


woraus  die  6  primitiven  w^  =  —  w^^ , 


5  2J 


«^y    =    -  W„  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  4-  607*  4-  907*  -M  =  0  , 


unmittelbar  gegeben  sind ;  sowie  durch  w^w^  =  —  Wf^^i  4-  wj^+i  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  der  9ten, 
w^r  (wie  in  II,  i)  und  den  4ten  Wurzeln  w^,.  =  w'*'  (oder  w^^  «=  2cw'''),  (07^^,  w^,., 
07^,^  wie  in  II,  1),  nämlich: 


W 


w    ^  —  1  4-  tr   l 


07  07      ^^s    "■"  W-. 
II  • 


(oder  «r^Wj  =  —  2a7g)  ,  ^1^4  =  —  w*  4-  ot^^  >     ^^i'^ö  ^^  —  ^j  -^  2w'  ,     ''^i^is  ^^  ''^i  —  ***  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


17 

^1 
—  6 

«^5 
4-  5 

07 
—   1 

P 
557 

07 

—  62 

07 
4-189 

4-127 

53 

—  4 

4-  14 

4-  10 

593 

4-137 

4-230 

—226 

89 

—  22 

—  37 

4-  30 

701 

4-150 

4-187 

4-337 

197 

—  82 

4-  84 

4-  2 

773 

+354 

—  144 

4-210 

233 

—  25 

—  91 

—116 

809 

4-302 

—351 

—  49 

269 

4-  51 

4-  89 

—  129 

881 

4-299 

4-253 

—329 

449 

—  98 

—  166 

4-185 

953 

—365. 

—  99 

—464 

521 

—228 

4-  9 

—219 

^txTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(a^,) 

P 

/(«^i) 

17 

14-07, 

269 

2— o7j4-a7j^ 

53 

07^4-07^ 

449 

3 — OTj4-tr 

89 

H-«^5-«'8 

521 

2  — 07^  4-07  j  — 

197 

2-07, 

557 

t»i4-o^,  4 

233 

2  -07j4-trj 

593 

3— trj4-o^^ 

07, 


16 


p 

A^r) 

701 

1-  «7  «07-207 

773 

14-  07^4-07^— 207j^ 

809 

14-207^—07, 

881 

34-  Wj— 07^ 

953 

14-  «^5  — »8 

*)     Hier  ist  07    als  die  (y^meinschaftliche  Warzel  der  Congmenz  w^  i 
und  des  System»    07,  4-  w^  —  07.  se  0  ,         w.w.  —  a7.tr,  —  w,07,  es  3  , 

'  l'S  7  '  15  57  71  ' 

(mod.  p)j  sowie  linear  durch  w  w    ^  —  07^  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 


—  2  —  07j^  (mod.  p), 


Q7  QT  QT 
14     7 


493 

n  =  36 
n,  3.     p  =  36m— 17;     Wr  =  w** -+- w"^^''  =  0,     ar^^  =  2to*'' , 

d.  h.  die  primitiTen  Perioden  (überhaupt  die  mit  ungeradem  Index)  verschwin- 
den und  die  nichtprimitiven  reduciren  sich  auf  die  9ten  Einheitswurzeln,  daher 
haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

19,     127,     163,     199,     271,     307,     379,     487,     523,     631,     739,     811,     883,     919,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  j[?  =  9/»-HiinX  =  9. 


III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  36i»—  11  ,4-  13. 

4  dreigliedrige  Perioden: 

während    die    w^^  =  3c«'''    auf  die    12ten  Einheitswurzeln    zurückkommen;    daher 
haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       61,       97,     167,     193,     229,     241,     277,     313,     337,     349,     373, 
409,     421,     4Ö7,     601,     661,     673,     709,     733,     769,     853,     877,     997, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  /?  =  I2m  4- 1  in  n  =  12 . 


IV.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
2  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.2?  =  36»i  4-  11 ,  —  13  ; 
Wr  ==  aü'-  +  aü^*»'  +  w"'"-4-w-'-  +  w-"'-  +  w-'"'  =  0, 

während  w^^  =  3jr„.,   d.  h.   auf  die   zweigliedrigen  Perioden   der   12ten  Einheits- 
wurzeln zurückkommt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,       23,       47,       59,       83,     131,     167,     191,     227,     239,     263,     311,     347,     383, 
419,     443,     479,     491,     563,     587,     599,     659,     743,     839,     887,     911,     947,     983, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I2ni  —  l  in  n  =  12 . 
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n  =:  36 

IV, 

2. 

;> 

—  36m  4-  5  ,  - 

■7. 

^r 

=9 

w»" 

+  ^*^ 

+  oy 

-11 

4-  <w       4-  w 

4-w- 

-Tr 

-  0, 

während  or,^  «  3w''^  auf  die  4ten  Einheitswurzeln  zurückkommt;  daher  haben  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,       29,       41,     101,     113,     137,     149,     173,     257,     281,     293,     317,     353,     389,     401, 
461,     509,     569,     617,     641,     653,     677,     761,     797,     821,     857,     929,     941,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  2?  =  4m  4- 1  in  n  =  4 . 


IV,  3.     p  =  36m  —  5,4-7; 
07^  =  tt;'-4-w-*'"4-w-'''4-w-'"'4-w"'^4-tt;''^  =  0, 

sowie  tTj^  =  Wj^  =  0,    aber  rs^^  =  600*'',   was  sich  also  auf  die  3ten  (oder  6ten) 
Einheitswurzeln  reducirt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

7,       31,       43,       67,       79,     103,     139,     151,     211,     223,     283,     331,     367,     439,     463, 
499,     547,     571,     607,     619,     643,     691,     727,     751,     787,     823,     859,     907,     967, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  3m4-l  in  X.  =  3. 
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n 


40 


I.    p  =  40m  -h  i . 
16  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

w"  —  w"  4-  flu"  —  w*  +  1 


0, 


wodurch  sich  Ton  den  nichtprimitiven  (d.h.  den  20ten  und  8  ten  Einheitswurzeln) 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen,  w*  «=  w  4-  »•  —  w*'  -4-  w"  , 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


P 
41 

241 
281 
401 
521 
601 
641 
761 
881 


+  6 
+  41 
—139 
4-151 
4-  63 
4-  99 
—275 
—349 
—  18 


(JÜ 

4-  11 

—  5 
—102 

—  35 

—  33 
4-285 
—271 
4-150 
4-335 


tu 

—  12 
4-  61 

—  130 
4-114 

—  165 
—105 
—288 
4-259 
4-  83 


w 
4-  19 
4-116 
4-129 
32 
12 
—192 

—  102 

—  35 
—419 


—  13 
4-  27 

—  61 

—  188 
4-217 
—246 
4-  44 
4-  87 

—  82 


IS 


ÜJ 

—  17 
4-  79 

—  67 
4-102 
4-  60 
4-166 
4-  69 
—238 

—  138 


—  15 

—  48 
4-135 
—126 
—221 
4-  97 
4-123 
4-208 
—405 


—  7 
4-  47 
4-  93 
—162 
4-215 

—  85 
4-324 
4-157 
4-  49 


p 

/M 

41 

l-c'  -hoü'' 

241 

l+e^^T^^is 

281 

14-w'  4-w' 

401 

14-w'  4-w^^4-w" 

521 

14-w    4-w^*— w" 

ßuj)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 

P  /(w) 

601        1  — w'4-w*  — w^4-w*®— oy** 

641       14-w  — w* 

761       1— w'4-w'  — w*— w^'4-w" 


(v 


IT 


(JD 


17 


4-w"— w 


It 


881        1— w^— w" 


•)     Für  die  nichtprimitiven  Wurzeln  vgl.  n  =  20 ,  8,  4,     X  =  5  . 

•*)     Ydr  p  =  601  und  p  =761  sind  die  ^f to)  aus  den  Normen  hergeleitet: 
JV(1— w*— flu'— a;")  =  41  .  601  ,  JV(14-w*— »*—«")  =  41 .  761  . 
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n  =  40 

IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 


II,  1.     p  =^  40m  —  1  ;      07^  =  oy'^  +  w"''  =   w'^  —  w"-'' 


IJ»  9 


—  w 


11 


womit  die  8  primitiven  or^  =  —  tr^^ ,      tr^  ==  —  w^^ ,      w^  = 
Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  —  807*  4-  I9w*  —  1207'  4-  1  =:  0  , 

gegeben  sind,  sowie  durch  ^^^k  '^  ^k-i'^^t-k-i  ihre  fundamentalen  Relationen 
unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  zweigliedrigen  1  ter 
Art  der  20ten  (w^r  und  der  5ten  «7^^)  und  der  8ten  w^r,  (während  or^^^  =  o)  Ein- 
heitswurzeln: 


1     f  8  • 


OtJ    =    2  -4-  07j  ,  W^W^    =    Wj  —  Wjj  ,  07^07^    =    w^  4-  07^  , 

07^07^    =    07^    +  07^  ;       07^07^    =    tV^  "h  W^  ,  W^W^    =    «T^  -|-  07^  ;  07^07^    =    W^  -f-  tT^  , 


W^i 

"'i« 

tV,-07^ 

• 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

p 

79 

^1 
4-  14 

4-  16 

«^7 

—     8 

«^9 

4-  19 

P 
479 

—190 

07 

—  108 

—  113 

07 
• 

—  97 

199 

—  72 

4-  93 

4-  67 

—  81 

599 

—  85 

4-105 

—285 

4-  42 

239 

—  119 

—  91 

4-  97 

4-  30 

719 

4-240 

—214 

4-321 

4-268 

359 

+137 

4-143 

—  57 

4-  82 

839 

—  42 

—130 

4-  49 

—  108 

439 

—  168 

4-  72 

—  60 

—  118 

919 

4-  13 

4-320 

4-337 

4-  95 

/CtF^),  rrimtac 

toren  üe 

r  rrimzaiuen  p.     i\ 

r(w, 

^)  =■  — 

P' 

P 

/(tTj) 

P 

/(tr,) 

P 

/(«^,) 

79 

1— tTj+OT^- 2a7y  — OTj 

439 

3-  07,4-0?, 

719 

3—  o^,-!-«'. 

199 

1-07^4-07,4-    07^ 

479 

Z+^W^  —  W^-^-Wj-^-XC^ 

839 

2o7^4-w, 

239 

2— 07^H-aTj—  07j 

599 

24-     Wß  +  O^y  +  OPj 

919 

3+2o7j4-tv, 

359 

1 — w. — OT,4-  tr^ 

. — w. 


*)     Hier  ist  07    die  gemeiiuchaftliche  Wurzel  der  Congruenz  ot|  es  2  +  tv    (mod.  p)^ 
und  eines  Systems  von  4  Congnienzen,  deren  erste :  w   —  07    4-  tv_  4-  w*  ^  «^-  (mod.  p). 
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n  =  40 
n,  2.     p  =  40m  4- 19  ; 


^9  ^29 


womit  die  8  primitiven  w^  =  """^ji »      ^»  =  ""  ^jj »      «r^  =  —  Wj^ , 
Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  8ay*  4-  19ay*  -+-  12o!7'  4-1  =  0, 

gegeben  sind,  sowie  durch  w^wj^  =  —  wj^.j -1-07^^^.^  ihre  fundamentalen  Relationen 
zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  w^^  der  20ten  (wie 
in  n,  i)  und  den  zweigliedrigen  zweiter  Art  w^^  der  8ten  Einheitswurzeln  (wäh- 
rend w^^^  =  0),  nämlich : 


w. 


-   2  +  OT,  , 


19  8  ' 

W  W      ^    —  W.  4"  07_  I 


IS  J  16» 

W  OCT      =    —  W     4-  07     ! 
15  4     "^       6  ' 


"^1      T  6 


W 


m 


i^a  =  —  «^r  +  «^9  » 


1^9   =   —  OT^  4-  w,  , 


Off    Off  5^2      CTT       •—    W       , 

1     16  J  5 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

19 

«^1 
—  5 

—  7 

w 

7 

—  2 

«^9 

—  3 

59 

4-  14 

4-  13 

—  2 

—  6 

139 

—  58 

4-  9 

—  38 

+  61 

179 

4-  67 

4-  65 

—  70 

4-  55 

379 

—  74 

+  84 

4-  90 

—  179 

419 

+173 

—185 

4-  59 

4-167 

p 

499 
619 
659 
739 
859 


w 
1 

+136 
4-219 
—295 
—  3 
•+153 


w 
j 

—  94 
4-305 
-i-  62 

—  36 
6 


—  56 
+  54 
4-305 
+147 
+  97 


07 
9 

—  31 

—  182 

—  44 
—207 

+234 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  ß^u ,  w^) ,  welche  hier  nicht  festgestellt  ist. 


Normen  complexer  Zahlen  in  är. 

N(i  +  tXTj  +  07^)  =  (1  —  txr^  +  07,)  =  4  .  19  , 
N{1  -  o7j  +  07,)  =  iV(07^  —  07,)  =  4  .  59  ; 

N(2  +  07y)  =  19  .  59  =  N(2  +  07,  —  07^)  , 

N(l  —  07j  —  07 j)    =    N(l  -  07^  +  07g)    =    N{W^  +  W^) 


19'. 


*)     Hier  ist  07    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congmenz  07' 
und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste  ^^  -I-  w    —  ^f  ■+"  ''^o 


—  2  +  o7,  (mod.  p), 
w    (mod.  p), 

63 
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n  =  40 


II,  3.     J9  =  40m  —  19  ,       w^  =  w**  H-  w 


-19r 


0,        OTj^  ==  2w 


Jr 


d.  h.  die  nicht   verschwindenden  Perioden  reduciren  sich  auf  die  20ten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

61,     101,     281,     421,     541,     661,     701,     821,     941, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  20m  +  l  in  n  »  20. 


II,  4.     j?  =r  40/n  4-  11  ;       07^  =  w'^  4-  w"'' , 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


7  17 


=5     07 


ai 


=    —  OT 


17 


OTj    =    w'  —  W^'    =    — 

Wj  =  cü'  4-  w*'  =  — 


OT.., 


IS 


w 


»9  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w 


—  2tr*  4-  4tr*  —  8ay'  4-  16  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  b. 
den  Perioden  zweiter  Art  der  8ten,  w^^  (während  w^^^  =  o),  und  den  5ten  Wurzeln 
w,^  =  2üü''*  (oder  der  lOten  w^^  =  w*'*,    während  w^^  =  o): 


"^1 

2c«", 

tr  w 

17 

—  2w\ 

tr  tr 

*1*9 

-  ~2; 

«^1 

i«^»  =  ^ 

16  > 

tu 

m     =   2(V 

9  » 

w  w 

=  —  2trj 

U.  8.  W. 

Congruenzwurzeln  mod.  p»*) 

p 
11 

tr 
1 

—     4 

tr 
j 

—   1 

—     2 

tr 

9 

—  5 

P 

491 

w 
1 

—   17 

—244 

4-165 

tr 

9 

4-  29 

131 

—     3 

-52 

4-     5 

—43 

571 

4-173 

—  230 

—  144 

4-  66 

211 

4-  29 

—62 

4-  34 

—51 

691 

4-107 

4-  50 

—304 

—310 

251 

—  100 

4-  8 

4-  63 

5 

811 

4-105 

—  164 

4-  89 

4-363 

331 

—  62 

4-  4 

4-166 

—32 

971 

—  29 

4-  57 

—  17 

4-134 

*)     Hier  ist  tr     die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congnienz  tr'  ^s 
eines    Systems  von  4  Congruenzen,    deren  erste  (zureichende)  tr   4-  o^.  —  ^t  ^ 


3S 


— 2w      (mod.  p),  und 
35  w^  (mod.  p)^ 


w 


aber  auch  linear  völlig  bestimmt  durch  w  ut 


—  tr     (mod.  p). 
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p 
II 

131 
211 
251 


/(a^i) 


14-w, 


1  —  07-  —  W 

2 — w  -t-tt; 


>4 

8 

14 


n  =  40 
y(aTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  |>.*) 


— w 


3> 


/K) 


331       2— oTj- w' 


491        1 — (Tj-t-tr^  — w 
571       1— (ü^H-Wj  -t-w* 


16 


/(w,) 


16 


691      1—  (T,— w^4-w    +2 


w 


11 


16 


811     2H-  aT^+ar^—w"—  w" 
971      l-t-2aT,-|-m 

1  3 


n,  5.     />  —  40/?i  —  11  ;     w^  ==  cü''  4- 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w'  -f.  1507*  -t-  25  =  0; 


w 


llr 


07=CÜ  —  CÜ       =    —  tr,  tX7s=:0ü-t-Cü       =    —  07,,  ,  07. .     =    W 

.13     I     .17 


11 


«^18  =  ^''  4-  w''  ==  -  or„  ; 


-a;*'  =   -07 


19» 


mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven, 
d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  07^^  der  20ten  (einschliesslich  die 
07j^  der  5ten)  und  den  4ten  Wurzeln  or^^^  =  2w^®'"  (während  or^^  =  O): 


07' 

1 

2w'"  + 

07     . 

07  07 
'*'l^3 

=   14-207^, 

07   07         

1      11 

2  -07g, 

07  07 
1      IJ 

==  07 
> 

+  07^; 

07   07 
11 

-    «^3- 

-^11» 

07   07       = 

07     , 
3  ' 

07   07 
18 

=    07 
^9 

-^11' 

07   07 
1     16 

'•    ^13 

• 
5 

07   07         = 
1     10 

2o7      . 
11 

Congruenzwurzeli 

a  mod. 

;>.**) 

P 

29 

07 
1 

14 

-+-  7 

«^11 
4-  6 

4-     3 

P 
349 

07 
1 

42 

07 
S 

4-  65 

07 
11 

128 

07 
13 

—115 

109 

41 

—  50 

4-45 

—   15 

389 

145 

—  124 

—  52 

4-133 

149 

50 

—  55 

4-35 

4-  36 

509 

92 

—  191 

—  206 

—  26 

229 

74 

+61 

—  97 

—  114 

709 

298 

4-132 

—248 

4-  90 

269 

23 

4-53 

—  3 

—  42 

829 

388 

4-  71 

4-113 

4-  57 

*)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -^  ist  ist  2»;*''  anstatt  07 _  gesetzt. 

•*)     Hier  ist  07    diejenige  der  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  07'  ^s  —  2w^®  4-  «^,  (mod.  p\ 
welche  >  0  und  <  ^p  ist. 

63» 
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n  =  40 
Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  /(w ,  w^ ,  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 


AV, 


Normen  complexer  Zahlen  in  Ä. 

^)  =  A^(l  -4-  tr,  -  tr^,)  =  4  .  29  ,  N(\-w^ 

N(l  4-  tTj  4-  w,  —  txTjj)  =  5  .  109  ,  N{1 

N(W^  +  tTg  —  OCTjj)    =    29'  . 


^i«> 


5.29, 
29  . 229 , 


II,  6.     p  =  40/n  4-  9  ;         w, 


ÜO 


Ui 


9r 


also  die  8  primitiven: 


or     =  w  4-  w     =  —  Wjj 


(T       =    ÜÜ     —  W       =    —  07     , 

13  17 

IJ  IT  > 


11 


11 


,  .1»    ^ 


II 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  707*  4-  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  b. 
denselben  Perioden  der  20ten  Wurzeln  w^^,  wie  in  II,  5,  und  den  8ten  Wurzeln 
w^^  =  2w*'"  (einschliesslich  die  4tea  w^^^  =  2w"'"): 


w. 


07  tr 
i    la 


07  07 
18 


W  W 
1     16 


.10 


=  2w'"  4-  07^  , 


10 


=    «^8  +«^11» 

=  _2w*''— 07 


IS 


07   07      =    1  ! 

07   07 
1      11 

=    —  2  —  07,  , 

tr  07     —  2w 

15                     6 

07    07 
1     IS 

=  2w     : 

w^w^  —  2c(ü**  — 

«^3 

• 
> 

07    07 
1      • 

*1                13» 

w.tr_  =  2o7,.  . 

1     10 


Congruenzwurzeln  mod.  p*). 


P 
89 

409 
449 
569 


w 
1 

—31 
—60 
4-47 
+69 


OT 

—23 


f  07 

11  18 

14       —19 


—  75  4-  9  —91 
4-86  '4-  6  —75 
4-33       4-244       —   7 


p 

769 

4-282 

«^3 

4-  30 

OT 
11 

—203 

07 
11 

4-322 

809 

4-268 

4-323 

—279 

4-  29 

929 

4-371 

4-308 

4-363 

4-389 

Systems  o7   —  w 


durch  07  w 


i 


Hier   ist  w    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz     07'  ^  2uj^^  4-  v,  9    und  des 

^^  (mod.  p)j     aber    auch    linear    völlig    bestimmt,    s.  B. 


ÜO 


13 

07g  (mod.  p). 


W  07 
113 


UJ 


501 


p 

A^,) 

89 

14-  tr^j— 2(rjj 

409 

1+20.,-  a7^4-tXTj^-aT^3 

449 

1   w^       w^     w^^ 

n  =  40 
/(tr^)  Primfactoren  der  Primzahlen  ^. 
P  A^,) 

569     1  — tr^— ay^-hoTj 
769     2+m  -{-2w,— ro 

3  3  6 


1» 

A^,) 

809 

l-^^i-^a-a^e-^-^^u 

929 

2-f.tr^  (F^  w^+w^     (Tjj 

II,  7.     p  =z  40/?i  —  9  ;         (T^  =  w**  4-  w"''^ 


also  die  8  primitiven  Perioden: 

w^   =  cü  —  oü^^  =  — tr,,  ,      «r_   =  w*  4- w^'  =  — or^,  ,      tr_  =  w' 4- w*^   = 

1  l 1  •  33  7 


—  07 


27  » 


9  19 

9  19  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  4-  2o7®  4-  407*  4-  807*  4-  16  =:  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  Perioden  erster  Art  07^^  der  8ten  und  den  5ten  Wurzeln 
w^r  =  2w'''  (oder  der  lOten,  07^^  =  2««*'*),  während  or^^  =  0  =  oy^^^: 


S3 


w{  =  2w"  , 


07, 


.14 


i^8  =  —  2w     ,         07^try  =  2m   ,         w^w^  =  2  ; 


07, 07-  =  —  2&ü^*  :       07,07-  =  2o7-  etc. 

13  *  X      o  9 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

31 

«^1 
4-  15 

«^8 

4-  2 

«^7 
—  1 

—  4 

P 
431 

°^i 
4-  57 

07 
3 

—  147 

07 
^7 

4-173 

07 
9 

—  189 

71 

—  16 

—  11 

4-  26 

—  9 

631 

4-  22 

—276 

—  32 

—  172 

151 

—  66 

—  4 

—  75 

4-  32 

751 

4-289 

4-161 

—  28 

4-  13 

191 

4-  72 

—  17 

4-  90 

4-  69 

911 

—249 

—  234 

—  109 

4-300 

271 

—  66 

4-118 

4-124 

—  115 

991 

4-369 

—350 

—487 

4-188 

311 

4-112 

4-  85 

—  11 

4-  50 

•)  Hier  ist  07  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07?  ^  2w**  und  eines  Systems 
von  4  CongfTuenzen ,  deren  erste :  or  —  07  4-  tr  4-  ot^g  ^  w.  ;  aber  äuch  linear  völlig  bestimmt 
durch  z.  B.  tr  or    ^  —  2»      (mod.  p). 
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p 

31 

71 

151 

191 


l+tr^ 

1 — tr  -{-w 


34 


n  =  40 
/(oT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  |?.*) 


34 


l-f-OT  -{-tr    -t-cw 

1— tP^  — W^   — Cü" 


271     2— t»^— w 

9 


311 
431 
631 


16    ,* 


Cü 


83 


33 


2-htrj — ^ 

l+WjH-OTj 


16 


tr  -t-tr^  — ^    — ^'*' 


34 


P 

751 
911 
991 


1 
1 
1 


A^^ 

tr,+2w" 


III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

III,  1.     p  =  40/?l  —  3  ,  H-  13  ;         or^  =  ou'"  +  u;-»'-  4-  w»'"  4-  w"»* , 

also  die  4  primitiven  Perioden 


(F       ==    W  —  ÜÜ*'   -h  w'  -f-  W^'    =s    —  OTj^ 


tTj  =  w'  —  w^^  —  üü^  —  oü*'  =  —  tTy ; 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  -♦-  25  =  0  ; 

mit  den   fundamentalen  Relationen   zu   einander  und   zu   den  nichtprimitiTen  Pe- 
rioden, d.  h.  den  4ten  Wurzeln  07,^  =  —  w^*^'"  (oder  tr^^^^  =  4c«;*^'' ,  während  Wj^  =  0, 

CT. 


r  "~" 

1, 

^8r  = 

:-l): 

1 

=  5u;*^ 

°^i 

tr  — 

18 

5  ;     tr^oT,  —  + 

3  » 

{w^w^ 

10 

4(p,). 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

**) 

P 

^i 

^3 

P 

1 

tr 
3 

P 

tr 
1 

tr 

8 

P 

«•1 

«^i 

13 

l 

4-  5 

1   277 

85 

—  114 

613 

118 

—  161 

773 

92 

—210 

37 

17 

-h  9 

293 

90 

+  114 

653 

88 

-4-  52 

797 

336 

—287 

53 

16 

—  3 

317 

39 

—  8 

677 

293 

+  171 

853 

277 

—  117 

157 

53 

—  71 

373 

120 

-♦-171 

733 

209 

-256 

877 

358 

—316 

173 

20 

—  43 

397 

74 

-M02 

757 

236 

—  93 

997 

113 

—247 

197 

lö 

-^55 

557 

108 

—  67 

•)     Zur  Vermeidung  des  Coeffieienten   J-  ist  2»*''  anstatt  otj      gesetzt. 

••)     Hier  ist  tr     diejenige  der  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  tr?  ss  b'jo^^  (mod.  »),  welche 
Onnd  <^^  p.     Congruenzwurzeln  für  w*®  bei  w  =  4. 
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n  =  40 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(w ,  w^)^     Für  alle  diese  Primzahlen  gibt  es 

complexe  Zahlen  <f>(trj),  so  dass  N<f>(w^)  =  2p  ist,  welche  die  folgende  Tafel  gibt 

(wo  stets  w,  =  -  oü'^)*) : 


p 

4K) 

P 

13 

1-  w^ 

317 

37 

2-1-  Wj.—Zw^ 

373 

53 

34-  w^ 

397 

157 

34-  trj4-2trj 

557 

173 

34-2ot7jH-  tTj 

613 

197 

4—    OTj-h    07^ 

653 

277 

44-2aTj4-  tr,+ 

«^« 

677 

293 

«^1+  a^3-2(r. 

34-207^— 2(rj—  oTj 
54-2tr^— 4aT^-|-  or^ 
7—  aTj+2ayj— 2oPj 
3— 3a7j4-2a?j 

6  —  207^  +  207   tXTj 

54-4trj-h  OTj 

3—  otr^— 2a7jj4-2Wj 


733  54-2aTj— 4otr^—  or^ 

757  6—  (TjH-  ocTj 

773  54-3aTj~2(r^4-2aTj 

797  14-4trj4-3trj 

853  2—  a7j4-5a7j— 207^ 

877  4—207^4-  07^4-  tr^ 

997  6— 3ro,4-  w^— 2a7, 

1  4  S 


III,  2.     p  =  40/»  4-3,-13;      tr^  =  w*"  +  w*''  +  w''''  4- 


also  die  4  primitiven  Perioden 


w 


^  =s  pü  4-  w*  -h  w'  —  w^   =  — 


ocr    . 


11 


11 


cu 


-llr 


.13  .19  .17 

U)        (JÜ        Üt) 


—  W       l 
13  » 


Wurzeln  der  Gleichung 


w*  —  407*  4-9  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  viergliedrigen  w^^  der  20ten  und  den  zweigliedrigen  2ter  Art 
der  8ten  Wurzeln  07^^  =  2(0;*'^  4-  w^**") ,  während  07^^^^  =  0 ,    tr^^  =  1 ,    w^,.  =  —  1  ist: 


w\   =   2  4-  07,  , 


w 


W         =—  3l  0707      =07     —  07       :  0707=    —  24-  207     . 

X      11  5  13  5  11  '  15  "^  -«wvj  • 


*)     Ebenso  gibt  es  auch  ^tets  Normen 
iV(3  4-  2o7j)  =  5.13,  N{2  —  2a7j  —  07^^ 

N(2  —  3o7j)  =  157  .  13  u.  8.  w. 


bp  ,  z.  B.  ^"(6  -H  2a7j  — 
2orj)  =  5  .  373  ;     ferner: 


07j)  =  6  .  277  , 
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n  =  40 


Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


V 
3 

1 
0 

w 
11 

4-   1 

P 
227 

«^1 
—   74 

07 
11 

-^  89 

P 
523 

1 
—  73 

07 
11 

-M29 

P 
683 

07 

—230 

11 
-h394 

43 

—21 

—  6 

283 

—  66 

—   90 

547 

-4-242 

—  52 

787 

—  11 

-4-358 

ß7 

+  4 

-4-16 

307 

-4-123 

—   15 

563 

—  86 

—216 

827 

—  66 

-4-188 

83 

-4-21 

—  12 

347 

—     9 

-M16 

587 

-4-290 

—   83 

883 

—  96 

-4-138 

107 

—  16 

H-47 

443 

-4-112 

—  91 

643 

-4-  85 

-+-121 

907 

—234 

-4-407 

163 

—26 

-4-44 

467 

-^224 

—  98 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben   die  Form  /(w ,  w^ ,  die  hier  nicht  erhoben  ist.  —  Die  folgende  Tafel  gibt 
för  alle  Primzahlen  Normen  complexer  Zahlen  (^(or^),  bald  »  2p,  bald  ==  3p. 


p 

4>K) 

^*K) 

t> 

«/"(w,) 

N<i>(w^) 

3 

1-      07^, 

2/> 

467 

307j 

-    w. 

»/> 

43 

2  -4-  3o7j  -H    07j 

-4-  2o7 

2/> 

523 

7 -4- 407 j 

1 

3p 

67 

2  -1-      07^  —     07^^ 

•ip 

647 

3  — 2o7j 

—  207 

3p 

83 

3-4-    0^1-4-207^^ 

2p 

563 

1-4-    Wj 

-3.,, 

3p 

107 

3  -h    07j  —  2a7jj 

2p 

587 

7-4-2o7j 

3p 

163 

4-4-    w^  -4-    07j 

2p 

643 

7-4-    07jj 

+    <r, 

-    »ii 

3p 

227 

5  —  3o7j 

2p 

683 

7-+-3o7j 

3p 

283 

1  -4-    07^  —  2a7j 

2p 

787 

1  -4-  3o7j 

1              11 

3p 

307 

1  -4-    oPj  -4-  2o7j 

—      07 

^11 

Zp 

827 

6-h2a7j 

—  2w^ 

+  3a,„ 

3p 

347 

1  —  407^  -h      07^ 

—     07 

11 

Zp 

883 

40T^ 

+     V 

3p 

443 

5  — 4o7^ 

zp 

907 

5  —    w 

+  2ar. 

2p 

*)     Hier  ist  07^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen 

trj  ^  2  -h  Wj  ;  oTj  H-  07^^  ^  üü*  -4-  w^*  ,  ^i'^^n 

aher  auoh  völlig  bestimmt  durch  or  (w*  -|-  cw**)  ^  —  1  -4-  or     (mod.  p). 


^  —  3  (mod.  p); 


505 


n  =  40 
III,  3.     ^  ==  40m  4-7,-17;  w^  =  w''  4- ««''"  4-  w""  4-  w""', 

also  die  4  primitiven  Perioden: 

Wj  =  w  4-  w^  4-  w'  —  w*  =  —  Wj  ,  Wjj  =  w^^  —  w^^  4-  ««^'  4-  w^'  =  —  w^y  i 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  4-  4w*  4-  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiren  Pe- 
rioden, d.  h.  w^^  (dieselben  wie  in  HI,  2)  und  w^^  =  2(w*''  — w**'"),  was  die  Perioden 
erster  Art  der  8ten  Einheitswurzeln  sind,  während  (wie  in  IQ,  2)  w^^^  =»  0, 
w^r  ~  ^ »       ^Br  —  ""1  ist: 

wj  =s  —  2  4-  Wj  ,         «'i'^ii  =»  —  3  ;         07^07^  ==  —  »5  4-  «7^^  ;         07^07^  =  2  4-  207^  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p^) 


P            Wj 

7  —  1 

«'ii 
4-  3 

P 
223 

—  68 

«^11 
—  73 

P 
503 

«'i 
4-219 

w 
11 

4-  62 

P 
823 

w 
4-262 

w 
11 

—  22 

23  4-11 

4-  6 

263 

4-  17 

—  93 

607 

—234 

4-179 

863 

4-424 

4-173 

47—4 

—11 

367 

4-  6 

—  74 

647 

4-103 

4-127 

887 

4-  80 

—122 

103  4-12 

—26 

383 

4-  9 

—128 

727 

4-358 

4-331 

967 

—257 

—301 

127  4-59 

4-43 

463 

—  40 

4-220 

743 

—  33 

—135 

983 

—323 

4-210 

167  4-81 

4-68 

487 

4-221 

4-130 

haben  die  Form  ß^u 
gibt  für  sämmtliche 
Regel  =  2p,  einige 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
,  w^) ,   welche  hier  nicht  erhoben  ist.  —   Die  folgende  Tafel 
Primzahlen   complexe  Zahlen  4>(a7j),  deren  Norm  in  der 
mal  =  7p  ist. 


p 

*(«^i) 

N<i,(w^) 

P 

<M«^,) 

N^(^^) 

7 

w     —  w 

2p 

487 

307,  —  07,  —  4w,, 

2p 

23 

2  —  w     4-  w 

2p 

503 

3  4-  2o7,  4-  07,, 

2p 

47 

3  — 2Wj  4-  OFu 

2p 

607 

4  4-  w,  —  07,  4-  2o7,, 

¥ 

103 

4-  W^    -  07,  4-207,, 

2p 

647 

4o7,  —  3o7,  4-  Wji 

^P 

127 

1-f-  «7,  4-207,  4-207,, 

2p 

727 

1  4-  4o7,  4-  4o7,, 

ip 

167 

1__207,  -   07„ 

2p 

743 

24-  07,  4-  3o7,  4-  2o7,, 

2p 

223 

2  4-0^1  —  07,  4-207,, 

2p 

823 

1  4-  2o7,  —  4o7, 

■'P 

263 

3  4-207,  4-207,  4-  w^i 

2p 

863 

2  4-  5o7,, 

■'P 

367 

5  —   07, 

2p 

887 

4  4-  3o7,  4-  2o7,, 

■'P 

383 

1  4-  3o7„ 

2p 

967 

6  4-07,4-  o7„ 

ip 

463 

3  4-  w,  —  2o7, 

2p 

983 

6  4-  2o7,  —  o7,  —  w,. 

ip 

*)     Hier    ist    07     die    gemeinschaftliche  Wurzel    der    Congraenz    07,  ^  —  2  4-  07   , 
und    des   Systems   der  beiden   Congruenzen     w   —  w,,  es  w    —  w     ,         ^'^i^n  ^  —  ^  (mod.  p), 
ftber  auch  TÖllig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  07,(u;^  —  w^^)  ^  1  4-  07,  (mod.  p), 

64 
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III,  4.     ;>  =  40/n  —  7  ,  +  17  ; 

d.  h.  hier   reduciren   sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  8ten  Einheitswnrzeln ; 
die    hierher  gehörigen  Primzahlen,  n&mlich: 

17,       73,       97,     113,     137,     193,     233,     257,     313,     337,     353, 
433,     457,     577,     593,     617,     673,     857,     937,     953,     977, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  jpssSm  +  iinnsS. 


Anmerkung  zu  n  =  40.     Mehr  als   Tiergliedrige  Perioden   gibt  es  hier  nicht,   aber  Ton 
Wichtigkeit  sind  folgende  Combinatiouen  Ton  je  8  primitiTen  40ten  Wurzeln: 

wovon  die   zwei  ersten  fQr   n  =»  40  eigenthümlieh  sind,  die  beiden  anderen  aber  auf  den  Relationen 
zwischen  den  40ten  und  8ten  Einheitswurzeln  beruhen. 
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n 


44 


I.    p  =  44m  +  1  . 
20  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

mittelst  welcher  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.h.  den  Uten  und  4  ten  Einheits- 
wurzeln, die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 


bu 


11 


w  _  w»  4-  (ö*  —  w^  +  «*  +  w"  —  w"  4-  w"  —  «"  +  w"  . 


Congruenzwurzeln  mod.  />.*) 


89 
353 
397 
617 
661 
881 


w 
-4-  10 
—  162 
+115 
+100 
+189 
—178 


+  21 
+  4 

—  32 

—  157 
—186 
+410 


üü 
—  36 
+  135 
+  2 
+265 
+293 
+  95 


bu 

-  40 
-121 
-149 
•  15 

-  21 
-397 


+  5 
+  64 
+  183 
—  69 
+  94 
+370 


—  18 
—171 
—128 

—  152 
—218 
+  50 


—  20 

—  35 
+  8 
+288 
+  63 
+162 


—  42 

—  34 
+198 
—156 
—282 
+102 


—  17 
+  88 

—  62 
—224 
+318 
+260 


—  9 
+146 

—  145 
—290 

—  7 
—391 


/(w) 


89   1— w*  — w" 
353   1+w"— w" 


yj[w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


P  /M 

397     l+w*— w" 


P  /H 

617     1— oü^+w" 


P  Aoü) 

661     l+cü'+w^+w" 


881*^  1+w'— 3«*— wV2wV2w*— w'- 2tt;^*— <i;"+<i;^*+2tt;"— 3w"— 2tt;"+2<i;"+2«"— w". 


*)     Vgl.  X  =  11  and  n  =  4  wegen  der  nichtprimitiven  ev. 

•^     Hiefür  ist  ^w)  aus  der  Norm  N(l  +  w'  +  w"  +  cw'®)  =  89  .  881  hergeleitet. 

64» 
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n==44 
II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig 

10  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 


II,  \.     p  =t  44m  —  1 ,         w^  «=  lu'  +  t» 

womit  die  10  primitiTen  Perioden: 


-••  »  „r_^%i-r 


,  n(«T,)  -  -11, 


W      SS    •—  tV 
1  91  » 


»  19  » 


Oy,    =    —  «^iT» 


Wy    «    —  W^^  , 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  »jW*  —  «r^-i  4- wr^+j  ibre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  zweigliedrigen 
Perioden  w^^  der  Uten  Einheitswurzeln  (oder  w^^  der  22ten,  während  w^^^  =  o). 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

43 

3 

4-18 

s 

—  6 

—  17 

«^9 

4-16 

P 
439 

150 

«^1 
—  43 

s 
—  8 

4-  49 

4-  81 

131 

48 

4-15 

4-29 

4-64 

4-55 

571 

282 

4-  39 

—  25 

4-133 

—  189 

263 

127 

4-21 

4-59 

—62 

—  7 

659 

304 

—277 

—  127 

—170 

4-307 

307 

133 

4-78 

—  18 

—56 

4-  3 

967 

345 

—  98 

4-322 

4-393 

—  7 

p 

43 
131 
263 


/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p;     N/(w^)  =  —p. 


14-W,  — OT^ 

l4-t^J4-w^, 


P 
307 


439       2— a7j4-trjj4-aT^g 


571 


TT  4-tr  — 


07 


P 

659 
967 


34-07^-07, 

l4-tr — w^ — t 


8 


•)  Hier  ist  07^  diejenige  der  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  oj?  =  24-ot  (mod.  ü), 
welche  >Ound<-J-p  ist;  wegen  der  Congruenzwurzeln  für  w  etc.  vgl.  ^.  =  11  ,  wo  >y  ,  ij  ,  ij  , 
»»,  ,  »74  ,  h«>»»t,  va»  Wer  resp.  07^  ,  or^  ,  or^^  ,  07^^,  or^^  . 
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n  ==  44 


II,  2.     p  =  Um  4-  21  ;     w^  =  w''  4-  w'*''  ==  w''  4- 
woraus  die  10  primitiven  Perioden: 


w 


ss-r 


n(or,)  =  -  1  , 


tu.    =   —  w 
1  ai 


tr     =  —  w 
1  as 


5  ST 


V. 


—  w 


SS 


V      SS    •— -  m 
9  '"jl  > 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  w^ar^  =»  -"  "'jb-i  +  «^it+i  il^re  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  zu  den  w^^ 
(denselben  wie  in  II,  l)  und  den  w^^^  ==  2tt>"'*  (den  4ten  Einheitswurzeln). 

Congruenzwur;seln  mod.  p.*) 


w 


w. 


w. 


w. 


l      ~»      ^t  "^7 

35  —  34  —  45  —  27 


w 


9 

52 


P 

109 

197  4-22  —  7ß  4-76  —  71  4-91 
241  4-65  4-80  —  28  —105  4-115 
373   —81  —159  —155  4-65  4-38 


w. 


w. 


w. 


w. 


w. 


1       "1       ""5      ^1  ^9 

4-107  4-  26  —187  —  18  4-136 


P 
461 

593  4-128  4-95  —  83  4-209  4-182 
769  —256  4-  58  4-293  —123  —  40 
857   —  24  —184  —  60  —216  4-334 


P 

109 
197 
241 


14-w,4-(r,^ 
w  4-tv 


ßjB^'i  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

/(«'i)                      I         P  A^^)                      P 

14-ayi4-Wj— tü^4-W9                  373  ^i'^^i^  '^^^ 

461  14-w,— Wj  857 

593  14-tr^4-w^ 

4  V 


14-    07,— tF,4-tFjj 

14-2a7j— aTj4-tny— w^ 


II,  3.     p  ^  44wi  — 21;      07^  =  »r^^-sir  ^  q^     «r^r  =  ^w''^ , 

d.  h.   hier  reduciren  sich  die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die  Uten  Ein- 
heitswurzeln, und  desshalb  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

23,     67,     199,     331,   "419,     463,     683,     727,     859,     947,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  ilw4- 1  in  \  =  il. 


*)     Hier    ist   m     als   die   gemeinschaftliche  AVurzel  der  Congnienz: 
eines  Systems   von   5  Congruenzen ,    wovon   die   erste    w   —  ^j  4-  o^.  —  of, 
sowie   durch  die  lineare  Congrnenz   tr^Oü^*  ^  w      (mod.  p)  völlig   bestimmt. 


1 


—  2  4-  Wj  und 
w**    (mod.  p). 
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n  =»44 

III.    p  zum  Exponenten  5  gehörig, 

p  =  44m  +  6,  —  7, +  9,  —  19. 

4  fünfgliedrige  Perioden; 
also  die  4  primitiven  Perioden: 

Wurzeln  der  Gleichung: 

«y*  —  5w*  -4-  9  «  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.h.  den  fünfgliedrigen  Perioden  der  Uten,  w^^  (oder  der  22ten,  w^^)  und  den 
4ten  Wurzeln  w^^^  «  öw"*',    n&mlich: 


<^ 

=  —  2» 

^  —  3»,  ,         w^Wj 

-  3; 

tv  V 

14 

SS  2aT    — 
i 

Zwj, 

W^OT,    : 

=«  —  3w 

'                    i    11 

=  5w 

4 

. 

Congrueuzwurzeln  mod.  p*) 

p       tüj 

"^1 

P 

1              *T 

P 

"'l 

«^T 

P 

w 
1 

«'f 

5-2 

4-  1 

229 

—  44     4-78 

433 

4-     7 

4-186 

709 

—  129 

—  33 

37—4 

—10 

257 

—  10     —  26 

449 

—  138 

—205 

757 

—     8 

—  96 

53     4-11 

—19 

269 

4-  55     4-137 

509 

—     5 

4-203 

773 

4-214 

—248 

97     —41 

—  19 

313 

—  135     4-153 

521 

4-213 

—  22 

797 

4-  99 

4-314 

113     —37 

—52 

317 

—  27     —141 

577 

—200 

—176 

829 

4-  61 

—196 

137     —46 

—  9 

389 

—  127     4-147 

641 

4-  69 

4-223 

929 

—231 

4-374 

157     4-69 

4-41 

401 

—  153     —173 

653 

—193 

—  44 

977 

4-421 

—304 

181     —51 

—32 

421 

—173     —202 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(tn,) 

p 

5 

1—    Wj 

269 

37 

2— 2tr  4-  «Ty 

313 

53 

14-  oy  —  CP^ 

317 

97 

34-  w  —2Wj 

389 

113 

1—  w^4-2(ry 

401 

137 

3—  w  —  w^- 

-^T 

421 

157 

1 —    07   —     OT^- 

-«^T 

433 

181 

07   4-207 

449 

229 

5— 3o7y 

509 

257 

34-  Wj—  07^- 

-40T, 

521 

A^,) 


5— 2tr 

1—  xr 
24-407 

3—    07 

44-  07 
3aT 
24-2o7 
44-3o7 
54-  07 
44-207 


— 2ar 

— 307 

4-2o7 

—  ODT 

—  207 

—  307 

—  207 

—  tp. 


4-2o7y 

— 507 
—  407. 


p 

577 
641 
653 
709 
757 
773 
797 
829 
929 
977 


14-207^4-  Wy 

4— 407   —    07 

1         • 

54-4(Fj — 2(F 

3 —  07^4-40»^ 

1 — 407^4-    07y 

1-+-  trj4-3o7^ 
24-3o7j— 2o7^ 
2 —  07j4-4o7y 
5— 4o7j 

7 —    07  — 207 

l  4 


—    07. 


—    07, 


— 2o7. 


—  407, 


*)•  Hier  Ut  w  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07'  bb  —  2o7.  ^  3o7.  (mod.  f>),  ond 
des  Systems  der  beiden  Congmenzen  07  —  07^  ^  ou  ,  ^1^1  ^  ^  (mod.  p)y  sowie  durch  ein«  der 
linearen  Congruenzen  ODr^v^  ^  —  3»^    ,  oder  w^tu^^  1^  tr    (mod.  p)  TÖllig  bestimmt. 
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n«=44 

VI.    p  zum  Exponenten   10  gehörig. 
2  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.     jp  =  40/11  —  6,4-7,  —  9, 4- 19; 
07^  «  w»^  4-  w-»»-  4-  »-"'■  4-  w''*  4-  uf^"  4-  w"^  4-  w***  4-  w"*"  4- 1«-'''  4- 
07    ==  w  —  w^'  —  CO*  4-  w^  4-  w*  —  w'^  4-  w*  4-  w^*  —  w^*  —  co 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  —  1 1  =  0  . 
Congruenzwurzeln  mod.  />.*) 


U) 


-9 


*■ ,    also 


.IS 


=  —  07  : 


P          Wj 

P 

07 
l 

P 

07 
1 

P 

«'i 

P 

07 
1 

P 

«^1 

7   2 

139 

17 

239 

49 

431 

154 

547 

102 

787 

166 

19   7 

151 

39 

271 

108 

479 

58 

563 

176 

811 

245 

79  13 

167 

41 

283 

119 

491 

216 

607 

35 

827 

91 

83  29 

211 

86 

347 

59 

503 

71 

739 

72 

887 

394 

107  15 

227 

40 

359 

27 

523 

150 

743 

312 

919 

43 

127  30 

A^ 

Tj),  Primfactoren 

der  Primzahlen  p**). 

NAw^)   -  - 

-p. 

P 

/K) 

P 

/(tn,) 

P 

A^,) 

P 

/K) 

P 

/"K) 

7 

2—  07 

151 

5—  4a7j 

283 

164-  7o7j 

503 

64-  7o7j 

743 

29— 12o7j 

19 

54-2o7j 

167 

34-  4o7^ 

347 

7—  607, 

523 

4—  7o7, 

787 

374-1407, 

79 

144-507^ 

211 

8—  507 

359 

35—1207, 

547 

28-11», 

811 

17— lOw^ 

83 

4— 3o7j 

227 

13—  6o7^ 

431 

304- llw, 

563 

36— 1307^ 

827 

84-  9o7, 

107 

174-607, 

239 

6—  5o7^ 

479 

154-  8oT, 

607 

474-1607, 

887 

24-  9o7^ 

127 

74-4o7j 

.  271 

24-  5o7j 

491 

204-  9oTj 

739 

194-10O7, 

919 

594-3007, 

139 

204-7o7j 

*)     Hier   ist  07     diejenige   der   beiden  Wurzeln   der  Congruenz    or^  ^  11  (mod.  j?},  welch« 
0<i\p  i«t. 

**)     Sie  sind  durchftus  in  den  Minimalzahlen  dargestellt. 
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IV,  2,     p  r=  Um  4-  3  ,  —  13 ,  +  15 ,  —  17  ; 

während  w^^  =*  2(»''"4- w*'^4- w*'*"-}- cw^®'"4-to"  )  auf  die  fünfgliedrigen  Perioden  der 
Uten  Einheitswurzeln  zurückkommt;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen : 

3,  31,  47,  59,  71,  103,  163,  179,  191,  323,  251,  311,  367,  379,  383,  443, 
467,  487,  499,  587,  599,  619,  631,  643,  647,  691,  719,  751,  833,  839,  863,  883, 
907,     911,     971,     983, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  ==  lim4-3,  — 3,4-4,  — 5  in  X  «  il. 


IV,  3.     jt>  —  44/n  —  3  ,  +  13  ,  —  15  ,  4-  17  ; 

w,  =  e«'-4-c«-'''4-w'''4-«"'-4-w-"'4-c«"''4-tt;-"''4-«"''4-w**'4-w-"''  =  -«"'', 

d.  h.  die   primitiven  Perioden  kommen  hier  auf  die  4ten  Einheitswurzeln  zurück 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,  17,  29,  41,  61,  73,  101,  149,  173,  193,  233,  277,  281,  293,  337,  349, 
409,  457,  541,  557,  569,  613,  673,  677,  701,  733,  761,  809,  821,  853,  877,  937, 
941,     953,     997, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  j9  =  4m  +  i  in  n  «=  4. 
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48 


I.    p  ==  48m  +  1. 
16  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

durch   welche   sich  von  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  24ten  und  16ten  Einheits- 
wurzeln, die  letzteren  mittelst  der  primitiven  ausdrücken  lassen: 


w     =5  e«     — 


u," 

-c", 

(o'  = 

w4-w", 

0,"    = 

:    W'  4-< 

^" 

> 

c«"  =  - 

(o*4-c«^' 

Congruenzwurzeli] 

i  mod. 

P- 

ft 

p 

(lU 

w* 

u,^ 

a;" 

0," 

(«^' 

0," 

«" 

97 

4-     3 

—  48 

—  44 

4-  25 

4-  31 

—  10 

—     2 

4-  32 

193 

—  36 

—  48 

—  62 

4-  46 

—  21 

—  28 

—     4 

4-  5a 

241 

—   19 

—  65 

—  88 

—  22 

4-  11 

4-  63 

4-  89 

—  38 

337 

—138 

—  174 

4-  65 

4-  57 

4-133 

—140 

—154 

—105 

433 

—  77 

+165 

4-138 

—  172 

—   73 

—  91 

—  21 

4-  45 

577 

4-  19 

4-192 

4-  72 

—  62 

4-121 

4-     8 

4-     3 

—243 

673 

4-     2 

4-  32 

4-128 

4-  29 

4-116 

—163 

4-  21 

4-336 

769 

+     3 

4-243 

—  120 

4-277 

4-186 

—314 

-f-250 

4-256 

p 

97 
193 
241 


/(«) 


1- 

1 

1 


/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  jp. 
P  /(w)  p 

537       14-w    — w*  4-Oü'  673 

433       1— oü*  4-w"— w^*  769 


14 


577       14-w*  4-tü 


IT 


*)     Vgl.  n  SB  24 ,  12,  16,  8,  4  and  X  =s  3  wegen  der  nichtprimitiTen  Wurzeln. 
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n  »  48 
II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.   jt>  «  48m  —  1 ; 

woraus  die  8  primitiven  Perioden: 


w.  =  —  w. 


1  a» »  S  19»  •^T  IT»  ''ll 


w,  =  —  w. 


W..    =    —  TT 


u  ' 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr'  —  8ar®  +  20»*  —  16»'  +1=0, 

unmittelbar  sich  ergeben,  sowie  aus  w^wj^  =  tü^.i  +  (Tj^^.!  ihre  fundamentalen  Rela- 
tionen zu  einander  und  zu  den  nicbtprimitiven,  d.  h.  den  Perioden  erster  Art  der 
24ten  w^^  (einscbliessHch  die  der  12ten  w^,,  während  w^^,  =  —  i ,  07^^«=+!)  und 
der  IGten  tt,^  (einschliesslich  die  der  8ten  w^^,  während  w^^^  =  o): 


^1 

=  2  +  tr,, 

w  w    = 

w^ -r  Wg , 

tr^tTy  - 

l  +  w,, 

"i 

W         SS    W 

10' 

tr  w 

=    07,+ 

^J  »     ^i^'io  = 

9  ^^       Jl  ' 

tr^tF,  = 

W,  +  OT^ 

•         *. 

tr    1=:  1  -4-  HT     : 

tr  tr 

=    tTj  + 

«^t; 

tr  tr    = 

14 

tr    +  tr    . 

Congruenzwurzcln  mod. 

P-') 

P 

47 

W 
1 

—  20 

^5 
—     8 

+     9 

tr 
+  11 

P 
479 

+239 

+  43 

tr 
+  103 

*^ii 
+138 

191 

+  76 

+  84 

+  46 

—  63 

719 

—263 

—202 

—  168 

+244 

239 

+  87 

+104 

—  95 

—  68 

863 

4-127 

—321 

+267 

+424 

383 

—  91 

+  22 

+150 

+  41 

911 

+391 

+409 

+  82 

—376 

431 

+110 

—  92 

+  84 

—  166         I 

p 

47 
191 
239 


Xtr,),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
A^,)  P  /(t^i) 

383       2tXT,  — 2try+trj^ 
tp  +tr    +tr  431 

2— tP  +tr    — w  I         479       2tF    +  tr 


1— tr  — tr 
s        r 


2       — 2tr  — tr 
^1        11 


w. — 2tr 


P 

719 
863 
911 


4       "  h 

2     — 2trj—  BTj 

207,—    tTj- 2tPy 


•)     Hier  ist  tr    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  tr'  ^  2  +  tr    (mod.  p)^  und 
des  Syptem«    der    beiden  Cungnienzen:    tr    — tr_  ^  tr   ,  ^\^i  ^  ^  ■^■  ^s  >    auch   linear  durch 


tr  tr 
11 


tr   +  w    (mod.  j))  vollständig  bestimmt. 
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II,  2.     jp  =  48m  +  23  ; 


w. 


woraus  die  8  primitiven  Perioden: 


U)''  -\-  U) 


J4-r 


^l  SS 


5  «'s» 


W      s^    -^  tu 


11  J5 


Wui-zeln  der  Gleichung: 

07*  +  807*  4-  20w*  -f-  1607*  +  1=0, 

• 

unmittelbar  sich  ergeben,  sowie  aus  w^oy^^  =  —  or^t-i  +  ^it+i  ^hre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  w^^ 
(denselben  wie  in  II,  i)  und  den  or,^,  welche  die  Perioden  2ter  Art  der  16ten 
Wurzeln  sind:  • 


07' 

=    -  2  +  07,  , 

07^07,    = 

•-«7^4- 

«^6» 

W^Wj    = 

=    1-07, 

« 

^i^'ii  = 

-«'lo; 

07^07,    = 

-tr,4- 

t^,, 

07^07^    = 

— 

l  +  a 

',o; 

07^07,    = 

-tr,4- 

«^1» 

07   07         "■" 
l     10 

-tr,4- 

«^115 

07^07g    == 

—  1 

".+ 

"^jy 

07^07^    = 

-«,4- 

07,. 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P.*) 

P 

23 

Fl 

4-     8 

—     6 

4-  11 

^11 

4-     1 

P 

599 

«^1 
—  193 

^5 

—  183 

4-125 

«^11 

—  22 

71 

—  32 

—  35 

4-     7 

—  26 

647 

4-296 

4-109 

—234 

—309 

167 

4-  18 

—  12 

4-  55 

4-  29 

743 

—  180 

4-252 

—276 

4-262 

263 

—  23 

4-122 

—  41 

—  16 

839 

—257 

—346 

—248 

—223 

311 

—  U3 

—  146 

4-  57 

—  138 

887 

4-317 

—221 

—  51 

4-  25 

359 

—  174 

4-137 

4-  62 

—  84 

983 

—  77 

4-187 

—  58 

—465 

503 

4-234 

4-148 

4-167 

—171 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  ß,w ,  07^) ,  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 

Normen  complexer  Zahlen^  in  ^ . 

N{1  ±  07^j)  =  2  .  23  ,  iV(l  —  07,  +  07j)  =  8  .  23  ,  N(w^  4-07,)  =  2.71, 

N{w^  —  07,  —  07^)  =  23  .  71  . 


•)  Hier  ist  07^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  orj  ^  —  2  4-  w  (mod.  p\ 
und  des  Systems  der  beiden  Congruenzen  07  4-  or  ^  07  ,  07  07.  ^  1  —  07  (mod.  o),  aber  auch 
durch  die  lineare  Congruenz  07  «    ^  —  07   4-  or    (mod.  p)  TÖllig  bestimmt. 
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II,  3.     ;?  =  48m  —  23  ; 


r^  =   w'  +  t«-"''  s=  0, 


Wjy  =  2« 


»r 


d.  h.   die   nichtverschwindendcn  Perioden  reduciren   sich   auf  die  24ten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

73,     313,     409,     457,     601,     937, 

haben  desshalb  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  ^  24/ii  +  i  in  n  «  24. 


a;-"^  =  o;'^ 


II,  4,     p  =  48;/i  4- 17  ;  tr^  =  w*"  +  w"''  = 

d.  h.   hier  reduciren   sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  16ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     113,     257,     353,     401,     449,     593,     641,     881,     929,     977, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I6m  + 1  in  n  =  16 . 


II,  5.     p  =  48m— 17;         Wr  =  w''  +  w 


-llr 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


tr     =  (i;  —  (o     =  —  tTy 


w 


,  =  <«'  +  «."  =  -tr„. 


18 


•4-  (U         =    — -  OP 


sr 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  -j-  4tr*  -4-  14(r*  4-  8ro'  +  4  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  Perioden  4ter  Art  der  24ten  (w^^  =  w''*  4- w^*'')  und  erster  Art 
der  16ten  Wurzeln  (w,^,  einschliesslich  die  der  4ten  w^^  wie  in  II,  l^,  während 
tr^^  =  0,    tFjg^  =  2ti;'*'"  (3te  Wurzeln): 


1 



2!«"4-w,, 

<r,a.j 

s= 

"f 

tr  ts7 
1    ij 

-  tr,, 

".''17 

= 

2     w«; 

<r,tr, 

r=r 

—  "lo» 

tF  tr 

=  -  2«"  +  tr,^  ; 

"1", 

=. 

<r,  -  w,  , 

tr  CT 
1     10 



tr    —  tF 

6               IT 

• 
> 

tr  tr 

16 

tr^-tr^,; 

"^l"-!." 

: 

2x„, 

1    Ja 

= 

207        . 

IS 
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Congruenzwurzeln  med.  p.*) 


p 

31 

—     1 

«^5 

—     8 

+     9 

^17 

+     6 

79 

—  32 

•4-  17 

+     4 

—  22 

127 

-4-  36 

—  56 

-h  23 

+  49 

223 

—  48 

—  70 

+  99 

—  88 

271 

—  112 

—117 

-4-  24 

—     4 

P 
367 

«^1 
—  119 

w 

5 

—   13 

13 

—  22 

tu 

IT 

+  87 

463 

4-142 

—  54 

+201 

+204 

607 

4-125 

—  81 

—  95 

+149 

751 

+311 

+  39 

—  157 

—  138 

991 

+341 

+411 

+  134 

—225 

/(w^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p^*) 


p 

/(tr,) 

p 

A^,) 

p 

31 

79 

127 

1+Wj 

l+tr^o+'^iT 
l+'^io-^iT 

271 
367 
463 

l+Wjj— tr^y+w" 

3— W^    +W      — OTjy+Oü" 

607 
751 
991 

223 

l+Wj,    +W5 

l-^W   — OP      -4-07 

3— 07jy+2w" 


32 


II,  6.     p  =  48m  +  7  ; 

also  die  8  primitiven  Perioden: 


07^    =    Ciü     +  W 


1r 


.11 


07^    =    W  +  W^    =    —  07jj,  07^    =    0;=^--.  ^jj, 

^IT    =    w"  +  w"    =    —  W^j, 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  4o7^  +  14w*  —  807^  +  4  = 


07         = 
13 


u;"-u,'' 


=    —  07 


19 


0; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  07^^  (denselben  wie  II,  5)  und  den  07^^,  d.  h.  den  Perioden  2ter 
Art  der  16ten  Wurzeln: 


-! 

2C«"  +  07,  , 

«^l^^S 

«^6> 

07  07 

=        2       07^; 

^1^3 

-    ^10» 

07  07 
13 

=          «^3       +      Wg       , 

OT   07 
1     10 

=    -0T^  + 

07  07 
1     16 

— =    207       , 
^17  ' 

07   OT 

—                            —                 207g                 . 

07 


07 


17  » 


07         =    2  , 
1     13  » 

1 6 

7  op     =  2c«     +  OT     : 

19  ^^       10  ' 


o^  07    =07+07     : 

16  7  ^^       13  ' 


•)  Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliehe  Wurzel  der  Congnienz  07?  ^  2w'^  +  07  (mod.  p), 
und  des  Congruenzcnsystems  «r^  +  or^^  ^  07^  ,  ^1^17  ^2  —  07g  (mod.  p),  aber  auch  vöUig  be- 
stimmt durch  07  07    ^  w^  —  o?     oder  07  w'"*  ^  07      (mod.  p). 

•^     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  ^  steht  2w^*  ,  2tt;'*  anstatt  07     ,  07     . 
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Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

7 

—  1 

w 
s 

—  3 

*1S 

—  2 

—  2 

P 
631 

—117 

w 

5 

+312 

w 
1» 

—154 

+  17 

103 

4-51 

+  27 

+  33 

—  23 

727 

+222 

+  44 

+  49 

—  82 

151 

—  15 

+  7 

—  71 

—  27 

823 

—379 

+186 

—267 

—388 

199 

+97 

—  8 

+  52 

X-  31 

919 

+175 

+132 

—356 

—  90 

439 

+63 

+  57 

+146 

+139 

967 

+215 

+396 

—425 

—414 

487 

+68 

235 

—211 

+192 

P 

A^O 

7 

1+w, 

103 
151 

^IJ—^lT 
1—07^  +Wj 

199 

1+Wj  — Wj 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p**) 


ÜO 


sx 


ÜJ 


33 


3S 


p  /K) 

439  1+2(^2+07^  — OTj^ 
487  Wj+aj^j+OT^y+Cü 

631  1+  Wj- Wj  +07^  — w 

727  3—  Wj+Wj  +a7jy+w** 


p  A^O 

823  3-2tr^+2t«,-w^-(r^^ 

919  1— 2aTj+a7j+w^^— tF,y 

967  3a7j— tüj— a7j+2Wj,+aTjy+3«*' 


II,  7.     jt?  =  48m  — 

also  die  8  primitiven  Perioden  : 


OT^    =    Cü''  +  W     ^''  , 


07      ==    W  —  W         =    —  W       , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


CPj    =    w 


bu 


07         =    W 
11 


11 


13 


.19 


Gcr 


CO  s= 


85 


—  OT..  , 


07 


81 


07^  =  oy" 


cu 


93 


—   W  m 


mit  den  fundamentalen  Relationen   zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  8 ten  Einheitswurzeln  07^^  =  —  w"''  (oder  w^^  ==  2oü*''  und  ebenso 

tr^^  =  a;"^     ar^,^  =  2tt;^-'^),   während  tr,^  =  0 ,     ar,^  =  1   =  —  tr^^r  = 


otJ   =  —  3tt; 


18 


07 


w    =  3w* , 


07 


."t  =  3  > 


07  07         =    3üü*'  : 


07   O*      ^^    "~"  QP 
12  11 


w  07    =  2ap    u.  8.  w. 


•)  Hier  ist  07  die  Kcmeinschaftliclie  Wurzel  der  Congruenz  or!  ^  —  2w"  +  w  (mod.  p), 
und  des  Congruenzcnflystcms  Wj  +(rjy  ^  o7  ,  ^j^iy  ^  — 2  —  w  (mod.  ^J);  aber  auch  linear 
vollständig  bestimmt,  sei  es  durch  ot^ot    ^  w    +  07    oder  durch  w  üj      e^  w     (mod.  «). 

••)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -^  steht  hier  2w^*'"  anstatt  oy.  ^  . 
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n  = 

:48 

Congruenzwurzeln 

mod. 

!>.*) 

41 

tu 
*i 

14 

—  3 

4-  9 

^11 
4-  1 

569 

07 

1 
61 

4-125 

«^7 

4-  84 

«^11 
—173 

89 

17 

—  44 

—  26 

—  6 

617 

187 

4-125 

4-  99 

—  79 

137 

39 

-4-  64 

—  21 

—  45 

761 

309 

—125 

4-133 

—140 

233 

116 

4-  72 

—  6 

4-  68 

809 

347 

—322 

—394 

—103 

281 

35 

—112 

—  24 

4-133 

857 

228 

—  61 

—327 

—  14 

521 

161 

—198 

4-178 

4-150 

953 

334 

4-  87 

—311 

4-230 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  f 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  ^w ,  tr^) . 

Normen  complexer  Zahlen  in  Ä. 

N(\  ±  oTjj)  =  2  .  41 ,         i\r(w"  —  Wj  4-  Wjj)  ==  2  .  89  ,         N{^m^  4-  w")  =  89  .  233  . 


III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig. 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen : 


III,  1.     p  =  48m  4-5,-19; 


.5r    I     ..'iSr    I     ..-19r 


Wr  =  a;''-j-tt;'"4-0ü"'^4-w'"        =  0, 


tr. 


lOn 


^  =  2(ct;"-  4-  w'"0 


d.  h.   die   nicht  verschwindenden  Perioden   reduciren   sich   auf  die  Perioden  6ter 
Art  der  24ten  Wurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,       29,       53,     101,     149,     173,     197,     269,     293,     317,     389, 
461,     509,     557,     653,     677,     701,     773,     797,     821,     941, 

haben    daher    auch    hier   keine    anderen   Primfactoren    als    die    'p  =  247n  4-  5    bei 
n  =  24  (II,  6). 


III,  2.    2>  =  48m  —  5,4-19; 


or^  =  w'^  4-  w-*''  4-  w"'-  4-  ou"»-  =  0  ,         or,^  =  2(0;''-  4-  c«-"0  » 


d.  h.  die   nicht   verschwindenden   Perioden   reduciren   sich  auf  die  Perioden  7ter 
Art  der  24ten  Einheitswurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

19,       43,       67,     139,     163,     211,     283,     307,     331,     379,     499, 
523,     547,     571,     619,     691,     739,     787,     811,     859,     883,     907, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  'p  =  24m  —  5  bei  n  =  24  (II,  7). 


•)     Hier  ist  07    diejenige  Wurzel  der  Congruenz  trj  ^  — 3c«^*  ,  welche  >  0  und  <  ^p  ist. 
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III,  3.     jt>  =  48m -4-11,  — 13; 
w^  =  to'"  +  w"''  +  w"''  +  to-"'-  =  0  ,         07,^  =  2(w''-  -f.  w"")  , 

d.  h.  die  nicht  verschwindenden  Perioden   reduciren   sich   auf  die  Perioden  2  ter 
Art  der  24ten  Einheitswurzeln,  und  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,       59,       83,     107,     131,     179,     227,     251,     347,     419, 
443,     467,     491,     563,     587,     659,     683,     827,     947,     971, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m -fll  bei  n  =  24  (11,  2). 

III,  4.     p  =  48m  —11,4-13; 

w^^  s  4w^'',  hier  reduciren  sich  also  die  nicht  verschwindenden  Perioden  auf  die 
12ten  Einheitswurzeln  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,         37,       61,     109,     157,     181,     229,     277,     349,     373,     397, 
421,     541,     613,     661,     709,     733,     757,     829,     853,     877,     997, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  I2m-f-l  in  n  =  12. 


Anmerkung  zu  n  =  48.  Während  hier  aohtgliedrige  Perioden  überhaupt  nicht  mehr 
vorkommen,  bieten  auch  die  Combinationen  von  8  Wurzeln  nichts  neues  mehr  dar,  was  nicht  schon 
bei  n  =  24  vorgekommen  wäre  (vgl.  n  =  24,  Anm.). 
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n  =  52 

I.     jj  =  52/;i  +  l  . 

24  primitive  Perioden,  deren  Gleichung: 

wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  13teu  und  4ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 

Congruenzwurzeln  mod.  j[>.*) 


p 

(^ 

^' 

CO* 

u,^ 

w' 

^^' 

53 

-4-  26 

—  20 

—  5 

+  12 

+  3 

+  14 

157 

—  23 

—  78 

+  29 

—  45 

+  59 

—  32 

313 

—  35 

+  6 

+151 

—   8 

—  97 

+  115 

521 

+  10 

—  42 

—  32 

—  74 

—  106 

—  180 

677 

+229 

—314 

+197 

—  143 

+  66 

+282 

937 

—379 

—239 

—393 

—411 

+  171 

+  93 

P 

u,^* 

c" 

u,*' 

u;" 

w" 

u." 

53 

—  19 

—  18 

+  22 

—  21 

+  8 

+  2 

157 

+  54 

—  8 

+  7 

—  65 

—  2 

+  41 

313 

—  49 

+  71 

—  39 

+114 

+  52 

—  152 

521 

+  55 

—231 

—176 

+114 

—  62 

+  52 

677 

+  12 

—318 

+303 

—244 

—304 

—  68 

937         +403         +400         —440         —453         —345         —  89 


*)     Vgl.  X.  =:   13  and  n  =  4  hier  und  in  den  folgenden  Tafeln. 
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n  =  52 
Congruenzwurzclu  iiiod.  j)^  für  p  =  53. 


M 


W 


ÜÜ 


ÜÜ 


H-2G—   9p—   bp'^         — 134-22/>+24^**         —20—  0p—2ep^         +i04-U/)4-  8/)' 


ifj 


bt' 


Uj 


in 


—  5+14;)+  8;;'         —24—1 7^9+21;)*         +12— 2G;)+20/r 


6+17;;- 10p' 


w 


u,' 


10 


'JO 


11 


u; 


13 


+  3+l6p—   3/>'  +25+19;;— 18p'-  +14+lCp— 17p*  —   7— 21p— 14p' 


u. 


13 


(;; 


14 


UJ 


IS 


te; 


16 


—  23—  Op+lOp'         — 15+15p— 22p^         — 19— 12p+14;)'*         —17+  9p— 19p' 


w 


IT 


IS 


w 


19 


(*) 


20 


18+  8p—  Cp-  +  9-lOp— 25j[>'*  +22— 19p+25;>'         —11+  8;)+  9p' 


in 


»1 


üt; 


22 


C/J 


23 


!^; 


2  4 


21  — lCp+llj[)-  — IG  — 25p+    ;)'•*  +  8+lGp+  3p''         —  4— 23p+  7;>' 


:i/ 


3& 


+  2  +  19p— 2Gp  = 


53 


/('-*.'),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Die  Primfactoren  /(ui)  sind  wirklich  für  2  der  obigen  Primzahlen: 


p  =  313,    .;(>')  =  l^'x  —  'ju^; 


p  =  677,    /(:..)  =   l+u;*-x'; 


Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  3ter  Potenz  wirklich:*) 

-   u;'-   >.'^-    '.''-h   ^^•+    u;^^-    a.^'^ 

.3:«  -   er/   -3..^  +3.;'  -   .;'  +   ./V   :';''+   2.;^--      c,.iV3x^*-   .;^^-   2t.."+2u;" 

-2u;"+  2a."-  oi'* 

-8ii.-+3x'  +4u.*  —4:1.^  — 4r''  +3x'   +9x*  — lOu;^V  4iü"+9x*-+4:»;'*+   7üi'''^+5aL'" 

+  llu.'     +lou;     +2:«     +1»;     +10x     — C» 

i»,    1'  O.    1^1       o.    19_i    c,    ao        1..22    ,       -,   24    ,    o     >& 

—  büi'     —    9x'     +   ö'x     +0U-'     — 4:»J     +    ici'     +2» 


I  3  4  o     & 


•)     Für  p  =^   53    mittelst    uliijjjtT  C^m^riu'iizwurzeln    iikkI.  p^ ,    für   die  übrip^on  podann  au« 
fU-n  Nornion  liergt-hMtot :  A'(l+ii'^+:ii**)  ^   53.157,     A'(l  — c»;*^- u;^*  — iu''^)  =   53.521, 

A'(l  — w'''— w^+oü*^)  =  53.937. 
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n  =  52 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.     j[)  =  52/;i  —  1  ;      07^  =  w'"  +  w"'"  ==  w'*  — 
womit  die  12  primitiven  Perioden: 


fß) 


36-r 


OTj    =    —  ^15  » 


07      =    —  CT 
9  If 


07=   —  rjj 

l  38  » 


W         ==    —  OCT 
11  15 


^5    =    ""  ^21  ' 


W;     =     —«^19» 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ^y^i^  =  trj^.^  +  oitj^^^  ihre  fundamentalen  Re- 
lationen zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  zweigliedri- 
gen der  13ten  Wurzeln  w^^  (oder  der  26ten  oir^^),  während  w^^^  =  0  ist. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.     (Vgl.  >.  =  13).*) 


p 

103 

5 

^3 

4-  7 

^5 

—  50 

—  24 

«^9 

+  13 

^11 
+  14 

311 

68 

+  118 

+  145 

—  133 

+  24 

—  79 

467 

174 

+209 

+  176 

+  12 

+214 

—  43 

571 

263 

—  260 

—  38 

+227 

+  160 

—  58 

727 

359 

N+195 

+110 

—  5 

+344 

—260 

853 

97 

+243 

—283 

—  179 

+311 

+377 

p 

103 
311 


/(oFj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 
A^,)  P  /K) 


1+07^— w, 
l-ocTj-aT^+tr^ 


467     2+ar,— OF^ 
571 


1+OlT    — OF^  +  OJ      —'W 
^^4  T^^     11  2< 


^/(-i)  =  -;>• 


p 

727 
853 


A^,) 


1 — fJJ     — w 

11  16 

QP    "^ Off   ^■" Off    """"Off      "T~Off 
1  3  8       H^^     J4 


*)     Hier    ist    off     diejenige    der    beiden  Wurzeln    der   Congroenz    off?  ^  2  —  off     ,    welche 
0  und  <C  ^p  ij*t.      Was  bei  X  =  13  ,  I.    >?^  ,  *J^ ,  *Jj  ,  >?,  ,  »?^  ,  »?j  heisst,  ist  hier  resp.  off^  ,  off^  , 


Off       «Off        •    Off       .    Off 
16  »        80  '    H  »        J4 
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n  =  52 

II,  2.     ;)  =  52m +  25;         tr^  =  w'  4- w"     =  tw'^^-w"-'-, 

womit  die  12  priinitivoii  P<Tioden: 

tTj  =  —  tr.^y  ,  o-,  =  -  «-.,9  .  tr^  =  -  tr,^  ,  tr^  =   -  (r„  , 

^9  =~-  "-°'35»  °'ii   =  —  ^87- 

iiniliittolhur  gogol)eii  sind;  sowie  durch  w^w^.  =  —  tr^._,  +  tr^^j  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtpriniitiven  Perioden,  d.  h.  tr^^  (resp.  v  ^, 
dens(»lben  wie  in  II,  i)  und  tr^^^  -=  2^"'^  (den  4ten  Einheitswurzeln). 

Congruenzwurzehi  mod.  />.*) 

(Vgl.   >.  ==   13  und  71  =  4). 


181 

^1 
+  02 

—  44 

^5 

—   51 

tr 

7 

—  79 

^9 

—  05 

tr 
11 

+  50 

283 

—  29 

—  11 

4-  70 

+  4 

+  34 

—   1 

337 

—  131 

—  20 

—  03 

—  153 

+  28 

+  155 

389 

—  03 

—  109 

+  181 

—  12 

+  14 

—  21 

701 

+  74 

+2GS 

+  130 

+278 

+  170 

—  25 

857 

-4-31C 

—  153 

+  c 

+258 

+224 

+234 

yitTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 
Sie  sind  wirklich  f)\r  die  beiden: 

p  =  283  ,        fiu-^)  =  1  +  tTjj  ;  ;)  =  701  ,        /(x^)  =  v^-h  rr^^  . 

Für  die  übrigen  Primzahlen  sind  sie  ideal,  in  3ter  Potenz /'(tp^)  wirklich:*) 

181        5+2trj— 3T3+2tr^+  a:^— 3Ty-3Xj^+4tr.^^ 

337        1—   tr  —   tr  +  tr  —  tr  — 2tr  +2tr  +2x    — 2«»    +  tr    — 3gr 

"  1  3^^         4  I  8^^         9^^         11  13^^         'iO  24 

389       1— 0Xj+4tr,+2tr^— 3tr^+3Ty—  w^-h  rr^  -  rr^^-h-iv^^—  tr^^    (A'(2— tr^— tr,)  =  389'). 
857  7Xj— 2trj+  tr^+9tr^-0try+6T'j,+7trg  —^''n—   ^la+'^ie+^'^so 


•)  Hier  ist  tr  die  gomeiiischaftliche  Wurzel  der  Congriienz  tr'  ^  —  2  +  tr  (mod.  p)^ 
und  ein*»8  Systems  von  6  Coiignienzen,  deren  erste  tr  — ^i'^^i — ^7'^''9~°^ii  ^  — *"*  (™öd.  p)y 
aher  auch  vollständig  bestimmt  dun*h  or  w^'  =^  —  w      (mod.  p), 

••)     Sie  sind  aus  dem  idealen  Factor  von  5  (in  IV,  2).  woraus 
A'Cl+Xj+a^j+OT^+tTj^)  =   125'  =  25'     ftdgt.   hergeleitet  mittelst  der  Normen 

A'il+t^j+tTjj)  =  25.181,  A^i-tTj^  +  tTy+tTj^+tTj,^)  =  25.337, 

iV(l+trj-tr^^— tTjg)  =  25.389,  A^tTj-Xj+tTjj+tPj^^)  =  25.867. 
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n  =  52 


II,  3.     jt>  =  52m  —  25  ;     tr^ 


w**  +  w 


-25r 


=    0  ,       07,^    =    2ui^''  , 


ar 


also  13te  Wurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

79,     431,     443,     547,     599,     859,     911, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I3»i+  i  in  X  =  13 


III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig, 


p  =  52/?i  +  9,-23 


8  dreigliedrige  Perioden: 


07^    =    W'^  +  'JÜ   '^  +  Üü  , 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


07      =    W  +  W' 


11 


OT       =    W^  + 


0,'    = 


31 


OT 


W        —  W  =    —  X^.  , 


3  ' 
31 


S  19  1& 

tr-   =  cü     — oü      «— w       =  — 0^, -> 
07jy   =   w'^  —  w"  +  £!;"   =   —  OTj3  , 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  der  13ten^  07^^  (resp.  w^r  der  26ten)  und 
den  4ten  Einheitswurzeln  07^^^  =  3t«;^''*: 


07J  -  -  207^  -  tr,3 

» 

tr  07    — 

IH-«^,, 

O^   OT       

17 

—  1  —  OT 

38  > 

07^07,^    —    —  3-07^- 

07       ! 
38  ' 

tr  07      =  —  3o7     I 

113                            16  ' 

0»  W     ~~ 
*1      4 

30y"  +  or^  —  07^  , 

«7^07,    =    __  w"  —  07j.  , 

OT   07         =    OT     +  20P 
1     16             ^5^^**17» 

OT   07         

l     38 

-c«"- 

^11' 

Congruenzwurzeln  mod. 

vn 

p                  07^                  07^ 

29+1—2 

«^7 

—     6 

+     7 

P 
601 

^1 

—  166 

07 

—  183 

«^7 
—217 

+     7 

61       -+-     ^^    -+-  12 

—     8 

—   18 

653 

—306 

—  156 

+     3 

—  39 

113       +  26*    —     6 

+  53 

+   18 

757 

+   11 

—265 

—244 

+  97 

269       —  91        +107 

+  58 

+  124                       809 

+225 

+110 

—213 

—230 

373       —175       +126 

—  53 

+  100 

997 

+259 

+312 

—  191 

+  74 

IS 


•)  Hier  ist  07  völlig  bestimmt  durch  ot  w  ^  — ot  (mod.  j?),  sowie  als  die  gemein- 
schaftliche Wurzel  der  Congmenz  07^^  —  2ot^  —  07  und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren 
erste  (hinreichende):  07^  +  07^  —  ^7  ~^  ^17  ^  —  ^*  (mod.  p).  Was  bei  X  =  13  tj^ ,  »j^  ,  >]j  ,  tjj 
heisst,  ist  hier  07^  ,  07^,  a?^^  ,  07     . 
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71  =  53 
/(Wj),  Priinfjictorcn  der  Priinzalilen  p. 


p 

A^O 

1 

p 

29 

1-tr, 

1 

! 

601 

61 

l-«-!— ^5    +«^7    - 

-op    4-tr 

17^^     38 

653 

113 

«'i+^4    -+-^17 

1 

1 

757 

269 
373 

CT  — x    4-tr 

4  16^^      17 

5  16            2H 

1 

809 
997 

1+  ^^_  07^  _a,^  +a7^^-tr^^ 
14-  tr^4-  oT^j- 


■tr 


17 


14-  w,4-  ocy  4-trg  4-aTjj 
2tFj4-  w^  4-trj  4-Wjy 


tr. 


2tr. 


IV.    j)  7.UU1  Exponenten  4  gehörig. 
6  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  l,     p  =z  ü2m  4- 5,4-21  , 


tTj  =  oü^  4-  tu"  4-  tt/*"**  4-  w" 


—  w 


i9 


TT,.  =  o,'"  4- w="^  4- üü"'"  4- w    '* , 
also  die  6  primitiven  Perioden: 

5  25  ''1 

(Ty  =  üi'  —  iü'  4-  u.'**  —  üi'^'   =  —  oTj  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  li.  den  viergliedrigen  Perioden  w^^  der  13ten  (oder  w^^  der  26ten) 
und  den  4ten  Einheitswurzeln  w^^^  =  4cw^''^,  nämlich: 


wj   =  -  3  -  tr^  4-  x^  , 


tr 


13 


^rr^   =   —  w      4-  tr^  , 


tr^tTg  =  4u)^^  ""  °^3  ""  20P7  , 


tp 


tr    =  —  1  4-  tr    z 


.13 


trtr      =— w      — tri 
11$  j* 


^1^13 

•*^8' 

c< 

3ngruenzwurzeln 

mod. 

P'*) 

5 

^1 
4-     1 

°^3 

4-     1 

^7 
4-     2 

P 
541 

tr 
1 

4-  89 

tr 

3 

—  117 

«'7 

4-258 

73 

4-  32 

4-  29 

4-  30 

577 

4-135 

—225 

—241 

109 

4-  42 

4-   12 

—  46 

593 

4-133 

4-180 

4-  30 

229 

—  113 

—  51 

4-  45 

733 

4-251 

—  125 

4-  23 

281 

4-120 

4-130 

4-  43 

853 

4-175 

4-  27 

—372 

317 

—  20 

4-  97 

—     3 

941 

4-399 

—203 

436 

421 

4-182 

4-  11 

4-200 

•)     Hier    ist    tr^    völlig  bcrttimmt  durch  tr^Oü^'  ^  —  w    (mod.  p),    sowie  als  die  gemein- 
schaftliche Wurz*»l  der  Congrueuz  tüj  ^  —  3  —  tr^  4-  o^-  (mod.  p),  und  des  Congruenzensystems : 

CTj  —  tTj  ~  tTy    ^    —  W       ,  —  ^1^3  "+■  °^3^7  —  ^J^l    ^    ^  »  ^l^l^l    ^    W^'    (mod.  Jt>).       W«! 

hier  tr^  ,  tr^  ,  tr^^  ,  heis^t  bei  \  =   1 3  »jj, ,  >?i  i  »7,  • 
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n  =  52 
Congnienzwurzeln  mod.  p^  für  p  =  5. 


w 
1 

—29 


w 

3 

+16 


+  12 


07 

+59 


8 

+28 


16 

-4-37, 


P  = 


Die  Primfactoren  /(w^)  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich  für  die  folgenden  3  Primzahlen: 

109,    Jiw^)  =  1  —  2trj  +  tTj  +  tr^  +  (Ty  ;        p  =  229  ,    f(w^)  =  1 

p  =  941  ,    /^)  =   1  +  2ar^  4-  tr^^  . 


+  tr^  +  tr^  ; 


P 
6 

73 
281 
317 
421 


Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  3tcr  Potenz  /'(tr^)  wirklich.*) 


1+     a7j+     tTg 
ll+13aTj— -  OgTj--  607^—2407^  +  w^ 
9+     OTj--  BiTj-   7trg--  6a7jg 

IGoTj—  8cPj—  607^— 23try  +2irjg 
3— 62tr,+34ar,+25a7,  — 14a7„  +2tr,^ 

1  9  T  8  J  D 


541        8+  Sccrj+lltTj—  2ocry+  .2o[7g  —16^^^ 

577  33—  4a7j+  5trj— 4107^—1  lotr^g 

593  15+33aTj— 25tPj— 60a7y—  40?^  +  307^^ 

733  24— 23trj+463Tj+26a7^—   20?^  —1207^^ 

853  10—  2aT,+25a7,  -  2a7^+  Gtr,  +  7m 

13  4  7  o 


•)     Für  p  =  5  ist  y'(a7  )    mittelst    obiger  Congruenzwiirzeln    mod.  p^  ermittelt,    für  die 
übrigen  Primzahlen  durch  den  Factor  von  5  aus  folgenden  Normen : 

N(w^  +  i 


N(i  +  0P3  —  tr^)  =  5  .  73  , 
N(S  +  07^)  =  5  .  317  , 

N(l  +  «Tj  —  OTy  +  OPg  —  tTjg)    =    5  .  541  , 

N(2  +  07^  +  2tr^)  =  5  .  593  , 
N(i  —  tTj  —  OTj  +  tr^  —  (T^g)  =  5  .  853  . 


,  +  07^)  =  5  .  281  , 
A^(2  +  oTj  +  oTj  —  07^)  =  5  .  421  , 
N{3  +  OT,  —  (Tg)  =  5  .  577  , 
N(l  —  07^  —  2trj)  =  5  .  733  , 
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n  =  52 
IV,  2.     p  =  52/H  —  5,-21; 


35/- 


tr^  =  w'"-|-oü-*'*4- w^'+w 


-91r 


also  die  (>  primitiven  Perioden: 

BT      —    X'  —  Uli       +  OÜ       —  'JJ      =    —  tr     , 

1  9 


OT^    =    üü'  —  w"  +  Oü"  —  w"     =    —  tP^^   , 


OTy     =    Cü 


Cr; 


17 


(JÜ 


19 


oy     =   —  CT 


33 


mit    den   fundamentalen  Relationen   zu    einander   und  zu  den  nicktprimitiven  Pe< 
rioden,  d.  li.  w^^  (denselben  wie  IV,  i),  während  w^^^  =  o, 


ar 


'   =  —  4-4- 2oc    —  07 

1  ^^  4  1( 


tXT    tr       ^^^    QT     ~"~  OF     * 


^1^4     =    —  2W^  —  tPj  —  tTy  , 


13 

'    tF 
1*8 


tr,  tr_       ^       tP        y 


^1^1    =    "^4  ""  ^16  5 

tr^tTj^  =  Wj  4-  w^ . 


Congruenzwurzeln  mod.  j[>.*) 


p 

tr 
*i 

«^3 

tr 

31 

14 

4-  9 

—  12 

47 

12 

4-20 

4-  17 

83 

33 

—24 

—  27 

151 

28 

—  25 

—  36 

239 

79 

4-56 

4-109 

p 

307 
359 
463 
499 
619 


w 
1 

134 
47 
109 
107 
294 


w 

3 

+  152 
+  31 
4-202 
4-127 
4-  88 


7 

—  40 

—  66 
4-  41 
4-  94 
—241 


p 

811 

tr 
1 

49 

tr 
i 

—  11 

4-383 

827 

387 

—315 

4-  49 

863 

255 

4-369 

4-242 

967 

65 

—428 

—231 

983 

31 

—482 

4-128 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich  in  der  Form  fiuj ,  tr^),  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr> 

N(w^  —  tiTjj)  =  8.31,  N(3  4-  2oTj) 

N(2  —  tTj  —  Wj)  =  31*''  ,  N(3  —  tPj  —  tpj 

N(l  —  tr^  —  tTj  —  tjp^)  =     8  .  83  ,  A'(3  —  OTj  +  w^) 

N{b  —  tüj  —  w^)  =  499  .  47  ,  N(l  4-  2tPy  —  w^) 

N(3  —  Wj  4-  tUy  —  tUj)  =  8  .  811  II.  8.  w. 


31 .307, 
8.47, 
83  .  47  , 
151.31 , 


•)     Hier  ist  sr^  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  trj  ^  —  4  4-  2a7^  —  w^^  (mod.  p),  welche 
0  und  <Z  -J- j?« 
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n  =  52 

V.     p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

V,  1.     p  =  52/w  — 9,4-23; 
also  die  4  primitiven  Perioden: 

.17 


07       =    W 


3  35     ,         9 


(U 


93 


07. 


S     ,         7  15 


.31  .    19     I     .  .11 


=    07 


15 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  —  1307^4-  13  =  0; 


mit  den  fundamentalen  Kelationeu  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  secbsgliedrigen  der  13ten  Wurzeln  07^^  (oder  der  26ten,  07^^) 
während  07^,^  =  0, 


07J  =  5  —  3nT^  ,         ^1^5  =14-  2oT^  ;         ^1^4  =  ~~  ^^i  "+"  ^5  » 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


07,07-     =    07     —  OT     . 
18  1  5 


p 

23 

07 
1 

2 

or 

*5 

—  3 

P 
199 

"-i 
27 

^5 
—  49 

P 
491 

w 
1 

103 

07 
5 

4-130 

P 
751 

07 
1 

122 

07 
5 

—  30 

43 

12 

—  16 

251 

41 

—  66 

563 

18 

—  189 

823 

369 

—  46 

127 

11 

4-20 

283 

103 

—  21 

647 

80 

4-219 

907 

169 

4-399 

179 

18 

—88 

439 

12 

—  93 

719 

72 

4-235 

/(ojj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nfiw^)  =  —  jp. 


p 

A^,) 

P 

A^,) 

p 

/K) 

23 

2—    07^ 

251 

2—    OT^—    07^-07^ 

647 

1— 2^^-207^  — 207^ 

43 

07^4-073 

283 

1-    07j-207g 

719 

1  —  207^  +  307^ 

127 

2— 2oT^4-arj 

439 

4-  07^4-  a?5-ti7g 

751 

2-H  or_ — 2o7^4-  w. 

A                             V                              V 

179 

3— 2a7j 

491 

2  —  207^+    OTj 

823 

1-H  OTj — 3a7^ — 2o7j 

199 

2         07j      w^ 

563 

44-307, 

5 

907 

14-    tu, — 207^ — 407. 
1                a                B 

♦)     Hier     ist    or^     diejenige    Wurzel     der    Congruenz     07J  ^  5  —  3aT^  (mod.  p) ,     welche 
0  und  <C  \p  ' 

67 
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Wm 


n  =  52 
V,  2.     p  =  52/^1  —  3,-4-17; 


also  die  4  primitiven  Perioden: 


w    —  t«;"-4-w'    -l-cü'*  — Oü'-fcü^'    = 


9 


c«"-u,' 


=  —  w 


7  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 


oj*  +  TcF*'*  -h  9  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  w^^  (denselben  wie  in  V,  i)  und  tp^,^  =  6w"'^  (4te  Einheits- 
wurzeln) : 


v\   =  —  3  4-  tr^ , 

w^T^  -   3  ; 

CTjCTg  =  —  3iy"  ; 

^i^ij      ^"'i  • 

07 


IS 


jtr^  =  4w     +  tTj , 


Congruenzwurzcln  mod.  p*). 
(Vgl.  X  =  13 ,    n  =  4). 


p 

w 
i 

w 

5 

1    P 

w           w 

1         5 

P 

1 

5 

P 

tr 
1 

TT 
i 

17 

—  1 

—  3 

257 

-4-25  —  41 

569 

—  254 

4-168 

797 

—  277 

—306 

101 

—32 

-1-22 

277 

—  103  -h  43 

641 

4-2G0 

—  106 

881 

4-249 

4-138 

173 

-+-  6 

—86 

433 

—  183  —  71 

673 

—317 

4-259 

953 

-f399 

4-  43 

17    14-  tJTj 
101     2—  Wj- 2aT^ 
173     1— 2oT. 


/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
P         /(o'j)  i      P  /(Wj) 

257    2+  tr,— 2m  569    44-2ocT,-+-3aT, 

1  S  I  IS 


I     277 


w  — 2(r 

4  5 


433    44-2trj4-  cr^^ 


641     3—  tr^— 2x^— 2trj 
673    2—  OT,-  tp^  — 3ir^ 

1  4  d 


797    54-  Wj— w^-4-  or^ 

881     4— 3Wj— «Tj 

953    4-|-2trj4-Wj— 2tp^ 


•)     Hier  ist  w     die  gemeinschaftliche  Wurzel   der   Congnienz     wj  ^  —  3  4-«'^  (mod.  jp), 
Conirraenzensystems    tu.  4-  w.  ^  —  w^'  ,         tr.or.   ^  3  (mod.  t>),    sowie    linear    durch 


und    des    Congruenzensystems    otr   4-  w^  ^  — 


W  (*i 


IS 


tr  tr 

IS 


—  w    (mod.  J7)  TÖllig  bestimmt. 
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n  =  52 
V,  3.     p  =^  52/»  -4-3,-17; 

während  w^^  =  2(w*'' +  w"'"  +  w"'')   auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  13ten  Ein- 
heitswurzeln sich  reducirt;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

3,     107,     191,     211,     263,     347,     367,     419,     503,     523,     607,     659,     887,     919,     971,     991 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I3m  -f  3 ,  —  4  in  X  =  13. 


VI.    p  zum  Exponenten  12  gehörig. 
2  zwölfgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

VI,  1.     p  =  52//1  4-  7  ,  -4-11 ,  -4-15  ,  +  19  ; 
also:     w^  =  oy  -4-  w'  —  w"  —  oü*  4-  w'  +  w*^  4-  üü"  -f-  w"  —  w^  —  w"  -f-  w"  -f-  w"  =  —  w^  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w'H-  13  =  0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

«^1 

P 

«^1 

P 

«^1 

P 

TV 
1 

P 

w 
i 

7 

1 

163 

65 

379 

164 

587 

64 

739 

207 

11 

3 

167 

34 

383 

149 

631 

274 

743 

260 

19 

5 

223 

87 

431 

121 

643 

251 

787 

143 

59 

20 

227 

21 

479 

150 

683 

199 

839 

96 

67 

11 

271 

23 

487 

31 

691 

37 

947 

102 

71 

22 

331 

48 

^     Hier    ist    w     diejenige    der    beiden  Wurzeln    der    Congmenz    or'  -f- 13  bb  0 ,     welche 
0  und  <;  ^p, 

ß7* 
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n  =  52 

« 

Die  Primfactoreii  der  Primzahlen  p 
haben   die  Form  f(w ,  w^)  =  <J;(aTj)  —  ^^  c|>/trj) , 

wo  (Tj  =  cü  —  w' +  w*  4- w"  —  w"  4- w"  die  sechsgliedrige  Periode  2ter  Art  (vgl. 
V,  1)  der  52ten  Einheitswurzeln,  N<\>iw^)  =  ip,  N<f>^(w^)  =  2p  und  iV^/(w ,  w^)  =  p. 
Die  folgende  Tafel  gibt,  unter  Weglassung  des  constanten  Bestandtheils  —  i  ,  nur 
<J)(a'j)  und  <f>i(trj).*) 


p 

*(t^i) 

(|)j(ir 

i) 

7 

4-    6  + 

OTj 

i          +    1  — 

or 

11 

4-    54- 

2t^ 

i          ■+-    3- 

OPj 

19 

4-    44- 

3orj 

L               +      ^- 

OF. 

59 

4-19  4- 

2trj 

L              +      ^- 

3tF, 

67 

4-    14- 

6xj 

i         -Ml- 

tTj 

71 

—  22  4- 

IT 

l              +      ^  + 

3trj 

1C3 

4-33  4- 

2tr^ 

l              —      1  — 

5tr. 

167 

4-34- 

OF 

l              +      3- 

5tr 

223 

—  38  4- 

3tr 

l              +11   + 

5trj 

227 

—    4  4-  UtTj 

i          +21- 

^'i 

271 

—    5  4-  12^^ 

i          4-23  — 

w 

331 

4-43  4- 

6or^ 

i          +    ^- 

"^1 

379 

4-40  4- 

9:r^ 

i         +11- 

7trj 

383 

-43  4- 

8cr^ 

i         4-214- 

5tr 

/^ 

*(«^i) 

<J),(aT 

l) 

431 

—  53  4-    4irj 

,          4-15  4- 

7orj 

479 

—  34  4-  13?rj 

,         4-29  4- 

3w^ 

487 

—    9  4-  16arj 

i         4-31- 

OT. 

587 

—  64  4-      oPj 

^         +11  + 

9orj 

631 

4-33  4-  lötTj 

^         4-  25  — 

7trj 

643 

4-48  —  IStTj 

i         4-314- 

50Fj 

683 

4-  32  4-  17a7j 

i         4-27  — 

7irj 

691 

—  12  4-  l^tTj 

i         4-37  — 

ITj 

739 

—  60  4-  lltr^ 

j         4-29  4- 

7Wj 

743 

4-    1  -+-  20oPj 

i         4-37  — 

3oTj 

787 

4-  72  4-    5trj 

i         —    1  — 

lltTj 

839 

4-46  4-  17tPj 

L         4-25  — 

9aT^ 

947 

—  73  4-  lOtr^ 

i         +29  4- 

9trj 

VI,  2.     p  =  52m  —  7,-11,-15,  -^19  ;     üT^  =  —  w"'*     (vgl.  bei  I.), 

d.  h.  die  primitiven  Perioden  selbst  reduciren  sich  auf  die  4ten  Einheitswurzeln, 
und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

37,       41,       89,       97,     137,     149,     193,     197,     241,     293,     349,     353,     397,     401,     409,     449, 
457,     461,     509,     557,     613,     617,     661,     709,     761,     769,     773,     821,     827,     877,     929,     977, 

haben   daher  keine   anderen  Primfactoreii  als  die  p  =  4m  4-1  in  n  =  4 ,    welche 
auch  in  Beziehung  auf  52  te  Wurzeln  complexe  Primzahlen  sind. 


^     Übrigens  können  die  <\}  auseinander  hergeleitet  werden:  es  ist 

— —  1  -^  tr                                     .              —  1  4-  w 
(|)  (x  )  =  <{j(oFj) . ?     und     <J>(oPj)  =  9j(oFj) . *;    hieraus    folgt,    dass    nuin    dem 

Prinifactor  J('m  ,  tr  )  auch  die  Productform  geben  kann : 

A^,^,)  =  *K).  +  .(l+tlri  +  l^,)  =  *,K).i.(-  14-w"). 
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n  =  56 


I.     ^  =  56w  +  1  . 


24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

mittelst  welcher  sich  von  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  28ten  und  8ten  Einheits- 
wurzeln, die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen: 


0.^   =   w'  +  o;^^  -  u;"  4-  o;^'  -r-  w"  +  c«"  , 


oü"   =  ü;  —  (w*  +  w'  —  Cü"  +  w"  -4-  w"  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


113 
281 
337 
449 
617 
673 
953 


{*) 

—  13 

—  65 
4-121 

—  174 

—  235 

—  95 
+101 


—  50 

—  88 

—  48 
4-  93 
4-103 
4-  27 
+108 


w 
25 

—  37 

—  123 

—  11 
+  52 
+  49 
+  40 


—  22 

—  47 

—  56 
+  198 
+  20 
+  166 

—  154 


.11 


Uli 

11 
+  92 
+  25 
+  49 
70 
52 
—410 


.  13 

UJ 

51 
+  77 
+  43 
+  28 
+245 
+219 
+307 


P 

113 
281 
337 
449 
617 
673 
953 


+  31 

—  73 
+  47 
+  16 

—  68 

—  126 
+149 


+  41 
+113 

—  27 

—  55 

—  238 
+220 

—  86 


.  19 

36 
6 

—  6 
+  161 
—216 
+  150 
+427 


+  9 
+  38 
+137 
—204 
—  178 
+206 
+405 


.  25 

ÜJ 

+  52 
+  99 

—  7 
+  140 

—  6 
+324 
+  150 


—  26 

—  134 

—  39 
+  80 

—  21 

—  83 
—368 


•)     Vgl.  n  =  28,  8,  4  und  X  =  7  ,  wie  bei  den  folgenden  Tafeln. 
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n  =  56 
Congruenzwurzeln  mod.  p^. 

Von   diesen   in   der  Form   a  +  bp  gibt  die  folgende  Tafel  f&r  einige  Primzahlen 

die  Werthe  von  b  (die- von  a  stehen  in  obiger  Tafel). 


p             (ß)  Uli*  w'  w*             w*              üü*              Cü^              oy'             w'  00** 

113  —  45  -4-41  —     8  —  13  —  37  +31  —  18  —  5C  +27  -4-  36 

337  -f-140  —114  —154  —  96  —125  —  37  —  65  -f-  22  +144  +128 

617  —106  —  67  +65  +299  —246  —167  —  52  +263  —126  —283 


P 

113 
337 
617 


+  34 
—   12 

+  60 


0," 

—  34 

+  35 
+  48 


0," 

—  13 
+  79 

—  196 


14 


CO 

+  15 
+  92 
+253 


.   15 

(0 

+  32 
—  110 
+  54 


—  7 
+  27 
+  97 


+  27 
+  68 
—157 


—  64 
-4-  57 

—  103 


+  49 
+123 
—219 


—  1 

—  113 
—214 


P 

113 
337 
617 


—  56 

—  78 

—  70 


0," 

—  42 

+  76 
—230 


.   33 

CO 

—  41 

—  41 
—118 


co^* 
+  14 
+114 
—226 


—  2 

—  139 
—122 


+  53 
+  69 
—308 


+  12 
+165 
—  22 


P  /(c«) 

281     1— to*+w" 


ß^u»)^  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirklich  für  folgende  Primzahlen: 


/('") 


18 


449     1— 6ü"+(o 


s& 


p        Aoü) 

673     1— w*— co" 


/(«) 


953     1— £«*•—» 


la 


Für  die  übrigen  ideal,  in  2ter  Potenz  /'(eo)  wirklich,  z.  B. 

p  =  113  ,        /'(w)  =  1  +  w*  +  w^»  +  eo"  ; 

p  =  337  ,        /'(co)  =  1  —  co''  +  CO*  +  co"  —  co"  —  w"  —  eo"  +  w"  . 
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n  =  56 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     p  =  56in— 1;      OT^  =  w''  +  w"'"  =  w'*  — w"""'', 

womit  die  12  primitiven  Perioden: 


^1    =    —  "^81  ' 


"^11    =    ^  ^17  ' 


1  J5  » 


11  15  » 


Wj  =  —  aT„, 


9  ^19  » 


unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ^^^k  "=  ^k-i'^^k-^-i  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  w^^  (den  zwei- 
gliedrigen der  28ten,  einschliesslich  w^^  der  7ten  Wurzeln)  und  w^^  (den  zwei- 
gliedrigen erster  Art  der  8ten  Wurzeln,  während  a^j4r  =  ^)- 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

167 

w 
1 

—  49 

w 

3 

+  66 

tu 

5 

4-  67 

w 

9 

4-  58 

^11 

4-  18 

w 
11 

4-  38 

223 

+  72 

—  47 

—  110 

4-  13 

4-     5 

4-  29 

503 

4-185 

191 

4-210 

—245 

4-218 

—  140 

727 

-f-  49 

—272 

4-269 

—199 

4-211 

—331 

839 

—  77 

4-114 

4-360 

4-367 

—347 

4-192 

y^dTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/{w^)  =  — p. 

14-Wy4-Wj4-a7,^ 


p 

/K) 

P 

A^,) 

167 

l4-w,--aTj 

503 

— 07,4-^3  4-trj 

223 

1 — w  — w 

^8           9 

121 

l-aT^4-aT,4-aT^, 

p 

839 


•)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congnienz  wj  =e  2  4-  w^  (mod.  p),  and 


W,  —  Wj  4-  OTj 


eines    Systems    von    6  Congruenzen,    wovon   die  erste    w 

(mod.  p)^  aber  auch  linear  völlig  bestimmt  durch  w  or    ss  w^  4-  tu    (mod.  p). 


w     —  w 

IX  11 


—  w. 
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n  =  56 
II,  2.     p  =r  56//i  +  27;        w^  =  w*^ -f- w""  =  w''  +  oü"-'', 

womit  die  12  primitiven  Perioden: 

QF       =s=    —  QT        .  tIT       ^^    -""■  (27        ■  t3l7      ^^    *"^  07       •  t3l7       ^ss    »^  Q7    _  • 

«-,  Wjj  ,  «Lj  ^Jl  »  **'5  ai  '  9  17» 

11  19  »  11  41  ' 

unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ar^w^  =  —  ^k-i-^^k-^-i  ^^^e  fuudameDtalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven,  d.h.  tr,^  (denselben  wie  in 
II,  i)  und  Wj^  oder  den  Perioden  zweiter  Art  der  8ten  Wurzeln  (o^j^r  =  o)* 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

(Vgl.  M  =  28  ,  8  und  X  =  7). 


p 

83 

^1 
—  14 

3 

4-  36 

^5 

-+-     4 

07 
9 

4-  35 

07 
11 

4-  32 

07 
11 

—  7 

139 

—  34 

—  69 

-+-   57 

4-  19 

—  10 

62 

251 

—  56 

—  84 

-+-   14 

—  94 

4-113 

4-  25 

307 

4-  98 

—  83 

—  117 

—  95 

4-  33 

—  38 

419 

4-209 

—  54 

—  121 

—  82 

—  71 

4-  27 

587 

4-289 

—  178 

4-153 

4-197 

4-214 

4-162 

643 

—  102 

4-  79 

221 

4-  95 

4-  73 

4-160 

811         4-250         4-213         4-111         4-360         4-121  —193 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind    sämmtlieh    ideal,    in    2tor  Potenz    wirklich,    welche    überdiess    die    Form 

/V,oTj)  hat. 

Normen  complexer  Zahlen  in  i.**) 

AVi  H-  tr,  —  07^  —  Wg)  =  83  .  251 ,  N(l  4-  a?^  4-  tr^  —  o^^  4-  tr^^)  =  83  .  307  , 

N(w^  —  a^ii)  =  3^.83  ,  N(l  —  oPj  -f-  2o7,^)  =  83  .  587  , 

A'(l  —  2oTj  4-  2a7j^)  =  83  .  81 1  ,  A^(l  4-  2o7^)  =  419  .  139  , 

A^(2  —  OT^,  4-  tTjg)  =  3^307  ,  N(2  —  tr^  —  tr^  4-  w^^)  =   139  .  643  , 
AVs  -  «r^i  +  op,  J  =  139*. 


•)     Hier  ist  rr^  als  die  gemoinsrliaftlichc  Wurzel  der  Congruenz  07J  ^  —  2  4-  or    (mod*  p), 
und    eines    Systems     von    6  Congnienzen,    deren    erste:     (t,  4- w,  —  0^*  4- «^o  4- w,, — tr,,  ^  07- 

1  1  9  9  LL  11  f 

(mod.  p) ;  sowie  durch  die  lineare  Congruenz  w.tü.  ^  —  ^s"^  ^i  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

**)  Aus  denselben  geht  hervor  dass  sämmtliche  Primzahlen  entweder  mit  83  oder  mit  139 
gleich  stehen,  von  diesen  beiden  aber  ist  constatirt,  dass  auch  ihre  Quadrate  noch  nicht  die  quadra« 
tische  Normform  i'  4-  14c*  haben. 
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n,  3.     p  =  56m  —  27  ; 


n  =  56 


OT, 


,r   =   2u;'^ 


d.  h.  die   nicht   verschwindenden  Perioden  reduciren  sich  auf  die  28ten  Eiuheits- 
wurzeln,  und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

29,     197,     421,     701,     757, 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  28m  4- 1  in  n  =  28. 


II,  4.     p  =  56m -f- 15;     w^  =  u;'' 4- w^*'' , 

also  die  12  primitiven  Perioden: 


15 


tr.   =  w'    —  U}^^  = 

3 


a  «3  1135 

a^9  =  w    4-oü      =  ~"^sr»      ^n  =  (jü     —  uj      = 


OP 


83 


41  ' 


mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiven 
Perioden,  d.  h.  w^^  =  2^*''  oder  den  7ten  Einheitswurzeln  (während  w^^  =  O, 
w^^  =  2ui*^ ,  14te  Wurzeln)  und  w^^.  oder  den  Perioden  erster  Art  der  8ten 
Wurzeln  (während  w^^^  =  o): 


07?    =    2üü 


16 


1    11 


^18 


1     40 


40 


=   —  2w'", 

=    207^., 


71 
127 
239 
463 
631 
743 
911 
967 


13 


1     13 


1     16 


07   07 
1     48 


=  —  2cü 


33 


07,07.     =    —  20ü**  , 

07.07.   =   2w®   =   —  or,07 


OT   07 
^19 


=  2w 


34 


-2; 

2<»j ;    auch  ist  n(nr)  oder  N(w^)  =  64 . 


07   OT         ^=^    ~~"  207       « 
1      94  11  ' 


1     31  ' 


07   07 
1     83 


-207j, 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


w 
1 

-4-  29 
-f-  32 
62 
19 
—246 
4-201 
—  15 
+400 


07 
3 

—  1§ 

—  1 

+  97 
+  43 
4-192 

—  177 
+321 

—  36 


07 
5 

+  28 

—  4 
+  14 
+122 

—  81 
+199 
+  128 
—274 


«^9 

+  5 

—  63 
+  34 

—  167 
—296 
+112 
—242 
+120 


07 
11 

—  8 

—  2 

—  101 

—  183 

—  46 

—  21 

—  105 
+376 


OJ 
18 

—  27 

—  8 

—  54 
+  73 
+  118 
—329 
-425 

—  469 


♦)  Hier  ist  07^  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  wj  ^  2w^*  (mod.  p),  und 
eines  Systems  von  6  Congruenzen,  deren  erste  07^  —  07^  —  ^7^  +  07^  —  w^^  —  07^,  ^  —  07^  (mod.  p), 
sowie  durch  eine  der  linearen  Congruenzen  ^^07^  ^  2w'  ,  07  w**  ^  2o7  etc.  (mod.  p)  völlig  be- 
stimmt. 
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p 

71 
463 
631 


n  =  56 
Congruenzwurzeln  mod.  p^ , 

d.  h.  Werthe  von  6  in  a  -f-  bp  (Werthe  der  a  oben). 


w 
+  32 
—  227 
+  28 


w 

3 

—  34 
+218 

—  197 


—   10 


9 

+  22 


w. 


II  "11 

+  31  —     9 

—   17         +201          +56  —  54 

+  53         —201         — 


126         —233 


P 
71 

463 

631 


(JÜ 

—  35 
+206 
+  119 


—  25 
+  86 
+101 


+  10 
—206 
—  186 


+  4 
+  31 
+251 


0 
—      1 

+281 


—  25 

—  116 
+  65 


w. 


+229 


/(oT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

Wirklieh  sind  sie  für  folgende  Primzahlen  : 


p 

A^,) 

p       A^,) 

P 

^'^^^^     .. 

P 

A^,) 

127 

1+0.3          ,^ 

743     1— OTj^+w** 

911 

2+(üj— w" 

967 

l+tr,-tü^. 

239 

l  +  OT,- w'* 

■fitf 


Für  die  übrigen  sind  sie  ideal,  in  2ter  Potenz  f^(w^)  wirklich,  z.  B. 

p  =  71 ,    /Vi)  =  w^3  -  w"  +  w"  +  c*;'«  ; 

jj  =  463  ,    /'(oPj)  =  tr,  —  tTj  +  oPy  +  2w'  +  2w"  +  w*®  . 


*)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten   ^  ist  anstatt  07^  gesetzt  Im 


%r 
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n  =  56 


II,  5.     p  =  56m— 15;     tP^  =  w**-f- 


U) 


-lir 


also  die  12  primitiven  Perioden: 


W      =    DU        —  ÜJ         =    —  W   j  , 


0^3    =    0.'-+-  W^'    =    —  «'s!  » 


IS 


15  ,   i7    _ 


17 


W 


.17 


95 


j^    =    Oü*'  -+-W-'    =    —  W^ 


OTj   =  u;*    —  w*     =  —  tr^, 

19  J3  ' 


und  ihr  Product  n(aT)  =  i ;    mit  den  fundamentalen  Relationen   zu   einander  und 
zu   den  nichtprimitiven  Perioden,   d.  h.  zu   den  zweigliedrigen  Perioden  2ter  Art 
Wj^  der   28ten     (darunter   ar^^  die   der    7ten  Wurzeln)  und   den   8ten   Wurzeln 
Wjr  =  2»^''  (einschliesslich  die  4ten  Einheitswurzeln  w^^^  s=  2oü^*Q: 

OtJ    =    —  20P^*  -+-  tTj  ,  WjOTj    =    1  +  O'g  , 

2  H-  w,.  ,  ^1^17  ==  «^j  +  ^n 

t3tT,t3tT_.     =    207^ 
1     31 

\W^    =    07,  —  OTj5  (=    W'  —  Wjg)  , 


.14 


1      15 


tn  nr      =    2q7 
17  8 


16 


'6  » 


^l'^S    =    ^6  —  ^lo(=    -  ^        +0^2), 
^1°^19    =     H-°^24  5 

«'i^i*  =  207^^ ; 


w. 


07  07g  =  2c*;' 


07 


19  ' 


07  07 
1     10 


«'i^'ie  =  «^1  +  «'i7(=  ^^^  -^  ^s)  ' 


.21 


tr,07g  =  -  2w     —  tTj  , 

=«    —  Wj  -f.  07jy(=    w"  —  07^) 


07   07 
1      34 


Congruenzwurzeln  mod.  |>.*) 

(Vgl.  «  =  28  ,  8  und  X  =  7). 


41 

«^1 
+  12 

^1 
4-  10 

«^5 
+  1 

«^15 

+  15 

«^17 

—   8 

19 

—  9 

97 

—  48 

—  45 

4-  5 

—  11 

4-  20 

—  13 

433 

-+-199 

-f-  87 

-+-135 

—  115 

4-  15 

-f-  83 

601 

—  88 

-f-117 

-f-  54 

—  182 

-f201 

-+-139 

769 

-f-138 

—  79 

-f-  27 

-H  97 

—284 

-+-136 

881 
937 

-+-428 
—404 

—  105 
—209 

-f-318 
-1-283 

—  8 
—461 

4-109 
—264 

4-274 
—  185 

/(a7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p**) 


p 

A^,) 

P 

/(^,) 

P 

41 

1-07, 

601 

14-aT,4-tr^5 

881 

97 
433 

1-«^10-°^17 
1+^10+^15 

769 

l_aT^^tr, 

937 

/(w,) 


14-oj  — 07  -4-tr 
937       1— 07,4-w    4-w 


*)     Hier    ist   07     als   die   gemeinschaftliche  Wurzel    der  Congruenz:     07'  ^  — 2  ou^^ -^  07 
(mod.  p)  und  des  Cong^uenzensystems 

«7j  —  a7j  -I-  w^j  ^  w'S  —  tTjOTj  —  WjOPjy  4-  ^ij^i  ^  2w^* ,  —  trj07jtrjy  ^  w'  (mod.  p), 
sowie   durch   eine    der   linearen  Congruenzen   w^uj^  ^  tr   ,     07  w'^  ^  w    (mod.  j[>)   vollständig   bc- 
ftimmt. 

^     Zur  Vermeidung  des  Coefflcienten  ^  ist  2u;'''  anstatt  tv.^  gesetzt. 
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n  =  56 
II,  6.     p  =  56/n  4-  13  ;      tr^  =  w''  -f-  w"'" 

also  die  12  primitiven  Perioden: 


13 


Xj  =  «     H-  w      =  —  w^^ 


OT-     =    W^      —  OÜ^* 

3 


—  tr 


11 


tr    ==  w*    4-  w'     =s  —  ar^^ 


w 


li 


«,»»  +  «,"  — ^ 


tr       =   [fj      —  DU       ==   —  w 

17  25 


19 


und  ihr  Porduct  n(op)  =  49;  ihre  fundamentalen  Relationen    zu  einander   und    zu 
den    nichtprimitiven  Perioden,    d.  h.  w^^   (denselben   wie   in   II,  5),    w^^^  =  2w**'' 
(während  w^^  =  0)  sind: 


^1^7    =    ^3  "^  ^15  ' 


^1^3    =    ^16  "•  ^^4  » 
^1^17    =    —^2  +  ^10' 

X,  07^  =  tr. 


16 


19 


^l^i    =    «^6  ■^-  "'lO  ' 

w  tr      ^  —  tr    -f-  tr     z 

119  8  ^^       J4  » 

^1^10    =    —  ^1  +  ^19  5 


1      14 


15  • 


Congruenzwurzeln  mod.  ;>.*) 


p 

13 

^1 
5 

4-  5 

tr 

5 

2 

^15 

4-  1 

«'17 

4-  1 

^19 

—  3 

181 

41 

—  56 

4-  69 

—  55 

—  22 

—  44 

293 

74 

—  124 

—  12 

4-  43 

4-118 

—  102 

349 

53 

—  160 

—  119 

4-121 

4-122 

4-130 

461 

202 

4-144 

4-  78 

4-  15 

—  3 

4-  56 

797 

35 

4-  96 

4-312 

—  352 

4-  82 

—  132 

853 

187 

4-  99 

4-391 

4-  2 

-300 

—306 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind    sämmtlich    ideal,    in    7ter  Potenz    wirklich,    welche    überdiess    die    Form 
/\m  ,  tTj)  hat. 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr-**) 

iV(l  4-  tTj  —  tr^j.)  =   181.13,  N{w^  4-  ojj  —  tr^)  =  293  .  13  , 

A^(l  -h  OTjj.  —  tTjy)  =  349  .  13  ,  A^(3  4-  tTjy)  «=  461  .  13  .  113  , 

JV(3  —  tr^  —  tTg  —  tTjg)  =  797  .  13  .  281  ,  A^(2  —  tr^^)  =  853  .  13  . 


•)     Hier  ist  tr^   >  0  und  <Cip  aus  wj  ^  2uo^*  4-  tu     (mod.  p), 

^     Aud   denselben   geht   hervor ,    dass    sammtliche   Primzahlen    in   derselben  Lage   sind  wie 
2>  =   13  ,  aber  13^  hat  die  quadratische  Normform  noch  nicht. 
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n  =  56 
II,  7.     ;>  =  56/?i— 13;     w^  =  a;'"4-     ""'' 

also  die   12  primitiven  Perioden: 


ÜÜ 


OT. 


U) 


0,"   =  -<r 


15 


9  113 


°^ii  =  ^"  4-  w'^  =  —  073g  , 


07j    =    W*     -  u;^'    =    -  07jg  , 
07j3    =    c^^'-o;"    =    -07.^^, 


und  ihr  Product  0(0;)  =  64;  ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu 
den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  or^^  =  2ci;®'',  also  den  7ten  Einheitswurzeln 
(oder  der  14ten,  07^^  =  2&Ü*'*,  während  tr^^  =  0,  vgl.  II,  4)  und  07^,.  oder  den  Pe- 
rioden zweiter  Art  der  8ten  Wurzeln  (während  xr^^^  =  0)  sind: 


07^*   =  -  2c«^« 


07   07j       =    —  2'JÜ 


40 


07,07,  =    —  2w 
1       3 

07  07  =  2  : 

1     13  * 


32 


07   OT       =    -\-  2c» 

07^07     =  2ü)^  ; 


48 


07   07       =    —  2w 

07  07     =   2w    . 

18  9  ' 


»4 


o:,07,^   =   207,   etc. 

1     16  3 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


V 
43 

07 
1 

4 

O' 

3 
—  11 

07 
5 

—  2 

07 
9 

—   1 

^11 
H-  8 

«^13 

+   21 

211 

—  78 

—  99 

—  61 

—  45 

—  49 

—  92 

379 

H-122 

-f-ieo 

—  98 

H-116 

4-  90 

—  87 

491 

—  143 

4-151 

—  50 

4-216 

-f-  26 

4-206 

547 

—  69 

—  119 

—207 

—  74 

H-  23 

—222 

659 

4-115 

—281 

—  62 

4-  85 

—265 

4-298 

827 

4-140 

—  7 

4-  41 

—242 

—236 

-f-319 

883 

4-328 

4-330 

4-411 

—333 

4-198 

4-  70 

p 

43 
211 
379 
491 


/(^i)?  Primfactoren  der  Primzahlen  p.  **) 


l-tr^_o7 

l4-trj3H-w** 

l-+-a7g4-w^i  — 07^34-2»"' 4-2w 


«..40 


OÜ 


48 
24 


.40 


547  1— tTj— 0734-oo9H-2w-"4-2 

659  1—07^—073-07^4-  O7j34-2üü''*4-2ou 

827  1— 0734-07^- 07g— 2o7jj4-2uj'''*4-2oü*®4-2w 

883  l4-«n^i— w*® 


48 


•)  Hier  ist  07  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Cungruenz  07?  ^  —  2w^**  (mod.  p), 
und  eines  Systems  von  6  Congruenzen,  deren  erste:  tr  4-07  — 07  H- 07  4-^7  — 07^  ^  07  (mod.  «), 
sowie  durch  eine  lineare  Congruenz,  wie  07  07    ^=  2w^  oder  07  w**  ^  —  07  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 


8r 


•^     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -J-  ist  2w  *"  anstatt  w      gesetzt. 
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n  =  56 

III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  56/n  -H  9  ,  -f-  25  ; 

8  dreigliedrige  Perioden: 

07^  =  oü'"  +  w*''  4-  w'**" , 

also  die  8  primitiven  Perioden : 

Wj  =  w    4-  w'    4-  w'*  =s  —  w^^  ,  op^  =  w'    4-  w"  4-  w**  =  "~  "'ji » 

j   —   ^    — w      4-öü       =   — OPjy  ,  OPj^   =  w      —  oy      —  oy       —         ^^^ 


deren  Produet  n(tr)  =  16,  mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und 
zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  dreigliedrigen  Perioden  w^^  der  28  ten 
(einschliesslich  die  der  7  ten  ar^^,  oder  14  ten  w^^)  und  den  8  ten  Einheitswurzeln 
selbst  Wj^  =  3w^''  (einschliesslich  die  4  ten  w^^^  =  3w^*''): 


"-! 

^1 

2w^, 

tr  07 

-2, 

tr  07     = 

15 

=  2u;"  , 

2  4-w,  ; 

w  w 

^1     T 

=    307^, 

1      81 

=  -  307,  ; 

tr  tr    = 
i^j 

=  2o7jj4- 

^11' 

W^W^    = 

2»'; 

=  «^1- 

2w^, 

=  -  2c«"  ; 

tr  tr      = 

1      14 

=    —  3m 

i  • 

Congruenzwurzeln  raod. 

/>••) 

p 

137 

tr 
1 

4-  29 

w 
s 

4-  33 

5 

—   12 

23 

P 
569 

W 
1 

4-197 

—  52 

—  80 

+128 

193 

—  51 

—  87 

—  94 

—   78 

641 

—223 

4-  46 

4-  33 

+272 

233 

—  114 

—  94 

—  22 

4-106 

809 

—  128 

—316 

—172 

—254 

401 

4-  59 

—   68 

+  157 

4-  23 

977 

4-138 

—354 

—301 

—396 

457 

—  174 

—  21 

—     4 

4-228 

Congruenzwurzeln  mod.  p^ 

in  der  Form  a  -i-  bp  (mit  Einschluss  der  nichtprimitiven). 


p 

W^                                                 07,                                                07,                                                 tüj 

193 

—  51+  36/)             +  70+  44p             —  87+  45p             —  94+     öp 

401 

+  59— 131p             +168— 170p             —  68— 178p             +157— 168p 

457 

—174—  69p             +125+  50p             —  21+  11p             —     4+228p 

569 

+197— 255p             +  55+238p             —  52—  47p             —  80+116p 

P                w^                                tr,                                07^, 

193     —   11+   18p              +  73+     9p              +  78—  25p 

401     +148— 180p             +152— 108p             +  23+  22p 

457     —223+  97p             +  85+195p             +228—  29p 

569     —  31+248p              +178+   Up             +128—  28p 

•)  Hier  ist  tPj  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  tr?  ^  tu  —  2tü  (mod.  p)^ 
und  des  CongruenzensTStems  w^^  —  w  ^  w*^  ,  ^i^^  ^  2c(ü^*  (mod.  />),  sowie  durch  die  lineire 
Congmenz  Wjtr^  ^  2w'  ,  oder  «^^«^«4  ^  —  2^;'^  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 
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n  =  56 
/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Dieselben  sind  wirklich  für  folgende  Primzahlen: 
;>  =   137  ,    J(w^)  =  07^  +  OT,  -  207^  -  «r^  -  or^  ;        p  =  233  ,    f{w^)  =  l^w^-w^^  ; 

P    =    dn  j     fiw^)    =    1  —  tXTj  —  Wj  4-  Wj  — 


8  • 


FQr  die  übrigen  Primzahlen  ideal,  in  2  ter  Potenz  wirklich,  z.  B. 

^  =   193  ,  /'(Wj)  =  1  -h    07^  —  2aTj  -+-  2tÜ3  +    w^  +    tr^  —    ar^    +  207^^  ; 

;)  =  401 ,  /'(Wj)  =  2  +    w,  —  307,  -+-  Str^^  —  307^  ; 

p  =  457  ,  /'(tTj^)  =  1  +  407^  —    Wj  -f-  2aT,  —  2»^  +  207^  +  307^^^  . 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

IV,  1.     p  =  56m  -  9  ,  —  25  ; 

07^  =  w'-  4-  w-^'-  4-  oü"*'-  +  w-'-  +  oü^'-  +  tt,-»*'- 

also  die  4  primitiven  Perioden: 


19  2&  37  9  S 

OTj  =  w    —  10+  Ol     —  tu     4-  (u     —  w      ^  —  ar   , 


07 


15 


Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  8ro'  +  9  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden^ 
d.  h.  den  sechsgliedrigen  der  28ten  07^^  (während  07^^  =  —  i)  und  den  Perioden 
erster  Art  der  8ten  Einheitswurzeln  or^^  =  3(w'''— w'^**)  =  Si^,.,  (während  «7j^^=6): 

07J  =  4  —  07^  ,         07^07^  =  3  ;         o7^o7j  =^  —  07^  4-  o7y  ;         a7j07y  =  —  3  H-  3o7j  . 
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n  =  56 


Congruenzwurzeln  mod.  ;>*) 


p 

31 

07 
1 

+  5 

+  13 

P 
271 

07 
1 

+  69 

5 

—106 

47 

-4-  9 

4-16 

311 

—  78 

—  12 

103 

+44 

—  21 

367 

—  18 

+  61 

199 

-f-64 

-f-84 

383 

4-154 

—  92 

P 

1 

w 
i 

P 

«^1 

«^5 

439 

—  34 

—  13 

719 

—292 

4-  32 

479 

—  133 

4-  54 

887 

4-176 

4-378 

607 

—  58 

4-136 

983 

—377 

4-  73 

647 

4-277 

4-313 

/((Tj),  Priinfactoren  der  Primzahlen  p.     Nßts^)  =  —p. 

54-  tFj —  Wj — 2«»^ 
34-2o7j— 2op^4-2op^ 

7— 2o7^4-4oPj 

2—    W  07    -f-3t>T 

5 —  aTj4-2o»j — 3«?^ 


p 

.  Atr,) 

P 

31 

2o7  —  tr 

1      3 

311 

47 

1—  W^-h    OPj 

367 

103 

2— 2o7j4-  tr.^4-2o^j 

383 

199 

3—  07^4-  Wj 

1    439 

271 

2—207,  — 2o7„4-  tr, 

I         4         3 

479 

3 — 2o7,-h  op_ —  07. 
44-  or^—  07j4-  tTj 
54-3o7^— 3oTj 
5 —  a7j4-3o7j 
34-  o'^4-2o^j4-  tTj 


P 

607 
647 
719 
887 
983 


IV,  2,     p  =  56m  4-3,4-19; 

—  .   r     I     .   3r    I     .   9r    ,     .   5f7r    •     «„Sir    i     .   I9r 


also  die  4  primitiven  Perioden : 


07j   =  oü    4-  w'    4-  u;^    H-  oü"  4-  w"  4-  w^'' 


—  a7_, 


29 


o'^  =  w*  4-  w'^  —  cü*'  4-  w"  4-  w 


13 


OÜ 


11 


=    07 


11  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  4-  8ar'  4-  9  =  0  ; 


ihre  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden, 
d.  h.  a7j^  (denselben  wie  in  IV,  i)  und  den  Perioden  zweiter  Art  der  8ten  £iii- 
heitswurzeln  07^^  ==  3(w''"  4- w'*'*)  >  sind: 


07*     == 
1 


—  4  —  OTj  ,         a7jtrj  =  —  3  ;         07^07^  =  ar^  4-  tr^  ; 


07  w^ 

IT 


—  3  —  3». 


•)  Hier  ist  07  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  07?  ^  4  —  07  (mod.  i>), 
und  des  Congruenzensjstems :  07  —  07  ^  —  (ou  —  w  ) ,  w  07  ^  3  (mod.  p),  sowie  durch  die 
lineare  Congruenz  w  oc    ^  —  ^i"^  ^7  (°*od.  p)  völlig  bestimmt. 
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«  =  56 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


P             OTj 

5 

P 

1                    5 

P 

07 
1 

«'s 

P 

^1 

«'s 

3     +  1 

0 

283 

+  102     —  25 

563 

—  180 

+  122 

787 

+29Q 

—  57 

19+8 

+  2 

467 

+  133     +     7 

619 

+262 

—  26 

859 

—123 

—419 

59—6 

—29 

523 

—208     +259 

691 

—  189 

—340 

971 

+  194 

+  15 

227     +58 

+43 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  ideal,  in  2ter  Potenz  wirklich,  und  diese  haben  überdiess  die  Form  ^ (c*) ,  tr  ).**) 


Für  alle  Primzahlen  gibt  es  complexe  Zahlen  <J)(Wj),  so  dass  N<p{w^)  =  3p ,  welche 

die  folgende  Tafel  gibt. 


p 

<t>(^,) 

P 

H^,) 

P     . 

*(«^,) 

3 

«'s 

467 

2+4o7^—  oTj- 2a7j 

691 

7—  Wj—  Wj+2aTj 

19 

2-  w^ 

523 

5+2o7j 

787 

3— 207^— 2a7j 

59 

1-207. 

563 

6—  aTj+2o7j 

859 

4+40T, —    07, — 407. 

l                              #                             w 

227 

2— 3o7^+4o7j 

619 

1 — 4a7j —  Wj+5a7j 

971 

1+    Wj—    07^+207^ 

283 

1—  tr,+2ar.+  or. 

IV,  3.     p  =  56/?i  -3,-19; 


-Jr 


.«r 


W^    =    W''  +  (Ü       ''  +  (Ü    ''  +  w 


,-»Tr 


asr 


+  cy""  +  w 


-I9r   _ 


=  0, 


dagegen  w^^  =  2((iü''*  +  w^***  +  w*^'') ,  d.  h.  die  nicht  verschwindenden  Perioden 
kommen  auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  28teu  Einheitswurzeln  zurück;  die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

37,       53,     109,     i49,     277,     317,     383,     389,     541,     557,     613,     653,     709,     821,     877, 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  28m  —  3 ,  +  9  in  w  =  28. 


•)  Hier  ist  w  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congraenz  07?  ^  —  4  —  tr  (mod.  o), 
und  des  Systems  der  beiden  Congruenzen  w^  —  Wj  ^  oy  +  w  ,  w^w^  ^  —  3  (mod.  p\  sowie 
durch  eine  lineare  Congruenz  wie  ^^^^  ^  —  3  —  307^  (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

**)     Diess   folgt   daraus,    dass   auch  3^  die  quadratische  Normform  nicht  hat,    und  dass  ge- 
mäss der  Tafel  alle  übrigen  Primzahlen  mit  3  in  gleicher  Lage  sind. 
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n  =  56 
IV,  4.     ;?  =  56m  +  5  ,  —  U  ; 


also  die  4  primitiven  Perioden 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w*  —  49  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen    zu   einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  4ten  Einheitswurzeln  (w^^  «=  w"'^,  w^^^  =  Qw^*"  ,  während  w^^  =  1 , 

tp,,  =  —  1 ,  tü^^  =  0)  : 


tr. 


*•.  .14 


p 

«^1 

1 

5 

2 

—   1 

61 

17 

4-  4 

101 

26 

—43 

157 

14 

+78 

=      4W         , 

13 

=    —  7  ;                  OD 

f   07      =    W     . 
1^1            ^3 • 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

•) 

P          OTj 

3 

P         w^ 

«^8 

P 

«^1 

«^j 

173     53 

—  85 

509     247 

—  33 

829 

8 

4-310 

229     73 

+  25 

661     293 

4-     9 

941 

226 

—279 

269     46 

—     6 

677       43 

4-236 

997 

383 

—  151 

397     21 

4-132 

773       10 

—   78 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  durchgängig  ideal,  in  2  ter  Potenz  wirklich,  zugleich  von  der  Form  /^(m  »  tv  ).  **) 

Für  sämmtliche  Primzahlen  gibt  es  Normen,   Nipiw^)  =s  5p ,  deren  <p{aj^)  folgende 

Tafel  gibt: 


P  4i{^^) 

5  1-f-    W^-h    OTj 

61  4—  (Fj 

101  5— 2a7^4-2crj 

157  l-f-2a7j 

173  3— 2(r. 


tr. 


P  *(a^i) 

229  14-207^4-  Wj— 

269  64-  Wj 

397  64-2a7j—  w^ 

509  6— 2a7,4-3tr, 

2   '  3 

661  34-3tr^4-2a7j—  w^ 


p 

677 

4 

5—  w 

—  307 

773 

3— 2(r^ 

— 2aT 

829 

8—  Wj 

941 

7—    tTj 

— 3(ü 

997 

1— 3trj 

—    07 

< 

— 2r. 


•)     Hier  ist  op^  diejenige  Wurzel  der  Congruenz  orj  ^  7w^*  (mod.  p),  welche  >  0  und  <  -J- P  i»t. 

**)     Dies8   folgt    hier  gerade  8o  mit  Beziehung  auf  p  =  by  wie  in  IV,  2  mit  Beziehung  auf 
i>  =  3. 
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n  =  56 
IV,  b.     p  ^  56m  —  5,4-11; 


-*r 


asr 


-Hr 


.9'- 


Mr 


OT^  ==  w'  4-  w"'"  4-  w    '^  4-  w-"'^  4-  w"  4-  w^ 
also  die  4  primitiven  Perioden: 

m     =   w    —  w"  -f.  ö;"  —  DU**  4-  Oü'    4-  w"    =    —  w,^  , 
m    =  w*  —  u;"  4-  oü"  4-  w*^  4-  cü^'  —  w*     =  —  w^ , 

Wui'zeln  der  Gleichung: 

w*  —  607*  4-  16  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perio- 
den, d.  h.  w^r  =  2(oü*'' 4- 4-cü"'' 4- «*;•''•)  =  2ij^,  den  dreigHedrigen  Perioden  der  7ten 
Wurzeln  (oder  der  14ten  w^^,  während  w^^  =  0)  und  w^^  =  3(w''*  4- «'^O  =  sAyr» 
den  Perioden  2ter  Art  der  8ten  Wurzeln  (während  w^^^  =  ö)« 

tu'  =  4  4-  Wj  ,  aTjOTj  =  —  4  ;         w^w^  =  Str^  4-  407^  ,         «r^Wj^  =  —  2(w'  4-  («")  ; 


w^w 

,  =  307,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

P        0^1    w, 
11  —  1  4-  4 

P 
179 

1      i 
—  17  —  84 

p          w^           tr, 
499  —137  4-204 

P 
739 

w 
1 

—  341 

«^1 
—  52 

67  —19  —28 

331 

—  115  —141 

571  —192  —226 

907 

4-414 

—241 

107  4-10  4-21 

347 

4-63  4-44 

683  4-181  —117 

947 

—338 

—364 

163  4-39  —21 

443 

—  196  4-217 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  ^.**) 


p 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

/K) 

11 

14-  »i 

331 

54-807^4-  Wg 

683 

1—  W^  — 207j+207, 

67 

1  —  207^ —  Wj 

347 

3—  07^-207^4-  07, 

739 

5 — 2or  —  w 

107 

14-  07^4-  Wj 

443 

1-207,— 3a7,—2tr. 

1       3       o 

907 

9— 6o7j— 307,4-207, 

163 

3+  Wi-f-2a7j 

499 

34-3w^4-2oTj 

947 

3— 2o7  —  ^i""*  ^« 

179 

14-2a7j4-3(i7j4-Wg 

571 

54-3a7j 

*)     Hier  ist  07    als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  or'  ^  4  +  1^3  (mod.  p),  nnd 
des  Congmenzensystems   «r^  4-  w,  ^  «'  4-  w'^ ,         ^i^j  ^  —  *  (mod.  jp),  sowie  durch 
07^07^  ^  2i,  oder  WjW,^  ^  —  w^  (mod.  j?)  völlig  bestimmt. 

•^     Hier  hat  07,  die  oben  definirte  Bedeutung  07,  =  2((iü'4-w^*4-w*'). 
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Wr     = 


n  =  56 
IV,  6.     ^  =  56in  —  17  ,  +  23  ; 


,  'dir    1    .  >»r 


also  die  4  primitiven  Perioden: 

(T^  ==  w    —  oü^^  +  cü*    +  c*)^*  4-  w"  -4-  cü"  =  —  Wj^ , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  +  607*  H-  16  =  0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  w^^  (denselben  wie  in  IV,  5),  und  den  w^^  =  3(a;'''--  w"'^  =  3«»^^ 
oder  den  Perioden  erster  Art  der  8ten  Einheitswurzeln: 


tu?  =  ~  4  - 


o^.  » 


w 


w    =s  —  4  ; 


18 


207^  —  4«7,  , 


^1^94    ^    ^^^ 

.     —  W      )  ;                           07^07^    = 

=  3tr,. 

Congruenzwurzeln  mod.  jo.*) 

P           Wj           w. 

P         ^i         ^i 

P               tTj                 07, 

P          tr,            O', 

23     —   1     4-  4 

263     +117     —  36 

599     —150     +  16 

863     +  25     +276 

79     +29     +38 

359     —  81     —  62 

751     —311     —198 

919     +314     +439 

151     +  3     +49 

431     —  50     +138 

823     +  19     +303 

991     —349     +   71 

191     —63     —  6 

487     +120     +211 

Congruenzwurzeln  mod.  p' 


16 


.SS) 


(einschliesslich  07^  =  2(0/"  +  w*'*  +  w") 


p 

07 
1 

»^s 

07 

79 

+  29+  27p 

+  38+     5p 

+  24+     3p 

191 

—  63—   12p 

—     6+  80p 

+  38—     5p 

263 

+  117—   41p 

—  36+  10p 

—   17+  74p 

599 

—  150+  27p 

+  16—  85p 

+258+275p 

823 

+  19— 323p 

+303+126p 

—365—  71p 

863 

+  25+  50p 

+276 

+234+  88p 

919 

+314— 431p 

+439— 273p 

—  267+375p 

991 

—349—  32p 

+  71  +  107p 

+  88+334p 

*)     Hier  ist  w     die    gemeinschaftliche  Wurzel    der  Congruenz  w^  ^  —  4  —  «7.  (mod.  p), 

I  _  _  .  1  8  M 

und  des  Systems  tJ^  —  ""^j  ^  —  (^    —  ^    ) »       ^i^j  ^  —  ^  (mod.  p),    aber   auch  voUstindig  be- 
stimmt durch  eine  der  linearen  Congruenzen  a^.^.^  ^  Wj  oder  ^.wr  ^^  2^^    (mod.  p). 
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n=  56 
^07^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  ^w)  haben  folgende  Primzahlen^: 


p 

/K) 

P 

A^,) 

•    P 

/K) 

23 

l  +  tTj 

359 

3 — 2nTjH-  tTj-f-Wg 

487 

3--3aT^4-4(rj 

151 

34-0^1 

431 

lH-2Wj— 3(r3-|-Wg 

751 

34-  %4-2ar^ 

Ideale,  die  in  zweiter  Potenz  wirklieh  sind,  haben  die  übrigen: 


p 

Pip,) 

P 

/V,) 

P 

/V,) 

79 

34-  tr^ — öoDfj 

599 

9— 1007,4-1 8(ü, 

919 

54-  9a7^4-3trj— 1207^ 

191 

11— 3nTj— 5afj4-4ayg 

823 

13—1507^4-  3aTj4-4o[Tg 

991 

13— 16a7j4-4a7j4-12a7g 

263 

154-60^1— 2aTj 

863 

34-  707^4-  9a7j— 4aTg 

IV,  1,     p  =  bevi  4-  17  ,  —  23  ; 


07^  ==  w''  -f-  oü"''  4-  oü^'"  4-  w 


-15. 


.'Air 


-»3'-  _   ,..»ir 


d.  h.   die   primitiven   Perioden   kommen    hier  unmittelbar   auf  die   4ten  Einheits- 
wurzeln zurück,  wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     73,     89,     241,     257,     313,     353,     409,     521,     577,     761,     857,     929 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  j>  —  4m  4- 1  in  n  =  4. 


Anmerkung  zu  n  =  56.     Während    hier    weder    vier-,    noch    zwölfigliedrige  Perioden   stattfinden, 
existiren  folgende  ffir  n  =  56  eigenthflmliche  Complexe  von  je  12  Wurzeln: 

w  -  ^3  4.  w»  +  «*  +  w"  4-  w''  -  «"  -  w"  -  w"  -  w"  4-  «"  -  w"  =  yü~  , 
w  4-  w'  4-  w*  4-  w*  —  w"  4-  w"  4-  w"  —  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  =  Y^^  . 
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71=  60 

I.    p  =  60/n  4- 1. 

16  primitive  Wui'zeln,  deren  Gleichung: 

to"  -4-  ciü^*  —  oü*®  —  oü®  —  to*  -+-  oü'  +  l   =  0  , 

mittelst  derer,  oder  der  beiden  w*®  +  w'®  4- 1  =  0 ,  w*'  +  w"  +  w"  +  w"  -|-  1  «=.  0  , 
von  den  nichtprimitiven,  d.  h.  den  15ten  (oder  30ten),  den  20ten  und  den  12ten 
Einheitswurzeln,  die  beiden  letzteren  durch  die  primitiven  sich  ausdrücken  lassen : 


11 


13 


,i  ,.ii        .17  _.    ,.aj       ,  J9 


u;»   =  a;"-ai'% 


Oü'^   =  —  to  4-  w" 


w"  =  —  oü'  4-  w"  ,    und 


(lü**   =   — (lü  +  w'  —  w"  +  w"  . 


61 
181 
241 
421 
541 
601 
661 


+   10 

—  86 

—  97 

—  197 

—  89 
+234 
+119 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 

(Vgl.  n  =  15,  20,  12,  4,  X.  =  5,  3). 


4-  26 
4-  6 

—  118 

—  34 

—  56 
—276 
4-136 


4-  18 

—  51 
4-  9 
4-  73 
4-120 

—  160 
—191 


.  13 

OD 

—  30 
4-  8 
4-  90 
4-148 

—  17 

—  183 
4-  61 


—  2 

—  68 
4-  83 
4-128 
4-191 
—289 
4-  65 


—  17 
4-  71 
4-107 
4-173 
—266 
—154 
—308 


+  7 
4-  30 
4-  96 
4-161 
4-  29 
4-233 
—209 


4-  6 
4-  40 
4-  83 
—156 
4-231 
—244 
—  60 


/(w),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(«) 

p 

/(^) 

P 

/(«) 

61 

14-w  4-w" 

421 

1— Oü*  — w' 

601 

1—»'+«' 

181 

1— w*4-w^ 

541 

14.c«;^*-a;"4-ai" 

661 

l_«,»»_a,'» 

241 

1  — C^»_0ü8 
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n  =  60 

IL    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

8  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.   j?  =  60/n  —  1 ; 


07-  =   Oü''  4"  w"'*  =   w'* 


ou 


ao-r 


womit  die  8  primitiven  Perioden: 


1  J9  » 


tr,    =    —  07,3  , 


11  19  » 


13  "^IT» 


Wurzeln  der  Gleichung: 

oj'  —  707^  +  Uw*  —  Str'  -i-  1  =  0  , 

unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  ^^^k  ="  ^k-i  "^^k+i  ihi^e  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  zweiglie- 
drigen Perioden  erster  Art  der  15ten  (or^,. ,  oder  der  30ten  w^^,  einschliesslich 
die  der  5ten  w^^^  oder  der  lOten  Wg^),  der  20ten  (or,^)  und  der  12ten  (wjn  wäh- 
rend 


sor 


~   "■  ^  '      ^\or  ==    ^  »      ^isr   =   ^)- 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

59 

w 
1 

—28 

—     9 

w 
11 

—  22 

w 

18 

—29 

w 

5 
—     11 

P 
479 

«^1 
4-  40 

^7 

4-  28 

w 
11 

—126 

w 

18 

4-145 

«^5 

4-  31 

179 

—  31 

+  21 

4-  38 

—  5 

—   19 

599 

—  133 

—  142 

4-225 

4-177 

—188 

239 

4-88 

+107 

—  65 

—49 

4-106 

659 

4-  51 

—  117 

4-159 

4-156 

—  176 

359 

—31 

4-108 

—  15 

—  9 

—  163 

719 

—318 

4-349 

—  96 

—271 

4-315 

419 

+49 

—  199 

4-180 

—38 

4-  29 

839 

4-358 

—  99 

4-240 

4-183 

4-  41 

/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**)     ^/(^^  —  —p 


p 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

/K) 

59 

1-207,, 

419 

2-07,4-tI7j,-Of,3 

659 

2—    07^4-07^ 

179 

07      — 207 
8                 18 

479 

^-w^-hWj 

719 

34-  «7,-4-^5 

239 

14-    Wj    —    07^ 

599 

24-tF^4-a7,, 

839 

24-2a7j— oPy 

359 

14-  w^  — 2o7j, 

,  —  07 


18 


*)  Hier  ist  07 ,  bestimmt  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen  07J  ^  2  —  w«g  f 
07  —  w^^  ^  07^  ,  ot3^,w,  j  ^  ^  "^  ^12  (™o^*  p)t  ^'  ^'  ^^^  ^^^  Congruenzwurzeln  für  die  Perioden 
der  löten,  20  ten  (und  5ten)  Einheitswurzeln  (vgl.  n  =  15,  20,  X.  =  5);  während  für  die  der  12ten 
das  Zeichen  durch  die  Congruenz  07  ^  07  —  ^7  "^  ^n  "*"  ^13  bc8t>™™*  wird,  daher  sind  die  Con- 
gruenzwurzeln für  07^  beigefügt,  deren  Zeichen  bei  n  =  12  unbestimmt  geblieben  ist;  alsdann  befrie- 
digen obige  Zahlen  auch  die  linearen  Congruenzen  wie  w  07    ^  ^j  +  ^5  >     ^i°^5  ^  ^4  —  ^ji 

u.  s.  w.   (mod.  p), 

•*)     Hier  ist  07    der  Kürze  wegen  hin  und  wieder  gebraucht. 


552 


n  =  60 

II,  2.     p  =^  60m  4-  29  ;         -     —  -  •'^  -^  •  •"'    —  -  •'"  -^  '•"-»• 


w^  s=  w'-  4-  w*»'    =  üü»"  +  tu" 


womit  die  8  primitiven  Perioden: 


1  Jl 


tr     =  —  tr 

7  *S7 


11  41  ' 


IT      =  —  tr      • 

IJ  *41  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  +  9(r*  +  26tr*  -{-  24tr'  +  1=0, 

unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  tr^tr^  =  —  Wi^__i  +  Wj^^^  ihre  fundamentalen 
Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Perioden,  d.  h.  den  w^^  (denselbea 
wie  in  U,  i),  den  w^^,  welche,  hier  die  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der 
20ten  Wurzeln    sind,    und  den  tv^^,    welche  hier   die  4ten  Einheitswurzeln  sind 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Vgl.  n  =  15,  20,  4,  X  =  3,  6). 


p 

29 

w 
—  6 

-h   10 

^11 

-h   9 

^is 

-h   8 

89 

4-20 

—  12 

4-36 

4-38 

149 

4-46 

4-  54 

4-30 

—67 

269 

—60 

—  98 

—46 

—  2 

389 

—  5 

4-133 

—30 

—  7 

P 
449 

^1 
4-224 

«^7 

—  16 

w 
11 

4-121 

tr 
11 

—186 

509 

—  124 

-159 

—  198 

4-  68 

569 

—  56 

4-125 

4-  67 

4-162 

809 

4-180 

—  62 

4-321 

4-397 

929 

4-288 

—  38 

4-113 

4-392 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  Form  fiu) ,  w^) ,  welche  hier  nicht  erhoben  ist. 


N(i- 


Normen  complexer  Zahlen  in  tr. 

N(\  ±  tr)  =  61  ,  N(2  4-  tTj,)  =  5  .  269  , 

A'(2  -+-  ojj  4-  tTy)  =  N(2w^  4-  Wg)  =  29  .  89  , 
N(w^  —  tr^  -  tPg)  =  5  .  149  =  iV(tr,j  —  tr^^  -  tr^^)  , 
N(i  -t-  tr,  4-  Wj,)  =  5  .  89  ,  N(w^^  4-  w^^)  =  9  .  29  , 

^11  +  "'is)  =  5  .  29  =  A^(l  —  t»j  4-  tr^) ,  N(l  -4-  w,  —  w^,)  =  9  .  89  u.  8.  w. 


•)     Hier  ist  w^   die   gemeinschaftliche  Wurtel  der  Congraenzen :  wj  ^  — 2  —  «f     » 


5  —  1  4-  OTjj  (mod.  p),  (in  welchen  hier  die  Congrnenz 
tTj  —  Wj  —  ^11  "^  "^la  ^  ^4  ^^*  ^*  —  V — l)  (rood.  p)  begriffen  ist);  sowie  linear  durch 


1  11 


—  Q7     ,        tIT   tu 

»'  111 


14 


—  w   —  w 


li 


tr^tTj  ^  tXT^  4-  07     ,  oder  tr^w 


07^^  u.  s.  w.  (mod.  p)  TÖllig  bestimmt. 
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n  =  60 
II,  3.     2?  =  60m  —  29  ; 


w^  =  oü'"  -h  w" 


.-"-  =  0,         w^,^  2«*% 

d.  h.   die   nichtverschwindenden  Perioden  reducireu   sich   auf  die  15ten  Einheits- 
wurzeln, und  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

31,     151,     211,     271,     331,     571,     631,     691,     751,     811,     991, 

haben  auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I5m  +  i  in  n  =  15. 


II,  4.     p  =  60m +  19;         Wr  =  (Jü^-h 


Oü 


19r 


also  die  8  primitiven  Perioden: 


w 


IT 


33 


17  w       -r  w  w^y 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w'  4-  507^^  +  2007*  4-  2507*  -i-  25  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der  löten  (07^^  oder  07^^  der 
30ten;  einschliesslich  die  der  5ten  «7^^^),  denen  erster  Art  der  20ten  (07^^  wie  in 
II,  1)  Wurzeln,  und  den  3ten  Wurzeln  selbst  (07^^^^  =  2w*®'*,  während  07^^  =  0): 


07:   = 


P 
19 
79 
139 
199 
379 
439 


07  07 
1     17 


07  07 
18 


07  07 
18 


«^1 

+  4 
+  4 
—  45 
+  12 
+  92 
+219 


2w'«  -  073  , 

—  1  —  207 


n  » 


<«". 


^    07     —  07 

4  88 


07   Q7  ^^s    tZ7     ■*"  07 
17  '*^8  44  » 

Of   07    ^  :=s    —  207     : 
l     80  9  ' 

07-07--  5^    tr.,  —  07 


07  07         b:    -—  2  +  07       . 
1^11  ^^       18  ' 

07.07.    =s    07, 


14 


17 


1     88 


11 


17  » 


07  07      ^  07   : 

1     44  8  ' 


.40 


WjtTj    =    —  26ü   "  +  07^3  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


«^7 
+  1 

—  38 

+  39 

—  52 

—  55 

—  35 


07. 


11 

—  9 

—  13 

+  11 

—  78 

—  144 

—  134 


07 

17 

—  7 
+  5 

—  9 

—  60 
—152 

—  161 


p 

499 

«^1 
—200 

«^7 

—  90 

07 
^11 

—  56 

07 

17 

—125 

619 

+213 

—237 

+  36 

+  82 

739 

—  42 

+  175 

+138 

—  164 

859 

—390 

+204 

—428 

—  14 

919 

+399 

—339 

+  10 

+413 

•)     Hier  ist  w^  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen     07 J  ^  2eiü'®  —  or   , 


w. 


w. 


Congruenz  wie 


s  07^,     0^1^11  ^  — ^"^^19  (J^^^-  p)i  ^^^^   <^^^^    linear   völlig    bestimmt    durch    eine 
ie  w  oü"®  ^  —  07    oder  w  07^  ^  w  *  etc.  (mod.  p). 


70 
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n  =  60 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  ß,uj ,  w^) 

Normen  complexer  Zahlen  in  är- 

N(i  —  tr^  +  w^)  =  19'  ,  N(l  ±  Wj)  =  N(w^  —  tr^j)  r=  4  .  19  =  iV(l  +  w^^  -  «")  , 

N{2  +  (Tjj  —  oTjy)  =   19  .  139  ,       N{1  —  2w^^)  =  19  .  439  ,  N{w)  =»  6*  . 


II,  5.     /)  =  60m  —  19  ;  tr^  =r  oü'^  +  w""''  =  —  w""  , 

d.  h.   hier  reduciren  sich  die  primitiven  Perioden  auf  die  20ten  Einheitswurzeln, 
wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

41,     101,     281,     401,     461,     521,     641,     701.     761,     821,     881,     941, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  20m  +  l  haben,  (vgl.  n  =  20). 


II,  6.    p  =  60m  +  11 ;       07^  =  w'"  4-  w^^'^  =  w''  +  w"+'' , 
also  die  4  primitiven  Perioden: 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w*  4-  3aT*  +  907*  +  27t»'  4-81=0; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  unter  einander  und  zu  den  nichtprimitiTen 
Perioden,  d.h.  den  5ten  Wurzeln,  w^^  =  —  w'*''  sowie  w^^^  =  2»"'"  (oder  der 
lOten,  Wj^  =»  —  w**'",  Wg^  =  2&y*''),  und  den  Perioden  der  12ten  Wurzeln  w^^, 
w^ährend  w^^  =  0,    tr^^^  =  —  w^^^  =  —  l  ist: 

t\  =  3:«",  w^Wj  =  —  3w**,  w^aT^3  =  3w'* ,  w^w^,  =  —  3; 


36 


urv    =  —  ou     ;         tF,aT^   =07,,  tr 

1       «  14  » 


o[f      =  2otT     .  etc. 
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n 

\  «  60 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

p 
11 

w 
1 

—  1 

—  2 

w 
11 

—  4 

«^19 

+  3 

P 
311 

w 
1 

—113 

«^7 

—161 

w 
11 

—  56 

^19 

—113 

71 

—21 

—  2 

—34 

—10 

431 

+  28 

—  74 

+134 

+200 

131 

—49 

—23 

+40 

—24 

491 

+155 

— J35 

—  120 

+  57 

191 

+19 

+23 

+58 

+30 

911 

+335 

+  12 

—228 

—223 

251 

—29 

+54 

—  14 

+78 

971 

+  35 

—283 

+374 

—333 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  ß^M ,  m^). 


N(w^  +  w^  +  Wjg)  =  81 . 5 .  11 , 


Normen  complexer  Zahlen  in  tJ. 

ll^  N(2-^Wj)  =  11.71,  N(l 


iV(i-tr  - 


OJy    +    Wig)      =       131.11, 

W,-)    s=    11  .  191    U.  8.  w. 


II,  7.     p  =  60;»—  11  ;         w^  =  üj^  -h 


(M) 


-llr 


also  die  4  primitiven  Perioden: 


19 


OTy    =    w'     —  w"    =    —  «^i,  »  «^11 


=   o;"  -  t^"   = 


w 


—  ^39' 


IT 


IT  ,   «8    ^ 


Wurzeln  der  Gleichung: 

w^  —  307*  +  8o7*  —  307*  +  1  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  07^^  (denselben  wie  II,  4),  den  or,^  (denselben  wie  in  II,  2),  und 
den    12ten  Wurzeln    selbst    or^^  =  2»*''    (einschliesslich    die  vierten  und  dritten 


w|  =  —  2tti"  —  <r, 
ip  m    =  —  2o7     : 

OJjOT^    =    2w*  +  0^17  > 


07jOTy    =    —  W 


20 


40 


tF  07         ass    2  +  Of       . 
111  ^^       11 » 

07,07.    =    —  2w*^  —  07. 


W 


07      =  1  : 

l^lT  *  » 


07^07jg    =   —  2oy*  ,  ^1«^44   =   —  2^"  —  «^,  » 


IS 


36 


WjW 


34 


♦)     Hier    ist  or,    völlig    bestimmt    durch    eine  line&re  Congnienz  wie  tr.OT^  ^  — w      oder 
=  07^  (mod.  p)j  sowie  als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz  w'  es  3w      (mod.  p) 
und  eines  Systems  von  4  Congmenzen,  deren  erste  w^  —  07^  +  07^^*-  w^^  ss  w^  (mod.  p). 
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n  —  60 

Congruenzwurzeln 

med. 

?.*) 

p 

109 

«^1 
—  15 

^7 

+  26 

^11 
+  21 

«^17 

+  29 

P 

709 

«^1 
4-  72 

7 

—  115 

*ii 
—  37 

—12$ 

229 

+  30 

—  110 

4-102 

4-  84 

1 

769 

+289 

+270 

—225 

—306 

349 

+     6 

—  164 

—  34 

—  58 

1 

829 

—335 

—  12 

+  69 

+146 

409 

—  174 

-4-186 

+  11 

—  181 

/(trj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/(«,) 

P 

/(«p,) 

P 

/(«,) 

109 

l+0D,+af,g 

409 

l_„^_  «r^  ^a,^^ 

769 

2-207  +tr  — w 
1^^    r        IT 

229 

2-tF^+(r^  -CF,, 

i          709 

2+W|+2a7j, 

829 

2_  w,+»T,+w„-f-«r^, 

349 

2-aT^-tF,^ 

1 

1 

III.     j^  zum  Exponenten  4  gehörig, 
4  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  4  Fällen: 

111,    1.     ;>  =  60/n  +7,-17;         tr^  =  üü'^  +  w"^  +  w"*"  —  w 
also  die  4  primitiven  Perioden: 


r    ,     ..7r    1    ...-llr         ...-17r 


xr     =   cw  +  cw'  —  w^'  —  w*'   ==   —  iTjj  , 


tr      = 
11 


u;"  +  u;»^ 


=    —  CP 


as 


Wurzeln  der  Gleichung: 


00*  —  5tr'  +  25  =  0  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  3ten  Wurzeln  w^^  =  —  w*^''  sowie  w^^^  =  4»'^''  (oder  der  6ten 
""»r»  "^lo")  "°^  ^^^  viergliedrigen  Perioden  der  20 ten  Einheitswurzeln  w,^,  wäh- 
rend Wj^  =  0,    07^,^  =  —  1 ,    tTg^  =  +  1 : 


trj  =  -  5u;»^ 


tr 


tr      =  5  : 
111  » 


tTjOPj  =  3w*^  ; 


07   00       ss=    flp 
14  Jl 


00  tF       s=   4op    • 
l     JO  1 


^     Hier  ist  oo    als  die  gemeinechaftlichc  Wurzel    der  Congmenzen:  oo|  a 

s  —  cü'^  (mod.  p),  sowie  durch  eine  lineare  Cougruenz 


-  20,"  - 


tr    . 


S5 


00   00 


tu     —  00      ^=    — 

17  -      - 

xp.w    ^s.  —  tr^.  oder  oo,or.  ^  u;      u.  s.  w.  (mod.  p)y  völlig  bestimmt. 


34 


1    • 


557 


n=«  60 

Congruenzwurzeln  med.  p.*) 

(Vgl.  X  —  3,  n  —  20). 

p       w^ 

7—2 

+  1 

P 
223 

1            11 
4-52     +73 

P          w^          w^^ 
523     —164     —  67 

43     —20 

—  11 

283 

—  94     —  15 

547     —259     —226 

67     4-49 

—  4 

307 

—  107     —  23 

607     —300     —172 

103     4-39 

—21 

367 

4-39     4-66 

643     4-306     —187 

127     463 

—  10 

463 

—  56     —157 

727     —207     +     7 

163     +  6 

4-28 

487 

—203     —  60 

p 

787 
823 
883 
907 
967 


w 
4-242 
4-205 
4-  9 
+204 
+363 


w 
11 

+361 
—281 
+393 
—369 
—309 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  fiui ,  w^) 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  ±  Wjj)  =  3.7,  N(l  +  07^+  OTjj)  =  2.7,  Nil  —  2£«'^  —  Wjj)  ==  3  .  43  , 

N^i  +  w^j)  =  3 .  67       und   80  gibt   es  überhaupt  stets   ein  <})(Wj) ,    dessen  Norm 
gleich  2p  oder  3p  ist. 


in,  2.     p  =  60m  —  7  ,  +  17  ;         ocf^  =  w"  +  w"'''  +  w""''  +  w"'' 


Wj    s=    6ü'  +  c«^*  —  W^'  —  W**    =    —  W       , 


also  die  4  primitiven  Perioden: 

3S  19  17 

tr^  s=  6ü  —  (t)     —  w     +  oü  =  —  tr^g  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  —  7tiT'  +  16  =  0  ; 

mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiven  Pe- 
rioden, d.  h.  den  viergliedrigen  Perioden  der  1 5  ten  Wurzeln  w^^  (oder  der  30ten 
tr,^,  während  tü^^  =  —^j^r  —  ^)»  ^^"^  ^^^  ^^^^  Wurzeln  selbst  w^^  ■=  2»"''  (sowie 
tp,r  =  —  oü"^    w^^^  =  4»"'",  während  w^^^  =  —w^^r  =  2): 


OT, 


4  —  «T^, 


tF  w^  =  2w**  +  w  ,         w.w^^  =  —  4c«^* . 


w  w    ^  4  I 

1     98 


BT    TTf         SS:s      — ■    Ol 

II  4 


(tr^Wj  ==  207^); 


w   —  w 
1  11 


*)     Hier  ist  w    die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congnienzen  tr^  ^  —  btu^^  , 

w   ,     ^i°^ii  ^  ^  (mod.  J9)   and    damit   TöUig  bestimmt,    sowie   durch  eine  lineare 

==    o- .46    ^^^«    _   .„30    ^    ^^    ^u^^j     ^j 


Congruenz  '^«ocr    ^  3w      oder  w  to 
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n  «  60 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 
(Vgl.  n  =  15  ,  n  =  4) . 


P     Wj 

tu 

P 

"^i 

«^T 

P 

w 

^T 

P 

«'i 

«'r 

17—7 

—  3 

233 

+  94 

-*-  5 

557 

—  143 

+261 

773 

+  106 

—  150 

53  4-  6 

—  17 

257 

—  125 

—  109 

593 

+  96 

+173 

797 

+199 

—  16 

113  —42 

—27 

293 

—  22 

+133 

617 

+206 

+  12 

857 

+176 

+38« 

137  -MO 

—27 

317 

—  77 

+  37 

653 

+201 

+  52 

953 

+  86 

— 4t6 

173  4-37 

-56 

353 

—  75 

—  33 

677 

+333 

+307 

977 

+161 

—  91 

197  +36 

+22 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(w ,  w^) , 


Normen  complexer  Zahlen  in  ij . 

iV(3  +  tTjj)  =»  2  .  17  ,         A^(l  +  07^  +  07^)  =  5.17,         N{2  —  or^  +  w^  +  tr^)  =  2  .  53      und 

80  überhaupt  Normen  =  2p  oder  =  5p. 


III,  3.     p  =  60m  —  13  ,  +  23  ;         tr^  =  w'^  +  w""''  +  w""''  +  w"'' , 


also  die  4  primitiven  Perioden: 
Wurzeln  der  Gleichung: 

07*  +  w'  +  4  =  0  ; 


07^  =  0;^  +  w*'  —  w^*  —  (t)^^  =  —  a7jj  ; 


mit  den  fundamentalen  Relationen  zu  einander  und  zu  den  nichtprimitiTen  Pe- 
rioden, d,  h.  w^^  (denselben  wie  in  UI^  2),  w^^  oder  den  viergliedrigen  Perioden 
der  20ten  und  w^^  =  2(£ü*'^  —  w'**)  oder  den  Perioden  der  12ten  Wurzeln,  (während 

^ur   =    <^»      ^i,r    =    —  «^sr   =    -  ^  »      ^jor    =    -  W,^.    =    —  2   ist)  : 


1  4 


tr^Ty  =  —  2  ;  oTjOP^  =  oPj  +  07^  , 

^1^3   =  2  +  tp^  ;         tTjTTj  =  2  +  2a7jg  . 


IV  07      =B  2tF   : 


^     Hier  ist  w    als  die  gemeinschaftliche  Warzel  der  Congruenzen :  tv?  es  4  —  tv 


er     —  tr 

1  7 


-«", 


IT   CT 
IT 


4  (mod.  p)f  sowie  durch  tr^Qcr^  ^  —  07    u.  s.  w.  völlig  bestimmt. 


559 


«  =  60 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 

(Vgl.  n  =  15,  20,  12). 


p 

23 

«^1 
4-11 

+  4 

w 

4 

—  6 

P 
383 

«^1 
+  38 

w 

T 

—  121 

«^4 

+  88 

P 
683 

—  136 

—  172 

w 

4 

+216 

47 

—  3 

—15 

—  9 

443 

—205 

+  67 

+  60 

743 

—128 

—267 

—  38 

83 

+36 

+23 

+32 

467 

+214 

+  48 

—  30 

827 

—392 

+173 

+  158 

107 

—  11 

—29 

—14 

503 

+  27 

—205 

—226 

863 

+  66 

—340 

—  41 

167 

+  6 

—56 

—36 

563 

+  23 

—  98 

+  34 

887 

+440 

+254 

—234 

227 

+  12 

—38 

+83 

587 

+  236 

+  194 

+  69 

947 

+  19 

—349 

—361 

347 

+  8 

—87 

—64 

647 

+  39 

—  83 

—227 

983 

+477 

+373 

—456 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  erhobene  Form  /(w  ,  m^) , 


N(i±w)  =  2.3, 
iV(3  +  Wj)  =  2  .  47  , 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

N(w^  —  «T^  —  oTjg)  =  2  .  23  ,  iV(l  +  2aT^)  =  3  .  23  , 

N{2w^  +  OT^  —  Wy)  =  3  .  47  ,  N{1  +  Wj  +  207^)  =  2  .  83  . 


*)     Hier  sind  die  primitiven  Perioden  linear  durch  die  beiden  Congruenzen  bestimmt: 


w 


1  +  «^T    =    - 


W 


s  » 


w   —  w 


.4  a» 

(MJ     OD 


(mod.  p), 


also  durch  die  Congruenzwurzeln  bei  n  =  20  und  n  =  12;   die  übrige  Congruenz  aber,  07'  ^  — 07 
(mod.  p),   welche  die  primitiven  Perioden  mit  den  Congruenzwurzeln  bei  n  =  15  verknüpft,  bestimmt 
nur  den  bei  n  =  15  unbestimmt  gebliebenen  Index,  wesshalb  die  w    in  die  Tafel  aufgenommen  wor- 
den sind  (das  w    in  obiger  Tafel  ist  somit  bald  das  w    bald  das  tr.  in  der  Tafel  für  n  =  15). 
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n  =  60 
III,  4.     p  =  60m  +13  ,  —  23  ; 

d.h.  die   primitiven  Perioden   reduciren   sich  unmittelbar  auf  die  12ten  Einheits- 
wurzeln, daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       37,       73,       97,     157,     277,     313,     337,     397,     433, 
457,     577,     613,     673,     733,     757,     853,     877,     937.     997, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =»  I2m  + 1  bei  n  =  12 . 


Anmerkung  zu  n  =  60.  Es  gibt  hier  zwar  keine  achtgliedrigen  Perioden,  aber  ron 
Bedeutung  sind  die  folgenden  Combinationen  von  8  primitiven  Wurzeln,  wovon  übrigens  nur  die  ^rtte 
für  fi  ■■  60  eigenthümlich  i«t,  während  die  übrigen  auf  die  Relationen  der  60ten  mit  den  16ten, 
20ten  und  12ten  Einheitswurzeln  beruhen: 

X  +  *'  +  *"  -  OL-"  +  a"  -  !."  -  ct."  -  u.."  =  yil , 
tt.  +  a,'  _  »,.»  _  a."  -  <."  -  tt,"  +  «"  +  a"  =   -  »C^" , 
tt.  _  a'  +  *»  +  *»  -  tt"  -  a"  +  a"  -  =t"  =  f^ , 
,,_»'_  a."  +  «,"  +  x"  -  a"  -  a"  +  a"  =  -  JCZI . 
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n 


68 


I.     2>  ==  68w  +  1 . 

32  primitive  Perioden,  deren  Gleichung: 

wodurch  sich  von  den  nichtprimitiven  die  4ten  Einheitswurzeln  mittelst  der  primi- 
tiven ausdrücken  lassen: 


P 
137 

409 
613 
953 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 

(Vgl.  wegen  der  nichtprimitiven  Wurzeln  bei  X  =  17  and  n  =s  4). 


+  7 
+182 
4-275 
—302 


—  68 

—  92 
4-237 

—  2 


—  44 

+  51 
4-231 
—385 


4-  36 
4-154 
4-101 
—255 


—  17 
4-  48 
4-145 

—  8 


Ui 


11 


—  11 
4-169 
4-281 
4-366 


4-     9 

—  27 
—246 

—  47 


4-  30 
4-135 
4-187 
—  32 


P 

137 
409 
613 
953 


—  32 
4-103 
4-  59 
—268 


—  61 
—106 
—152 
—128 


4-  25 
4-121 
—  24 
4-138 


—  8 
—196 
4-  93 

—  119 


4-  19 
4-162 
4-176 
4-441 


—  28 
4-     8 

—  69 
—401 


—  2 

—  40 
—269 
4-477 


.   SS 

4-  39 
4-200 
—107 
—142 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal. 


Normen  complexer  Zahlen  in  w. 


iV(l  -  t«;*  ~  (jü^^)   ==  137'  , 

N(l  4-  w'  —  w"  4-  w")  —  409  .  3673  , 

^(1   to"   w"   w")  =  409  .  1361  , 

N(l  —  w*  4-  tiü*  4-  w")  =  613  .  2789  , 

JS^(1  +  u;"  —  u)^^)   —  953  .  137  . 
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n  ==  68 

II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.    p  =  68m  —  1 ; 

w^  =  oü'^  +  w"''  =  w''  — w'*-'*,     Il(tüj)  =  17, 

womit  die  16  primitiven  Perioden: 

gegeben  sind,  sowie  durch  w^w^  =  ojj^.^  +  tvj^^.,  die  fundamentalen  Relationen;  die 
nichtprimitiven  Perioden  sind  die  tr^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  Perioden  der 
17ten  (oder  w^^  der     34ten)  Einheitswurzeln,  während  w^^^  =  0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

P  W^  OT,  W^  Wj  W^  W^^  tü^,  W^j 

67  25  —  6  —  28  —  18  -4-3  —  11  4-16  —  26 
271  75  —  26  +67  -{-  77  +117  +97  +62  +23 
883         35       +386       —362       +154       —258       +426       +286       —316 


/(wj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^)  =  —  p. 


p 

/(«i) 

P 

/(tn,) 

P 

A^,) 

67 

l+OT^  +  tF^ 

1              271 

l+tr^-«r„ 

883 

2+Wj+Wj+Wg 

•)     Hier    ist    w^    diejenige    Wurzel     der    Congruenz     w\  ^  ^  ~  °^ji    (»od«  />)  i     welch« 
0  und  <  |p.    Was  X  =  17  ,  U.  »,^  ,       t,^  ,       ,7^  ,       »^^  ,       t,^  ,       »,^  ,       »,^  ,       »,^  , 

heisst  hier    or^  ,    Wj, ,     tF,, ,    tr^^  ,     w^^ ,     tr,^ ,      or,  ,    w,^     resp. 
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n  =  68 
II,  2.     j?  =r  68m  +  33  ; 

w^  =  w'^  +  tiü"^  =  w''  +  w"-'',     n(tr^)  =  1  , 

womit  die  16  primitiven  Perioden,  welche  dieselben  Indices  haben  wie  in  II,  l, 
unmittelbar  gegeben  sind,  sowie  durch  w^wj^  =  —w^_^-\'Wj^^  die  fundamentalen 
Relationen;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  hier  w^^,  dieselben  wie  U,  l,  und 
Wjy^  =  2w"'',  d.h.  die  4ten  Wurzeln  selbst. 

Co'ngruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

101 

+  21 

+  32 

^5 

+  15 

«^7 

+  48 

w 

9 

+  39 

^11 
—  42 

u 
+  40 

—  14 

373 

-T  87 

—  46 

—  170 

—  174 

—121 

+  171 

+  79 

+  19 

509 

+U1 

4-  72 

+127 

—  80 

—  142 

+117 

—  186 

+  39 

577 

—  9 

—  179 

+154 

+267 

+  81 

+109 

—266 

—261 

Für  p  =  509 
sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  ^',  einschliesslich  die  nichtprimitiven: 


w. 


+141— 203p 


w. 


w. 


w. 


tr. 


8  "4  "5  r 

72—137^    +  4—  9p    +127— 181p    —  80+129p 


tr. 


w. 


tr. 


tr. 


w. 


8  ^9  ""ll  ""ll  II 

+  14—  72p         —142— 136p         +117— 155p         +  52+104p         —186— 104p 


w. 


IS 

+  39+235p 


w. 


16 

+194+  20p 


tr. 


w. 


20  J4 

+215— 242p         +157+132p 


w. 


38 

—  96— 133p 


w 


33 


—  32+199p  . 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal. 


*)  Hier  ist  tr^  völlig  bestimmt  durch  w^uu^^  ^  —  w^^  (mod.  p),  sowie  als  die  gemein- 
schaftliche Wurzel  der  Congrueni  w\  ^  —  2  —  tr^^  (mod.  p),  nnd  eines  Systems  Ton  8  Congraenzen, 
deren  erste  w^  —  tr^  +  w^  —  tr^  +  w^  —  w^^  +  w^^  —  w^^  ib  —  w       (mod.  p), 
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Normen  complexer  Zahlen  in  Ij. 

N(l  ±  w)  =  N(w^  ±  OTjy)  =.  1597  ,  N(w^  ±  w^^)  =  9929  , 

N(l  —  ODTj  —  Wjj)  =  101  .  577  ,  N(l  —  Wj  —  Wj,)  =  101  .  373  , 

N{1  +07^  +  W^)    =    17  .  509  ,  N(W^  +  W„)    =    iSr(0Drj  +  tTjj)    =    lOl'  ; 

N(l  +w^  —  w^)  =  N(l  -{-  ar,  —  Wj,  +  oj^j)  =   16  .  613  , 
N(l  —  w,  4-  tFjj)  =  17  .  409  ,  N(2  +  w^j)  =  137  .  8«97  ; 

endlich  mit  den 

Congruenzwurzeln  med.  509*: 

N(l  —  tTj  —  w^  +  tTy  +  Wg  H-  OTjj  —  Wj^)  =  16  .  509'  , 
N(2  +  »3  +  w^  —  2try  —  2Wj  —  2a7j  —  w^^  +  w^j)  =  509!  101  .  1021  . 

II,  3.     p  =  68m  —  33  ;  or^  =  w*'  +  w*""''  «  0 , 

w^y  =  2w*'' ,  d.  h.  17te  Einheitswurzeln;  daher  sind  die  Primfactoren  der  p  =  I7m-f-l 
auch  diejenigen  der  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

103,     239,     307,     443,     647,     919, 


III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

in,  1.     p  =  68m+13,  +  21;  w^  =  w'' 4- w"'' +  Ol"'' +  w'^" ,  also: 

07^  =  0;    +  w"  -i-  w"  +  w"  ,  Wj  =  w'  —  oü*    4-  w"  —  w"  , 

w,  =  tt,^  4-  w"  +  u;"  +  w"  ,  tr,  =  Oü'^  -  w''^  ^  oi"  -  u;^»  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

w'  +  13a7*  +  4007*  +  13w*  4-1  =  0; 

unter   den  nichtprimitiven  sind  w^^,  die  viergUedrigen  der  17ten,  w^^^  =  4«*'^''  die 
4ten  Einheitswurzeln; 

fundamentale  Relationen : 

a7j  «  —  4  —  w,  —  2a7j,  ,         07^07,  =  —  1+  «f^  —  w^,  ,         w^w^  =-  —  l  -  Wj  -f  w,^  , 

W^«7j    =    1  . 
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n  =  68 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 
(Vgl.  X  =  17  und  n  =  4.) 


p 

13 

tr 
1 

—  3 

+  2 

BT 
—   6 

«^9 

+  4 

P 
421 

tr 
—  117 

+  38 

tr 
—  144 

tr 

9 

—  18 

89 

—  8 

—  38 

+   7 

+  11 

557 

—  10 

—204 

+243 

+  167 

149 

—  71 

—  70 

—  66 

—  21 

701 

+301 

—299 

+2U 

+  177 

157 

+68 

—  64 

—  27 

—  30 

761 

—337 

—  182 

—  46 

+  70 

293 

—53 

+115 

—  107 

—  94 

769 

+  50 

—268 

—  66 

+323 

353 

+77 

+  133 

—  69 

—  55 

829 

—  176 

+204 

+  191 

+325 

Für  ^  =  13  und  ;?  =  89 
sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  p^  (einschliesslich  die  nichtprimitiven): 


mod.  !>'    13 

89 


w 
1 

+62 


tr 
j 

+28 


tu 

4 

—54 


w 
—  6 


tu 

8 

+72 


—   8— 28p         — 38— llp         —  5+36p         +  7+39p         +18  — 13p 


P  Wj 

med.  p^     13  +30 

89         +ll+17p 


tr 

13 

+68 


w 

»4 

+82 


—43—  6p 


29+28p ;       endlich : 


tr. 


w. 


w. 


w. 


w. 


mod.  p*         13         +62— 2p*         +28— 2p'         —561— 3p'         —1020— 6p'         +748— 2p* 


tr. 


w 


19 


W 


94 


mod.  p*  13       — 815— 6p*       —101— 6p'         —  87— 2p'. 

Was  X  =  17,  m,  fi^t    >j, ,    >j, ,    >j, ,  heisst  hier  resp.  w^ ,    w^^,    w^,    w^^. 


P 
P 


ytwj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  y^tr)  haben  folgende  Primzahlen: 

149  ,    y^tTj)  =  1  +  tFj  -  tr,  ;  p  =  157  ,    /(w^)  =  1  -  tr,  +  t«r^,  ; 

829  ,    yitTj)  =  3  +  tr^  —  tüy . 


*)     Hier    ist  tr      völlig    bettimmt    durch    w  'jj^^  ^  —  w    (mod.  p),  sowie  als  die  gemein- 
schaftliche Worrel  der  Congnienz  tr'  ^  —  4  —  ar   —  ^^i,  (jf^od.  p),  nnd  eines  Systems  ron  4  Con- 
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gmenzen,  deren  erste  (zareichende) :  x^  —  x   —  x    +  x    ^  —  u      (mod«  p) 


566 


n  =:  68 
Die  übrigen  haben  ideale  Factoren,  in  4ter  Potenz  wirklich  fQr 

p  =  13,  89,  421,  557,  701,  761,  769  ; 
z.  B.     ^  =  13  ,    /*{w^)  =  1  —  2»^  4-  3Wj  +  3oT^  *-  w,  —  w^^  ; 
und  vielleicht  schon  in  zweiter  Potenz  ftlr  />  =  293 ,  353 . 


Normen  complexer  Zahlen  in  tif. 

A\l  4-  Wj  4-  w,)  =   13  .  89  ,  N(2  —  (Tj  4-  w,  —  w,)  =  421 .  89  , 


N(Z  —  oTjj  —  üü")  =  557  .  13  , 
N{i  —  Wj  —  Wj^)  =  13  .  101  , 
JV(4  4-  Wy  4-  w")  =  16  .  769  .  13  j 

N{w^-h(^^^)  =  16, 
A^(2  4-07^  —  073)  =  4  .  353  , 
A^(l  4-  tr^  4-  W3)  =  4  .  409  , 
N{w^  4-  w^)  =  iV(l  4-  OTg  -  w")  =  13V; 

iV(3  —  2w^  4-  207^^)  =  613  .  13*  , 


A^(2  —  oTj  —  w,)  =  701  .  13  , 

N{Z  —  OT^  4-  Wy  —  tTj,)  =  101 .  761 

ferner : 

N(l  4-  w^  —  OT,^)  =  4  .  293  , 
N{1  4-  tr^  4-  tr,  4-  tTj)  =  4  .  509  , 
JV(aTj-aT^-tr,,)  =  4.13', 
iV(l  —  2try)  =  13  .  137  , 
A^(2  —  2a7j  —  tTy  —  BT,)  =  17  .  89'  ; 


endlich  mit  den  Congruenzwurzeln  (mod.  13^): 

N{1  —  4w^  4-  3w^  —  w^)  =   13*.  149  ,  N(2  —  ar^  —  ar^  —  207^  4-  tr,  —  2w^^)  =  16  .  13*  , 

N{S  4-  tTj  —  207^  —  07^^)  =  13*.  13  .  101  . 


IIIj  2.     ;?  =  68m— 13,  —  21  ;         tr^  ==  w'  4- w""'' 4- ä;"'^  4- w"'^'^,     also 


07^   ==  w    —  tt;\*  —  w"  4-  w"  , 


or 


^   =  a;'  4-  üy*    4-  cw"'  4-  w"  , 
tTg   =  üü'  4-  Oü"  4-  01-^'  4-  w"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


«7*  4-  1707*  4-  6807*  4-  8507*  4-17  =  0; 

unter  den  nichtprimitiveu  sind  w^^  dieselben  wie  III,  1,  dagegen  tr^^^  =  0; 
fundamentale  Relationen : 


otJ  =  -  4  -  07,  4-  2trj,  , 


1     J  8  24  » 


07  07 


07—07 
8  "'if  » 


07 


^07^  =  1  4-2o7^  ■^"^"'u  • 
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n  =  68 
Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

47 

1 
1 

tu 

—  10 

16 

TT 
f 

—  7 

P 
599 

w 
1 

201 

TS 

—227 

—206 

^9 

—  72 

191 

68' 

4-22 

—  92 

4-78 

659 

321 

4-129 

—  196 

—  115 

251 

12 

—  83 

4-  82 

4-28 

727 

128 

—  259 

—  124 

—  271 

463 

55 

+51 

—  143 

—  35 

863 

428 

—  79 

—  318 

4-  6 

523 

27 

—  12 

—  92 

4-61 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal, 
wenigstens  zum  Theil  in    2ter  Potenz  wirklich,  z.  B.'  für 

p  =z  47    /'(tTj)  =  2  4-  w^  —  tUj  4-  w^  4-  Wj  —  tüj  . 


Normen  complexer  Zahlen  in  ir. 
Für  folgende  Primzahlen  ist  N4>{Wj)  =  4p: 


P 
47 

191 
251 


<t>(^,) 


1  -  «'s  -  «'ji 


1  4- w,  4- 


w. 


p 

*K) 

523 

2  4- «Tj  4-07^  — 

^8 

599 

2  4-  w,  4-  tTj^ 

P 

*(t^,) 

659 

1—  trj4-2tr^ 

863 

1  4-  2aTj  4-  Wj 

£s  ist  femer: 

JV(1  -  w,  4-  tr^,) 
M4  -  «T^  4-  Wj,  -  w,^) 


47  .  463  , 

47', 

191 .  863  ; 


iV(4  —  «Tj  4-  w,)  =  463  .  727  , 
N{2w^  4-  Wg)  ==  47  .  599  , 

endlich : 

613  ,  N(l  —  207,  4-  2w^,)  =  137  .  3469  . 


•)  Hier  ist  w^  diejenige  Wurzel  der  Congrnenz  trj  ^  —  4  —  «^34-  2»  (mod.  p), 
welche  >  0  und  <  -J-p.  Für  p  =  47  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  jj'  ,  mit  Einschluss  der 
nichtprimitiven,  folgende : 


tr. 


tu. 


tr. 


w. 


tr. 


tr. 


tr. 


tr. 


1  "3  ^^4  r  "8  ''9  "12  "14 

14-16p       — 104-23p       4-7— lOp       —16— 14p       4-20— 8p       —7— 8p       —11— 3p        — 174-3p 
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n  =  68 

IV.     p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
4  achtgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

IV,  l.     p  =  68w  4-  9  ,  —  16  ,  —  19  ,  4-  25  ; 


(r^  =  flu4-w     4-w-hoü       ' 


c«-^*^ 


07^=0,    4- üü'    4-w"  — üü"4- o«;"-f- w"  4- 


..31  .   19 

W        ClU        , 

üü     4*  w     , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tu*  4- 9w' 4-  16  =  0; 


also 


unter  den  nichtprimitiven  Perioden  sind  m^^  die  acbtgliedrigen  der  17ten  Einheits- 
wurzeln, und  w^j^  =  8tt;"''; 

fundamentale  Relationen: 


^i  -  - 

-44-W^,                    tTjOTj    =    - 

-  4  ,                  WjW^    =    —  ÖWj 

L  ^^          1 

■ 

- 

Congruenzwurzeln  mod.  ;>.*) 

p 

w 
1 

«'i 

P         ro^             OTj 

P               tüj               Wj 

P 

w 

53 

—  18 

-4-  12 

389     —183     —  68 

569     4-  72     4-158 

757 

—343 

—266 

229 

—43 

-h  64 

433     4-     5     —174 

593     —246     4-270 

773 

—  14 

—331 

257 

—54 

—  33 

457     —142     4-206 

661     —223     —329 

937 

—219 

—415 

281 

4-  9 

4-  62 

461     4-161     4-209 

733     —128     4-252 

977 

—  154 

—406 

349 

—46 

4-167 

/{w^)y  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  ^^tr^)  haben  folgende  Primzahlen: 


p 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

/K) 

53 

2-   tr,-i-  tr^ 

569 

5—  07^4-  op^ 

733 

74-2o7^— 4ti7,4-2oy^ 

281 

24-3a7j— 5aTj 

593 

54-3Wj — 4aTj4-aT^ 

937 

5— 3a7j4-2Xj—  w^ 

349 

54-  w^ — 207^4-»^ 

661 

3-207, 

977 

7—  oTj4-3«7^ 

461 

4—207^4-  trj4-aT^ 

^     Hier    ist    or     völlig  bestimmt   durch   or  ou^' 
schaftliche  Wurzel  der  Congruenzen: 

—3    - 


-c^', 


s  —  4  4-  tr^  ,  BTj  —  tr,  s 

Für  I?  =  229  ist  mod.  p^     07^  ^  —  43  4-  91/> ,     w. 


s  —  07^  (mod.  p),   sowie  als  die  gem«m- 

07^07    ^  —  4     (mod.  p). 
64  4-  18p  ,     07^  SB  21  —  32p  . 
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n  =  68 
Die  der  übrigen  sind  ideal,  in  zweiter  Potenz  /'\w^)  wirklich:*) 


229     15—  5aTj+12a73+7o[T^ 
257     Z2w^—I9w^—Zw^ 
389       8-|-12Wj—  3nTj-+-  tr^ 


433     234-1 5aTj— 2007^4-1  Itr^ 
457       4— 20trj-f-llcFj—  dw^ 


P  z'K) 

767     20— 32o[T^4-19trj— 5»^ 
773     12tr,— 9a7,4-13ir, 

13  4 


IV,  2.     ;?  =  68m  —  9  ,  4-  15  ,  4-  19  ,  —  25  ; 


,-9r 


I8r 


.19r 


»Sr 


w^  =  w'^  4-  w-"^  4-  w"*^  4-  w*"^  4-  w "^  4-  w 


.-"r^^3lr^^i*r 


Wj  5=  w    —  w'*  4-  w*' 

3  7  5 


„,»»  +  ,„»_„»    +„"  +  a,", 


bu 


33 


o;"  -  a;"  -  w''  -  a;"  , 


Wurzeln  der  Gleichung: 


07*  4-  17tr'4-68  =  0; 


also 


unter  den  nichtprimitiven  sind  tr^^  dieselben  wie  in  IV,  i,  während  w^^,  =  0; 
fundamentale  Relationen: 


trj  =  —  8  4-  tr^  ,         ^i^s  =  ^  +  ^^4  » 


"'1^4   ~   —  tTj  —  20T,  . 


•)     Die  y*(w  )  Bind  mittelst  folgender  Normen  hergeleitet  (ausser  für  p  =  229): 
iV(4  —  tTj  4-  tr^)  =  13'  ,         JV(5  4-  2a7,  —  2w^)  =  13  .  257  ,         N(2  —  w^  —  3w,)  =  13  .  389  , 
N{1  —  3aTj  4-  3trJ  ^  13  .  433  ,     und       N(w^  4-  w^)  =  81 ,  iV(2  4-  bm^  —  »,)  =  9  .  467  , 

^(3  —  2Wj  —  4tü^)  =  9  .  757  ,      ^(1  4-  207^  4-  4bt^)  =  9  .  773  ;  wegen  des  Primfactors 

Ton  3  vgl.  V,  1;  mod.  13^    ist  tü^  ^  — 77,     «7    as  4-22,     m^  ^  +18.     Sonstige  Normen: 
N{1  4-  207^)  =  293  ,  iV(2  —  307^  4-  w,)  =  363  ,  iV(3  —  2Wj  4-  4a7,)  =  613  ; 

JV(2  4-  3a7j)  =  4  .  409  ,  N(2  4-  Wj  4-  2a7,  —  3tr^)  =  16  .  409  , 

N(b  —  2w,)  =  13  .  137  ,       iV(4  —  3a7j  —  w^)  =  17  .  409  ,      JV(1  —  407^  4-  Str^)  =  9.13, 
N{b  —  207   4-  4ir-)  =  9  .  13  .  17  ,         und  mit  Congruenzwurzeln  mod.  229*  : 

N(li  —  Wj  —  9aT,  +  Sw^)  =  17  ,  229*  . 

72 


570 


n  =  68 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

•) 

(Vgl.  X  =   17). 

p 

«^1 

OT 

P 

W^                OT, 

P             0^1 

«^3 

P 

^1 

«'• 

19 

6 

—  2 

179 

49       +  25 

383       126 

+  24 

631 

165 

+  186 

43 

1 

—  5 

223 

107       +  24 

467       125 

—  161 

739 

310 

—  133 

59 

19 

+25 

263 

63       —119 

491       213 

+156 

859 

275 

+338 

83 

32 

—  11 

331 

93       —101 

563         89 

+116 

967 

257 

—  127 

127 

7 

+51 

359 

176       —  75 

587        159 

—  80 

971 

118 

+390 

151 

3 

—27 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  sammtlich  ideal,  in  zweiter  Poten»  ^'(Wj)  wirklich,  z.  B.  •*) 


P 

19 

43 

59 

83 

127 

151 

179 

223 


Z'K) 


1  —    3a7j 

L  ""      ^^2 

^4 

5+      w^ 

L  "~      ^^J 

+    Zrr^ 

5+      w^ 

l  "^      ^^2 

—      w 

3—  HoT^ 

^  +  22w^ 

+      tr^ 

22—    6o7^ 

.  —    5o7 

—  1307^ 

3—    Zw^ 

l  ■+"     ^"^3 

+      tr^ 

15+  13oTj 

l  +  ^^^3 

—  llOT^ 

14+    2o». 

1+         tTj 

+    30'^ 

*(<",) 


4—    0T3 

07 

1  +  207^ 

+  207j  — 

2or^ 

3  —  2o7j 

+  2^3 

1  —  207j 

—  2oT^ 

1  +     tTj 

—    ^j  "*■ 

2o^^ 

7  +  20-3 

+  2or^ 

•)     Hier   ist    ot^    diejenige   Wurzel    der   Congmenz    07^  ^  —  g  4-  m    (mod.  ») ,      welche 
0  und  '^  ^p.   —   FQr  die  2  ersten  Primzahlen  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  t>' 


p 

«^1 

0^ 

*^3 

CT 
4 

19 

6— 7p 

—2—  6p 

6—  6p 

43 

1+9/? 

—5— 11p 

9+18p 

••)  Es  ist  fast  durchaus  ein  <J)(a7j)  beigefügt,  wofür  N<p(w^)  =  19p  ist,  weil  die /*(a7j) 
daraus  hergeleitet  sind,  für  p  =  179  dagegen  aus  N(\  +  2o7j  +  2073  —  4a7^)  =  43  .  179  ;  für  andere 
Primzahlen  aber  sind  die  (^v^)  folgende: 


P 

263 
331 


l+307j+07^ 


8—    07.— 07  —  2o^ 


p 

359 
467 


7^-07^ 

2+40^^+073- 3w^ 


7— 3op  — op 
1        4 


^K)  P 

7+2o7j  859 

2+307^—2073+30^^  967 

2.43,  iV(2+073)  =  iSr(o7j+o7^)  =r  8.19, 

A^(l— 073+201^)  =  2  .  331  .  iV(3— 207,)  «=  13  .  137  , 

iV(l— 207^+2^3)  =  409,         iV(2— 07j+073+2o7^)  =  613,         iV(U— 4o7j— 6o7^) 

iV(l+2o7,+2o73— 607)  =  59.491,  A^(7— 2or^— 4073+407^)  = 

iV(3o»,+5o'^)  =  59  .  587  ,     iV(5+4of3+2o7^)  =  43  .  563  ,     JV(1— 407^—2073 +4o7^)  =  43  .  631  , 
iV(l— 30^^+507^)  =  43.739,         A^(l+4or3+4o7j  =  43.971;      endUch  mit  Congruenzwurzeln 
mod.   19*  :     iV(8-*-«^,— «^4)  =  1?  •  19*  ,         iV(l+2or^+07^)  ==  4.19'. 


Sonstige  Nonnen:         JV(1 — 07^) 
iV(l+07j— 2tr3)  «=  2  .  179  , 


149  .  613  , 

179.383, 
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n  ==  68 


V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  =  68m  +  3  ,  —  5  ,  4-  7  ,  4-  11  ,  -4-  23  ,  4-  27  ,  —  29  ,  +  31 ; 


Sr 


.9r 


>Tr 


"r 


tü^  =  w'^  4-  ciü*"  4-  w  "^  4-  oy    '^  4-  w    '^  4-  w 


-29r 


4-  w 


-19r 


."r 


.88  f 


81r 


SS/- 


7r 


4-  w*"'^  4-  W'  4-  w*'   4-  f^      4-  w 
a74-w        4-cw         4"^       > 


also: 


tTj  =  tt;+cü'4-w*4-w"4-w"— w*— w"4-c«"4-c«;"4-««"4-w'*4-c«'4-w"— w*'— ^ 


5  » 


Wurzeln  der  Gleichung: 


wj4-17  =  0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

(07 j   >Ound<:^p).*) 


p 

w 
1 

P 

1 

P 

1 

P 

«^1 

P 

«^i 

3 

1 

163 

31 

419 

54 

619 

93 

823 

387 

7 

2 

167 

22 

431 

198 

643 

84 

827 

195 

11 

4 

199 

88 

439 

185 

683 

260 

839 

50 

23 

11 

211 

48 

479 

221 

691 

126 

887 

263 

31 

13 

227 

94 

487 

38 

719 

197 

907 

52 

71 

14 

283 

41 

499 

116 

743 

72 

911 

168 

79 

33 

311 

43 

503 

140 

751 

67 

947 

433 

107 

26 

347 

32 

547 

146 

787 

306 

983 

147 

131 

30 

367 

162 

571 

211 

811 

226 

991 

77 

139 

20 

379 

143 

607 

181 

•)     mod.  p'  hat  man  für 


p  =  3 

0.,^  1 

p  —  11 

w^   ^  15 

P=  7 

1 

p  —  23 

w^   ^  149 

31 


w. 


—  142 


72« 


570 


n 


68 


Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 
(Vgl.  X  =  17). 


p 

tu 
1 

«^s 

P 

°^i 

«^i 

P 

l 

«'s 

P 

^1 

«^« 

19 

6 

—  2 

179 

49 

4-  25 

383 

126 

4-  24 

631 

165 

+186 

43 

1 

—  5 

223 

107 

4-  24 

467 

125 

—  161 

739 

310 

—133 

59 

19 

4-25 

263 

63 

—  119 

491 

213 

4-156 

859 

275 

+238 

83 

32 

—  11 

331 

93 

—101 

563 

89 

4-116 

967 

257 

—127 

127 

7 

+51 

359 

176 

—  75 

587 

159 

—  80 

971 

118 

+390 

151 

3 

—27 

1 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

sind  sämmtlich  ideal,  in  zweiter  Potcn»  /^(w^)  wirklich,  z.  B.  ••) 


P 

19 

43 

59 

83 

127 

151 

179 

223 


r 

\^,) 

1  —      307j 

—    2arj 

—      tr 

5+         OTj 

i  ~    2^3 

+    3aT^ 

5+      Wj 

1+    2trj 

^4 

3—  17w^ 

^  +  22o»j 

+      tr^ 

22—    6o7j 

—    5o7 

—  1307^ 

3  —    3oT^ 

l  ■+"     ^"^3 

+      tr^ 

15+  13Wj 

l  +  lötFj 

—  llw^ 

14+    2w^ 

1+         tTj 

+    3tr, 

*K) 


4-073 

07 

1  +2Wj 

+  2OT3  — 

207^ 

3  —  2o7j 

+  207j 

l  —  20Tj 

—  2tF 

1  +     Vy 

—     Wj  -*• 

207^ 

7  +  20^, 

+  20^^ 

•)     Hier    ist    07^    diejenige   Wurzel    der   Congraenz    07J  ^  —  8  +  tr    (mod.  p) ,      welche 
0  und  <^^p-   —   ^^f  ^i®  ^  ersten  Primzahlen  sind  die  Congruenzwurzeln  mod.  p* 


p 

^1 

«^3 

«^4 

19 

6— 7;> 

—2—  6p 

6—  6/) 

43 

l+9p 

—5- 11p 

9+18p. 

•^  Es  ist  fast  durchaus  ein  <f)(w^)  beigefügt,  wofür  N(f)(w^)  =  19p  ist,  weil  die  y*(a7j) 
daraus  hergeleitet  sind,  für  jt>  =  179  dagegen  aus  N{1  +  2^^  +  2o7j  —  4o7^)  =  43  .  179  ;  für  andere 
Primzahlen  aber  sind  die  <^^i)  folgende: 


P 

263 
331 


14-307^+07^ 


8—    07. — 07  —2o^ 


7 — 3o7j — w^ 

2+4oPj4-o7j— 3w^ 


P  ^K)  P 

359       7+207^  859 

467       2+3o7,— 2tr,+3o»,  967 

«34 

Sonstige  Normen:         JV(1— 07^)  =  2.43,  iV(2+07j)  =  N(w^-^w^)  =  8.19, 

iV(l+tr,— 2o7j)  =  2  .  179  ,         iV(l— tF,+2oi^)  =  2  .  331  .  iV(3— 2oy,)  =  13  .  137  , 

iV(l— 2o7j+2o7j)  =  409,         M2— o7,+o^,+2a7^)  =  613,         iV(ll— 4o7j— 607^)  =  149.613, 

iV(l+2o7j+2tr,— 6w  )  t=  69.491,  A^(7— 2«^^— 4o7,+4tF,)  =  179.383, 

^¥(30^3+50-^)  =  59  .  587  ,     iV(5+4oT3+2o7^)  =  43  .  563  ,     JV(l—4orj— 2^3+407^)  =  43  .  631  , 

iV(l— 3ar^+5o7^)  =  43.739,         iV(  1+4073+407^)  =  43.971;      endlich  mit  Congruenzwurzeln 

mod.   19'  :     iV(8+073— 07^)  =  17  .  19*  ,         iV(l+2or^+tr^)  =  4.19*. 
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n  =  68 


V.    p  zum  Exponenten  16  gehörig. 
2  sechszehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

V,  1.     p  =  68m  +  3  ,  —  5  ,  4-  7  ,  -h  11  ,  -4-  23  ,  -4-  27  ,  —  29  ,  +  31  ; 


.r    ,    ,..Jr    ,    _9r  _i_  ,..3Tr  ^    ...llr  _i_  ...-29r    •    c«-^''' 


07^  =  üü*"  4-  w     4-  w  **  4-  w    *■  4-  w    ''  4-  w" 


llr     1     ...»S»*    I     ...31r    ,     ..3&/-    i     .   Tr 


4.aT"'-4-w-*'-4-c«;-'*''4-w" 


also: 


Wj  =  oü4-w'4-w'*4-t«''4-««"— w*— w^*4-c«"4-w"4-««"4-oü'*4-w^4-c«"— w*'^^ 


Wurzeln  der  Gleichung: 


trj4-17  ==  0. 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

(07 j   >Ound<:^p).*) 


p 

w 
j 

P 

w 
1 

P 

07 
1 

P 

«^i 

P 

07 
l 

3 

1 

163 

31 

419 

54 

619 

93 

823 

387 

7 

2 

167 

22 

431 

198 

643 

84 

827 

195 

11 

4 

199 

88 

439 

185 

683 

260 

839 

50 

23 

11 

211 

48 

479 

221 

691 

126 

887 

263 

31 

13 

227 

94 

487 

38 

719 

197 

907 

52 

71 

U 

283 

41 

499 

116 

743 

72 

911 

168 

79 

33 

311 

43 

503 

140 

751 

67 

947 

433 

107 

25 

347 

32 

547 

146 

787 

306 

983 

147 

131 

30 

367 

152 

571 

211 

811 

226 

991 

77 

139 

20 

379 

143 

607 

181 

5  ' 


*)     mod.  p^  hat  man  für 


p  =  3 

07   ^  1 
1 

p  =  11 

OT^  ^   15 

P  =  7 

tTj  ^  9 

p  —  23 

w^   —  149 

P    =    31  07j    ^ 


72' 


—  142 
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=  68 


P 

3 

7 

11 

23 

31 

71 

79 

107 

131 

139 

163 

167 

199 

211 

227 

283 

311 

347 

367 

379 

419 

431 

439 

479 

487 

499 

503 

547 

571 

607 

619 

643 


67  —  4tr 
76—  1307 
212—  5w 
101  H-  5207 
279  —  2407 
151  —  8807 
416  H-  7o7 
472—  31o7 
467  —  44o7 
236  +  133(r 
208  —  14507 
152—  16loT 
817-4-  56ar 
916—    43w 

1016 -h    55^ 

251  —  260oT 

712  -|-215or 

424  -h  28707 

764  4-  2ö3o7 

349  +  30807 

1301  4-  14807 

1412+    91o7 

953  +  280o7 

157  —  36407 

1097  —  296o7 

463  —  400o7 

1579  —  22007 

1016  —  377 

94  +  455 


or 


07 


•)     Hierbei  ist  ip^(w^)  =  <J)(o7 


—  1  + 

—  9  + 

—  15  + 
+    15  + 
+    33 
+    33  + 

—  87  + 
81  + 

+  183  + 
+    33  + 

+  111  + 

+  135  +  47tr 

—  225  +  4l!r 
+  297  +  7o7 
+  321—  «7 

—  15+  9707 
+  183+  97o7 
+  9+11907 
+  519—        tr 

—  327  +  10307 

—  495  +    79o7 

—  393+  11307 

—  543  +    73w 

—  135  +  16107 

—  15  +  16707 

—  423  +  l37o7 
+  705  —  23o7 
+  681+  89o7 
+  807+  7 
+  591  +  151 
+  825+    71 

—  849+    61 


07 

07 


W 
W 


2  — 

4  — 

1  + 

5 

14  — 
13 

7  + 
11 
20  — 

8 

22  — 

23  + 
19  + 
16  — 

4  — 

10  + 
32  — 
26  — 

7  — 
13  — 
35  + 
22  + 

37  + 

38  — 
35  +  407 
26+  707 
37  —  4o7 
25  +    8o7 

11  +  1007 

32—    7o7 
29—    8o7 


w 

TT 
207 
207 

07 
207 
407 

4w 

tr 
bw 

w 

207 

4tP 
bw 

7tr 

707 

w 
bw 

80T 

807 

2ar 

707 

2w 

w 


)  .  1^  (1  +  07j^)  ,    und  umgekehrt  (f)w^  =  <J>,(a7j)  .  ^  (1— w^). 


weshalb    die    Primfactoren    auch    auf   die  Form  gebracht  werden  kOnnen: 
/»(oü  ,  07^)  =  <J>(o7j)  .  ^  (1  +  u*.  +  ir^)  =  <J>j(a7^)  .  ^  (1  -  oü")  ,    wo    4j  die  achtgliedrigen  Perioden 
in  IV,  1  bezeichnen.   —    Auch   zeigen   die   beigefügten  x(^i)»    ^***   sämmtliche  Primzahlen   mit  3  in 
derselben  Lage  sind  und  liegen  bei  ErmiUlung  der  /'(w  ,  07^)  zu  Grunde,   nämlich  in  Verbindung  mit 
obiger  Relation  zwischen  ff>{w^)  und  <|)|(tVj). 
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n 


72 


1.     p  ^  72m  4-  1 . 


24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


oü"  —  w"-*-  1   =  0, 


woraus  keine  Relation  zwischen  ihnen  und  den  nichtprimitiven,  wohl  aber 
cw*"  —  w"'"  4-  oü^*'*  =  0  zwischen  den  nichtprimitiven  selbst  folgt. 

Congruenzwurzeln  mod.  p, 

(Vgl.  n  =  36,  24;  12,  9,   8,  4,  3,  wie  bei  den  folgenden  Tafeln). 


P 

73 
433 
577 
937 


-4-  5 
4-203 
4-130 
4-233 


—  14 
4-117 
4-279 

—  79 


w 
15 

—  2 

—  144 

—  182 


.  11 

ÜJ 

31 
—127 

—  96 

—  71 


—  28 
4-128 
4-124 

4-299 


4-  20 
—  99 
4-275 
—218 


P 

73 
433 
577 
937 


.  19 
—  11 

4-  36 
—235 
4-245 


—  13 
—159 
4-288 
—445 


—  33 

—  75 

—  6 
66 


34 
4-217 
—  4 
—139 


(Ml 

—  26 
4-  37 

—  91 
4-427 


,  3S 

(u 

4-  29 

—  32 
—253 

—  374 


Für  p  =z  7Z  sind  die  Congruenzwurzeln   mod.  p^    (mit  Einschluss   derjenigen  fiir 

die  nichtprimitiven  Wurzeln): 


u; 
(u 
w 
w 

ÜD 
(U 
Uli 
U) 
U) 

(*} 
w 
w 


4-    5  4-  19/> 

—  32  4-  19p 
4-15  4-    9p 

—  23  —  S\p 

—  28  4-  30/) 
4-    4  4-1C5P 

—  11  4- 22p 
4-  12  —  23p 

—  33  4-  llp 
4-  36  —    9p 

—  26  4-  13p 
4-  35  4-    8p 


13p', 

-  29p'  , 

-  26p'  , 
12p', 

3qp', 

4-     p\ 
-lOp', 

-  P'^ 


16p', 


UJ 


w 


14 


=  4-25  — 29p— 17p', 
=  —  14—  4p  4-  12p', 
w*  =  4-  2  — 34p  4- llp', 
^  4-  31  —  lOp  4-  4p'  , 
oü-  =  4-  6—  19p  —  31p', 
w"  =  4- 20  —  20p  4- 29p' , 
w'®  ^  4-  18  —  27p  —  13p'  , 
"  =  —  13  —  32p  4-  36p'  , 
w'*  =  —  19  4-  10p  —  14p'  , 
=  4-34—  16p  4- 17p', 
=  4-16  4-    7p  —  24p', 


OD 


U} 


S9 


W 


31 


ÜÜ 


Zi 


=   4-  29  —  23p  —  33p'  , 


w 


(JÜ 


U) 


w 


IS 


w 


15 


w 


18 


ou 


Sl 


(U 


>4 


Cü 


so 


33 


=  —214-  33p  —  14p'  , 
=  4-  3  4-  5p  4-  17/>', 
=  4- 10  4- 14p  4-  17p', 
=  4-  9  4- 30p—  19;p', 
=  4- 30  4- 19p, 
=  4-27—  llp  4- 29p', 
=  4-17  —  llp  4- 34p' 
=  4-  8  4- 30p—  19p'  * 
E  —22  — 20p  4-  15p', 
=  4-24  — 16p  4-  12/>', 
E  4-  7  —  25p  4-  7p'  , 
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n=  72 

ß^uj),y  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  nur  für  j9  =  937  ,     /((«)  =  i  -  w"  4-  w'^  ; 

Für  die  übrigen  ideal,  in  3ter  Potenz  /*(&«)  wirklich, 
P  /\^)    *) 

73     1  4-    w  4-    w'  —  w"     (oder  1  4-  w"  4-  w"  —  w"  4-  w'*) 
433     2  — 3w4-2c«'—    w*  —  2üü"  —  2w"  4-    w"  —    a;^' —    w"  —    w"  4-    w" 
577     2  4-    w  — 4w'  — 3a;*—    w^    4- 2üü*    4- 3üü'    —  2üü^^  4- 4w"  —  2w^*  4- öw"  —  2w"  —  2w" 

-  50)"  4-  3üü"  -    w"  4-  3w"  -    w'* 


IL    j!)  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.    p  =  72m  —  1 ;    OT^  =  w''  4-  w"*"  =  w'"  —  üü"-'^ , 
womit  die  12  primitiven  Perioden: 

±  ITj  ,       ±07^,       ±07^,       iw^j,       i  OTjj  ,       iWjy 

gegeben  sind,  sowie  durch  vj^w^  =  tr;^_^  4- o^it+i  ^^^  fundamentalen  Relationen;  die 
nichtprimitiven  Perioden  sind  die  w^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  der  36ten,  Wj^, 
d.  h.  die  der  24ten  Einheitswurzeln,  je  von  der  ersten  Art  und  mit  Einschluss 
derjenigen  der  12ten,  ar^^,  der  9ten  or^^,  imd  der  8ten  w^^,  während 


*)     Für  die  beiden  letzten  p  aus  den  Normen  hergeleitet : 
JVr(l  —  w"  —  w")  =  73  .  433  ,  N{1  -  («•  —  oü"  4-  w")  ==  577  .  73 
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n  —  72 

Congruenzwurzeln 

mod.  p. 

•) 

p 

71 

—  21 

«^5 

4-  11 

^7 

—  31 

tr 
11 

—  26 

4-     5 

tr 

17 

—  29 

359 

—   81 

4-  68 

4-   12 

4-  36 

—  117 

4-  56 

431 

4-180 

—145 

4-160 

4-203 

—  23 

4-126 

503 

-201 

—207 

—  149 

—  83 

—  163 

—  58 

647 

4-176 

4-  83 

4-  38 

4-245 

—  69 

4-  45 

719 

4-175 

4-204 

4-277 

4-  94 

4-  81 

—  73 

863 

4-157 

—254 

—  134 

4-279 

—  122 

—388 

^(irj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nfiw^)  =  —  j», 


p 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

/(tr,) 

71 

359 

14-tr^^-aT„ 
14-Wi-f-Wj  4-try 

503 
647 

719 

863 

2-tr,,-tr„ 

431 

1— tr  — tr    — tr 

i           13           14 

II,  2.     p  =  72m  4- 35;         w^  =:  w'' 4- w"'^  =  tt;'*4-w"-'", 

wodurch  die  primitiven  Perioden,  sowie  durch  w^ir^  =  —  w^^i  4-  w^^^  die  funda- 
mentalen Relationen  unmittelbar  gegeben  sind;  unter  den  nichtprimitiven  Perio- 
den sind  die  w^^  dieselben  wie  in  II,  i,  die  w^^  aber  die  Perioden  zweiter  Art 
der  24ten  Einheitswurzeln  (ebenso  w^^  der  8ten). 

Congruenzwurzeln  mod.  p.**) 


p 

107 

«'i 
4-  14 

«^5 

-h  2B 

^7 

—  40 

w 
11 

4-     1 

4-  15 

tv 
ir 

—   11 

179 

—  49 

4-  59 

4-  23 

—     2 

—  51 

4-  82 

251 

4-116 

4-  90 

4-121 

—  72 

4-  44 

—  40 

467 

—  131 

4-105 

—159 

4-  20 

—  111 

—  54 

683 

4-213 

—  79 

4-289 

4-  22 

4-235 

4-210 

827 

—409 

4-  75 

—400 

-1-220 

—  189 

—325 

971 

4-140 

—  42 

—250 

—186 

—  46 

—292 

^     Hier    ist    tr     vollständig    bestimmt   durch   die    lineare   Congnienz :    tr  v    ^  tr    4-  w 


überhaupt    tr^tr^  as  tr^  4-  tr^^  (mod.  p)^    oder    ebensowohl    durch    w^tr^ 
auch  als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenxen  (vom  2ten  und  3ten  Grad). 


"'»r  +  ^r  ('»<>^-  P>* 


tr  tr  » 

r    jr 


**)     Hier  ist  tr^ ,  überhaupt  tv^  vollständig  bestimmt  durch  eine  lineare  Congruenz  wie 
=  —  txT^  4-  Qt^ir  (»^o<^'  p)i  sowie  als  Gemein wurzel  einer  reinquadratischen  and  einer  knbiachen. 
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n  =  72 
Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

19 

+  5 

^5 

—  7 

^7 

+  2 

^11 
+  1 

^11 
+  3 

w 
—  8 

163 

+  68 

—  75 

—  32 

—  51 

—  63 

—  24 

307 

+  31 

—  120 

—  56 

—  11 

+  87 

—  109 

379 

4-127 

—  156 

+161 

—  153 

—  34 

—  3 

523 

+  123 

+  52 

—  58 

+  18 

+  181 

+  34 

739 

—267 

—255 

+  17 

+174 

—284 

+310 

SU 

—  56 

+285 

—  19 

+256 

—  37 

+  29 

883 

—  111 

—372 

+321 

—  22 

—432 

—360 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Wirklich  fürp  =  163 ,   /(w^)  =  i  +  w^^  —  »"  und  ;?  =  523 ,   /(w^)  =  i  +  or^^  —  w**.**) 

Für  die  übrigen  scheinen  die  Primfactoren  kubisch  ideal  zu  sein. 


Normen  complexer  Zahlen  in  St- 
Mi-tü^,)  =  3.19  =  N(w^-hw^),  iV(i  -  OT,  +  tr^^) 

N(l  +  OTj  —  w")  =   19  .  73  ,  N(w^  +  OTjj  +  w*') 

N(l  +  w,  +  tFj^)  =  307  .  19  ,  N(w^  +  «Ty  +  w*  —  w") 

iV(2  —  w,  —  oü")  =  3  .  739  ;  N(l  +  w^  —  w^^) 
N(l  +  «Tjj  +  w')  =  9  .  577  . 


9.19', 
3 . 307 , 
379 .  19 , 
9.73, 


r    %r 


^     Hier    ist  w 


,    fiberhaupt  w^ ,   yollsUlndig  bestimmt   durch   eine   line&re  Congmenz ,  wie 
—  2(jü*^^  (mod.  JE>),  desgl.  als  Gemeinwnrzel. 


^     Zur  Vermeidang  des  Coefflcienten  ^  ist  2ou*''  f&r  w     gesetzt. 
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n  =  72 


II,  5.     ^  =  72m  —  19  ;     tr^  =  to*"  4-  w""'* , 


also  die  primitiven  Perioden: 


OTj    =    OÜ 


Uli 


17 


&  IS 

(T      =    W     —  (Mi       , 


tr. 


w 


(u 


11 


«'„  =  -"-"'". 


07 


as 


39 


S5 


=  w-'H- W, 


deren  Product  n(tF)  =  9 ;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  w^  ,  d.  h.  die 
zweigliedrigen  Perioden  2ter  Art  der  36ten  (tr^^  die  Perioden  der  9ten),  w^^, 
d.  h.  die  Perioden  6ter  Art  der  24ten  (während  tr^^  =  0,    w^^^  =  ""^jir  =  i» 


tr 


_  2w"''  =  2tr  ,^  ; 

fundamentale  Relationen : 


-1 

:— 

-2a;"  +tr,, 

w 

'  tr     —  (ßj     —  tr 

15                                   14  ' 

W  tF. 
IT 

=  l+tr^, 

tr  tr 

l     19 

:—. 

2  —  tr 

16' 

w 
1 

tr„  =  —  1  —  tr„  , 

tr  tr 
1    as 

=    ^"  +  ^,0 

tXT  tXT 

— 

^16- 

tr„, 

1 

tr      —  2  +  tr     : 

»1                  ^^       14  ' 

tr  tr 
1    » 

"^  tr    —  tu 

3          '*^1»  » 

tr  XD 

*^l     10 

= 

^T' 

«'l 

tr      —  tr    +  w     z 

14                  8  ^^       J8  ' 

tr  77 

*1*6 

=  -i; 



—  tr 

J5 

1 

«^1 

"^16  —  —  Wj  —  tr,j 

» 

tiT  tr 

=        ^^  +  rff, 

Congruenzwurzeln  mod. 

;>•*) 

P 
53 

tr 
1 

+  25 

«^5 

+  22 

tF,              .     tITjj 

—   21          +8 

tr 

+ 

83 

24 

+     6 

197 

—  52 

—  30 

—  34         —  60 

+ 

26 

+  82 

269 

+  22 

—  59 

+  75         +79 

— 

4 

+  37 

557 

—  249 

—216 

—273         —139 

L34 

—  92 

701 

+323 

+275 

+  115         +143 

— 

28 

+103 

773 

+238 

+  53 

—260         +308 

+205 

—291 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  wirklich,  aber  in  der  hier  nicht  ermittelten  Form  /(tu ,  tr^). 


^  Hier  ist   tr     die   gemeinschaftliche  Wurzel   der   Congraenzen : 

trj  ^  —  2oü"  +  w^  ,         tFjtWj  +  ti7jj  ^  tüj  ,         »i^jj,  ^  2  —  tw^g  (mod.  ^) 

(oder  diejenige  Wurzel  der  ersten  Congmenz,   welche  flberhaupt  mit  den  fibrigen  fundamentalen  Rela- 
tionen stimmt.) 

73» 
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n  =  72 
Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N(l  -  aT„)  =  73  ,  N(w^^  4-  tF„  -  OTjj)  =  8  .  53  ,         N(w^  4-  tr^,  -  tF,^)  =  9  .  53'  , 
JV(1  -  tF^  -  Wj)  =  53'  ,  JV(aT,  +  tF,j)  =  8  .  197  ,  iV(2tF^  -  tr^,)  =  9  .  197*  , 

N(2  +  OTj  —  OTjj)  =  53  .  269  ,  N(l  +  2tFg  +  w^^)  =  8  .  73  .  557  , 

iV(tr,  —  w,  4-  o^i,)  =  5'  .  53  ,  JV(1  +  tu,  4-  o^j  +  tr^^)  =  557  .  197  , 

N(l  —  tFj  —  w^^  4-  tr„)  =  53  .  773  . 


U,  6.     p  =  72W4-17;     tr^  =  w''4- 


M 


17/- 


also  die  primitiven  Perioden: 


w^  =  w  4-  w 


17 


w^  =  w*  4- w", 

3S 


tr^  ==  w'  —  w^* , 


OT 


19 


ÜÜ 


19 


W 


35 


IKot)  ä  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  or^^,  dieselben  wie  in  II,  5,  sowie 
^gr?  dagegen  w^^  =  —  w*''"  die  24ten  Einheitswurzeln,  sowie  tr^^  =  2^^*"  (während 
w^^^  =  2w"''  s=  2aT^^  wie  II,  5); 

fundamentale  Relationen : 


w\  =  2«" 

'4-tiT,, 

W^W^     : 

-  u,^'4-tF^,, 

=  -  1  4-  tr,  , 

«'i«'i.  =  -  2 

"^^1«» 

tü.OT,, 

=   -  IH-  «T,,  , 

1     95 

=  -w"4-tr,,; 

OTjW      s=    —  (Ki 

-T-  w^j 

^l'^lO 

—   2«;''  — OT^, 

OF   W 
1*^14 

=    ^"  +  tF„  , 

OTjOTg    =    2w' 

+  tr„, 

1     16 

=   —  w'  4-  tFj  , 

W   OF 
l      J1 

=    -  W»  -  «Tj  . 

Congruenzwurzeln  mod. 

;^- 

*) 

P 

17 

^1 
4-     6 

«^5 

—     8 

«^7                     "^19 

4-5         4-7 

4-     2 

^95 

4-     3 

89 

—  34 

4-  42 

4-3         -     1 

—     4 

—  13 

233 

—  27 

4-  68 

-*-  67         4-73 

4-     6 

4-  95 

449 

4-     6 

4-  32 

—  167         —  47 

4-120 

4-  36 

521 

4-134 

4-  39 

—  78         4-230 

—213 

—  95 

593 

—  24 

4-235 

4-219         4-  69 

4-288 

—259 

809 

4-  73 

4-271 

—  138         4-247 

4-385 

4-198 

881 

4-  96 

—  191 

—  63         —150 

—  87 

—287 

953 

4-  91 

4-388 

—240         —196 

-+-  44 

4-297 

•)     Hier  Ut 

tVj  (ähnlich  wie  H,  5) 

die  gemeinschaftliche 

)  Wursel  der  Congraenxen: 

wj  =  —  2c(ü"  4-  < 

*^,» 

Wjtr,  —  tTj, 

i^-«", 

tu 

l     19 

—  2  —  «Tj^  (mod. 
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n  =  72 
/(Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
wirklich  fttr  jp  =  89   fiw^)  =1  +  07^^,;       ;>  =  593,   Jiw^)  = 

p  =  881 ,    J{w^)  = 

kubisch  ideal  ftir  die  übrigen. 


1  —  w     -4-07     -4-oü: 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

^2  -  tiT„)  =  17  .  577  ,      N(l  -  Wj  +  w^)  ==  9  .  17'  ,       N(u}^  4-  w^,)  =  17'  , 
N(w^  +  tTj)  =  17  .  73  ,       N(l  —  Wj  +  Wy)  =  233  .  17  ,   N{1  +  w^  —  w^^)  =   9  .  449  , 


JV(1  —  oTj  +  tF,  —  w^)   =  17  .  449  , 
-^(1  +  w^^  4-  «Tjg  +  w'  +  w")  =  809  .  17  , 


N(i  +w'  — Wj^)  =  9.17, 
^(2  —  tTj^  —  tr^g  —  tr^j)  =  953  .  73  . 


11,7.  ;)  =  72/?i— 17;  or^  =  w'' +  w""'^, 

also  die  primitiven  Perioden: 


W       =     Üt)  (M)^^  , 


i  33 


7  3S 


^11    =    '*'        +  ^       » 


n(w)  =  64;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  w^^^  d.  h.  die  Perioden  4ter  Art 
der  24ten,  w^^.  die  Iter  Art  der  8ten  Wurzeln,  w^^  =  2m^^  die  9ten  Einheits- 
wurzeln selbst,  während  w^^  =  w^^  =  o; 

fundamentale  Relationen: 


-! 

-  2«;"  , 

w 
1 

«^5 

=  —  2u) 

34 

1 

17 

2w*, 

w  w 
111 

w  w 

2u;"  , 

OC^tJC 

^IT 

—  2: 

\ 

^^1      J 

-  2u,*^  , 

115 

w  w 

*^1     8 

=  2w^. 

Congruenzwurzeln 

mod.  p 

.*) 

P 
127 

1 

43 

«^5 
4-  57 

°^7 

—  55 

w 
11 

4-  60 

4-  29 

«^17 

4-     3 

199 

4-  64 

4-  22 

—  82 

—  34 

4-  18 

4-  56 

271 

4-  76 

4-122 

4-  36 

4-  15 

—  40 

—107 

487 

4-193 

—121 

—  28 

—174 

4-165 

-f-  63 

631 

4-158 

4-287 

—147 

—279 

4-  11 

4-     8 

919 

4-434 

—  68 

—407 

4-140 

4-  27 

4-  72 

991 

—     6 

—  38 

—307 

4-368 

—313 

4-330 

=  2uj 

=  2(jü 


13 


16 


*)     Hier  ist  w    linear  vollständig  bestimmt  durch  w  w    ^  2(jü*^  (allgemein  a^^tv 
oder  v  u;^  ^  w    (mod.  p),  sowie  als  Gemeinwnrzel  höherer  Congraenzen. 


40j 


— 2u;'"') 
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p 

127 
199 
271 


n  =  72 

fip^'i  Primfactoren  der  Primzahlen  ^.*) 


/K) 


1 
1 

1 


—  tu      '—  (U 

11 

—  tF-      —  W 

9 


16 
33 


Zt 


487     1  +  tü^^  -h  w"  4-  w** 


631 


l+Wy    — 


c<; 


64 


919 
991 


1  +QP 


IS 

r 
IS 


III.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  =  72m  —  23  ,  +  25  ; 

8  dreigliedrige  Perioden: 


Wr  ==  w'^  +  cü»»' -!-«-"'■  ==■ 


=  0, 

Wj^  =  0,     Wj^  =s  3c(ü''',    d.  h.  24 te  Wurzehi,   daher  haben   die   hierher  gehörigen 
Primzahlen : 

97,     193,     241,     313,     337,     409,     467,     601,     673,     769, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m  +  i  in  n  =  24 . 


IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen,  in  welchen  allen 


w 


IV,  1.     jp  =  72m  +  23  ,  —  25  ;     «t,^  =  3(c(ü*''  +  w"*'')  , 

d.  h.  Perioden  erster  Art  der   24ten  Einheitswurzeln,    daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

23,     47,     167,     191,     239,     263,     311,     383,     479,     599,     743,     839,     887,     911,     983 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  ^  24m  —  i  in  n  »  24. 


%r 


*)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  ^  ist  2«;      anstatt  tv^^  getetxt 
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n  =  72 
IV,  2.     p  =  72m  4-  11 ,  —  13  ; 

oPj^  =  3(w''' +  »**''),    d.h.  Perioden   2ter  Art    der    24ten  Wurzeln;    wesshalb   die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,     59,     83,     131,     227,     347,     419,     443,     491,     587,     669,     947 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m +  11  in  n  =  24  haben. 


IV,  3.     p  =  72m  —11,4-13; 

tTj^  =  0,    «Tg^  =  6c(ü*',  d.  h.   12 te  Einheitswurzeln,  wesshalb  die  hierher  gehörigen 
Primzahlen : 

13,     61,     167,     229,     277,     349,     373,     421,     661,     709,     733,     853,     877,     997, 

auch  hier  nur  (lie  Primfactoren  der  p  =  I2m+  i  in  n  =  12  haben. 


IV,  4.     j[>  =  72m  4-  7  ,  +  31  ; 

^ar  =  3(w''" 4- w"*") ,    d.  h.  Perioden    4ter  Art   der   24ten  Wurzeln,   wesshalb   die 
Primzahlen : 

7,     31,     79,     103,     151,     223,     367,     439,     463,     607,     727,     751,     823,     967, 

keine  anderen  Primfactoren  haben  als  die  p  =  24m  4-  7  in  n  =  24. 


IV,  5.     ;)  =  72m  —  7,-31; 

w,^  =  — 3w'*'',    d.h.    8 te  Einheitswurzeln,    daher    haben   die   hierher   gehörigen 
Primzahlen : 

41,     137,     257,     281,     353,     401,     569,     617,     641,     761,     857,     929,     977 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  Primzahlen  p  =  8m  4- 1 . 
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n  =  72 
IV,  6.     J9  =  72m  +  5  ,  +  29  ; 

Wj^  =  3(üü''' +  w"') ,    d.  h.  die   Perioden    6ter  Art   der   24ten  Wurzeln;    wesshalb 
die  Primzahlen: 

5,     29,     101,     149,     173,     293,     317,     389,     461,     509,     653,     677,     797,     821,     941, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m  -h  5  haben. 


IV,  1.     p  =  72m  —  5  ,  —  29  ; 

«fj^  =  3(tt;'''  + w"**'^),    d.  h.  die  Perioden   7ter  Art   der    24ten  Wurzeln,   wesshalb 
die  Primzahlen: 

43,     67,     139,     211,     283,     331,     499,     547,     571,     619,     643,     691,     787,     859,     907, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  24m  —  5  haben. 


585 


n=  76 


I.     2>  =  76/n  4- 1. 


36  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

—  w*  4-  w*  —  Oü'  +  1  =  0  , 

wodurch  sich  von  den  uichtprimitiven,  d.  h.  den  19ten  und  4ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken  lassen,  indem 


w"  =  üü  —  üü»  4-  oy5  —  cü^  +  w^  —  w"  +  w"  —  c«^*  +  üü^^  4-  w"  —  w"  4-  w"  —  w"  4-  w 


29 


31     I         31  35     ,         37 

—  oü     4- to     — w     4- w     . 


Congruenzwurzeln  mod.  i?. 


(Vgl.  k  = 

19  und 

n  —  4 ,  80 

wie  für 

die  folgenden  Tafeln). 

p 

U) 

o;» 

w' 

u,' 

u,* 

o;" 

0." 

w'' 

c" 

229 

4-  84 

4-  52. 

4-  64 

—  32 

4-     2 

—   89 

4-  34 

—  88 

—109 

457 

4-100 

4-  84 

4-  34 

—     8 

—  25 

—  21 

4-220 

4-     2 

—  108 

761 

4-309 

—341 

4-364 

4-214 

4-  84 

4-225 

4-195 

4-169 

4-  45 

• 

P      . 

c" 

a;» 

^'' 

.   37 

(ßj 

Oü" 

u;" 

c" 

w" 

c" 

229 

—  21 

—   13 

4-101 

4-     8 

4-114 

—   93 

4-106 

4-  22 

—  30 

457 

—  55 

4-228 

4-  27 

—  87 

4-128 

—  57 

-121 

4-136 

—  32 

761 

4-186 

4-     9 

4-160 

—  115 

4-154 

4-  32 

—  23 

4-183 

—  298 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind   sämmtlich   ideal,   in    19ter  Potenz  wirklich,   wie   die  Primzahlen   in   11,2, 
was  aus  den  dortigen  Normen  hervorgeht. 


74 


586 


n=  76 


II.     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

18  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  1.   j9  =  76m—  1 ; 

WjOTjt  =  w;t-i  +  ^k+i  >  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  tü^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen 
Perioden  der  1 9 ten  Einheitswurzeln  (oder  or^^  der  SSten),  während  w^^^  «  o;  das 
Produkt  der  primitiven  n(tr,)  =19. 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


151 

tr 
i 

56 

tr 
—  14 

^5 

+  9 

—  17 

4-  16 

tr 
11 

4-  29 

tr 
11 

—  32 

tXT 
15 

—  53 

«'if 
4-  30 

227 

29 

4-  13 

—  18 

4-  94 

—  112 

—  84 

4-  6 

—  103 

4-  64 

379 

6 

—181 

—  96 

—  51 

—  122 

4-  72 

—  83 

4-138 

—  152 

607 

302 

+  77 

—  131 

4-  42 

—  162 

4-221 

—  238 

4-  23 

4-  92 

683 

334 

—314 

4-  48 

4-186 

4-139 

—329 

4-283 

—198 

4-245 

911 

384 

—342 

—336 

—378 

4-437 

4-  13 

—279 

4-170 

+383 

/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     N/(w^)  =  —  p 


p 

/(w.) 

P 

A'^O 

P 

/(w,) 

161 

l-",-«'« 

379 

l+"i-«'i,-«'„ 

683 

1+«'»-«'»+".. 

227 

!-«'»-«'„ 

607 

l-ir,+<r„ 

911 

l-«-,-«-,. 

•)     Hier  ist  w    diejenige  Wurzel  der  Congruenz  orj  ^  2  —  w     ,  welche  >  0  und  <  -J- o. 


Was  \  ^   19,  II.     t)^  ,         »j,  ,         »j,  ,         v}^  ,         v}^  ,         »jj ,         »jg  ,         i7y  ,         ijj  , 


heisst  hier     m^  ,        tr.  ,       tu..  , 

4  0  j  6 


'3  » 


'4  » 


tr 


sa 


tu 


la 


w 


34 


tu 


as 


tu 


20 


W 


16 


re«p. 
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n  =  76 
II,  2.     p  =  76m  +  37  ; 


"r  ^  ...'■ 


.38-r 


or^  =  w*'  4-  w        =  w'"  4-  w 

w^wj^  =  —  w^_j  4-  wj^^j ;  n(aT^)  =  —  1 ;  die  nichtprimitiven  sind  die  nr^^  wie  in  II,  i 
und  w^^^  =  2c(ü^''',  d.  h.  die  4ten  Wurzeln. 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


TT. 


TT, 


W. 


l         S  5 

37    —  2    —  14    —  8 


07. 


4-  3 

113  4-37  4- »27  4-29  —  44 
669  —80  —140  —  26  —  21 
797    4-67    —337    4-231    —253 


^9 

—  11 

—  11 

—  133 
—230 


4-  5 
—  8 
—221 
4-109 


4-  4 
4-  4 
—175 
—  76 


w 

15 

—  18 

—  45 
4-232 

—  115 


w 

IT 

—  1 

—  1 

—220 

4-     4 


Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
sind  sämmtlich  ideal  wie  die  der  p  =  76m+i,  gemäss  folgender  Normen: 

N{1  4-  w^j)  =  37  .  113  ,  N(l  4-  tTj^  —  w^j)  =  569  .  37  ,         N(l  —  w^  —  w^)  =  797  .  37  , 

-^(1  +  «Tj,  4-  OTj,)  =  37  .  229  ,         N{w^  4-  nr,)  =  37  .  457  ,     iV(tF^  +  tr,  4-  «r,,)  =  37?761  *♦) 


II,  Z,     p  =  76/n  -  37  ; 

w^  =  aü''4- w""''  =  0, 

w^r  =  2(jü*^ y  d.  h.  19te  Einheitswurzeln,  wesshalb  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

191,     419,     571,     647 

auch  hier  keine  andern  Primfactoren  haben  als  die  p  =  I9m  4-  i  in  X  =  19 . 


•)     Hier  ist  w    als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenz :  nr?  ^  —  2  —  w      (mod.  p), 
und  eines  Systems  von  9  Congruenzen,  deren  erste: 

OTj  —  OT,  4-  «Tj  —  «Ty  4-  «T   --  oT^j  +  w^j  —  w^^  4"  w^j  ^  w^'  (mod.  p), 
sowie  durch  die  lineare  Congruenz  w^u)  '  ^  or^     (mod.  p)  völlig  bestimmt. 

^     In  letzterer  ist  nämlich  nur  einer  der  18  conjugirten  Factoren  as  0  (mod.  37),  so  dass 


also  °^i  +  ^1  +  ^3*  ^s  Quadrat  des  idealen  Primfactors  Ton  37  enthält. 


74' 
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n  =  76 

III.     p  zum  Exponenten  3  gehörig, 

p  s=  76/H—  27,  —  31  . 

12  dreigliedrige  Perioden: 


-SV  _i_  ...-Jir 


w^  =   w'*  + w"     ''  + 


w 


also  die  primitiven  Perioden: 

W^    =    W  —  W^^  —  Oü'  ,  tüj    =3    w'  —  OW**  —  W*^  ,  OTj    =    w*  +  w*^  —  w'*  , 

tr,  =  w»  -  oü"  +  0."  ,       07^3  =  u;"  4-  u;"  -  «"  ,  «r,,  =   u;"  +  u;"  -  w"  , 

deren  Produet  U(w^)  =  49  ist;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  w^;.,  d.  h. 
die  dreigliedrigen  Perioden  der  19ten  und  w^^^  =  3»^*'^,  d.  h.  die  4ten  Einheits- 
wurzeln. 

Fundamentale  Relationen : 

w^w^  =  tr^  4-  OTjj  +  tr^o  ,  w^w^  =  —  «^i  —  «^g  —  °^i«  » 

16  JO  Sa  *  1     13  16  JO  40  ' 

"^1^4    =    «^5  —  «^7  +  "^13  '  ^l'^a    =    "■  ^^^^  +  W,  +  «T^,  , 


^1 

^  —  2tF  —  tr 

8      40' 

tTjOT^  =  —  tr, 

1  37 

=  3  +  <r,  +  ir„  ; 

tr  w 

1  16 

-  «r,  +  (P,   OT,, 

1      30 

mir         =—  tF-f-W-f-OCT       !       OPtT         s=—  Gor 


—  2op     .  ar  TT      =  tu    —  2aT.  , 

3  *^J7  »  1     33  1  3  » 


Congruenzwurzeln  mod.  p.  *) 


197 

w 
1 

4-  95 

07 
3 

6 

w 

5 

—  68 

9 

-h  26 

w 

13 

4-  65 

37 

—  59 

277 

—  107 

—  123 

4-  33 

—  55 

—  1 

—  67 

349 

—  137 

—  145 

—133 

—126 

4-  12 

—  103 

353 

—145 

—  17 

—  155 

4-  93 

4-142 

—  90 

677 

—211 

4-  8 

4-255 

4-262 

4-201 

—  54 

653 

4-  23 

—  186 

—  81 

4-140 

4-233 

—  3 

733 

—  5 

—  318 

—333 

4-261 

—  54 

—193 

809 

4-  95 

—376 

4-184 

—188 

4-  21 

—  3 

881 

4-281 

4-314 

4-388 

—437 

—251 

4-  54 

*)  Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w  u)^^  ^  w  (mod.  p)^  sowie  als  die  gemeinschaft- 
liche Wurzel  der  Congruenz  wj  se  —  2w  —  w  (mod.  J9),  und  eines  Systems  von  6  Congmenzen, 
d«ren  erste  (zareichende)  w^  —  ^i  "^  ^5  "+"  ^9  "^~  ^u  —  °^j7  ^  ^^^  (mod.  p).     Was  hier 

«^41       «^8  »       «^16  '       ^10  '       "^33  »       "^40       **®"^'    ^    ^    ^^'    ^^-    ""P-    %  »       *»!  »       *'3  '       ^»4  »       ''3  »       *»»  • 
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n  =  76 
/(ocTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p,*) 


p 

/(«T,) 

p 

/K) 

P 

/(tr,) 

197 

^-^z+^9+^is 

353 

l-«^5+^,6 

733 

l-ftTj-f-or,, 

277 

^+^is   ,3 

677 

14-tr,-a7^,+aT^^ 

809 

1— w,— W^^ 

349 

14-tFj— w" 

653 

^-^i^^s  —"'ao 

881 

— w 


2T 


IV.    |)  zum  Exponenten  6  gehörig. 
6  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen. 

IV,  l,     p  =  lem  +  27  ,  4-  31 ; 

« 

also  die  primitiven  Perioden : 

3  7  7  3  7  11 

W      =    M     -{-  U)       (JÜ        —  U)        —  ÜÜ 


ÜÜ 


31 


3     ,         b 

tr,   =  w    4-  Oü    — 

s 


tu 


31 


,   85  ,Mt_.   1^ 


rp. 


c,9  4.  0,"  +  o;"  -  w"  -  u,"  -  u,"  , 


deren  Product  n(ay)  =  —  19  oder  N(w^)  =  —  19;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind 
die  w^f.^  ^'  h.  die  sechsgliedrigen  Perioden  der  19ten  Einheitswurzeln,  während 
«^i9r  =  0  ist; 

fundamentale  Relationen : 


w]  =  7  4-  3w^  —  OTj  , 


WjW^  =  2tFj  +  OP,  — 


w. 


13  4  8  * 

.19 


19  16  4  ' 


ay^oTj  =  —  3w     —  2w^  —  tr^  ,         «^i^ie  ="  — -  o^^  4-  «^,  , 

Congruenz wurzeln  mod.  j^.  **) 


31 

^1 
10 

°^3 

4-  7 

4-  5 

P 
179 

ocr 
1 

4 

3 

—  30 

^9 

4-  78 

P 
563 

ocr 
i 

212 

*3 

—  114 

w 

9 

—  190 

103 

37 

—46 

—  6 

331 

63 

—  86 

4-153 

787 

146 

4-  43 

4-150 

107 

2 

4-43 

4-29 

487 

3 

4-215 

—  32 

863 

317 

—  165 

—  59 

•)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -J-  ist  3oü        für  ocr        gesetzt. 
••)     Hier    ist    w     diejenige  Wurzel    der  Congruenz    ocr?  ^  7  4-  3oct    —  w    (mod.  p)j  welche 


Ound<^p  i«t.     Was  hier  w^,     or^  ,     «r^g  ,  heisst  X  =  19  ,  IV.  resp.  ty^  ,     vf^ 


590 


n  =  76 
yjoFj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nfiw^)  =  — 


p 

/(tr,) 

31 

l-ar^^OT, 

103 

2+W,+Wj— OT^+tFg 

107 

2  —  07 

179   4— OT. 

331 

487   3—07 


8     9 


563 

787 
863 


4+07^-0!^ 


IV,  2.  ;>  =  76»*  — 7,—  11; 


-7r 


OT-  =  öü'"  4-  w"  +  w 


,-37r 


4- to^r^o;-"'- +  («-"'• 


also  die  primitiven  Perioden 

OTj    =    W     —  Oü'^  —  w"  4-  w"  —  Oü^     —  w*', 


OT.  =  0.'  -  w"  -  «"  +  0."  -  0,"  -  au»  , 


.9 


IS 


2S 


39 


35 


15 


deren   Product  ll{w)  =  49  ist;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind   die   or^^  wie   in 
IV,  1  und  oTj,^  =  6w^''^; 

fundamentale  Relationen : 


ot!  = 


— .4-4-07       .  WtF       =    14-  20T     4-07       •  070T       sr=l— 07-  2w        l 


14 


.19 


19 


=    U)       -+-07^  —  207j  ,  ^,^g    =    ^        +  ^j  » 


07  tr 

1     16 


<«"-» 


293 

07 
1 

—  109 

4-  84 

07 
9 

-+-  55 

373 

4-  24 

4-106 

—  22 

449 

4-  17 

—  125 

—  75 

ÜJ   07  =2    OQF     * 

1     19  8 


Congnienzwurzeln  med.  jp*) 


P 

521 
601 
673 


07 
1 

33 
4-  9 
-+-293 


07. 


2 

—193 
—  53 


07 

4-204 

—   77 
—288 


z  ' 


p 

677 

07 
1 

—  98 

«^1 
4-     6 

«^9 

4-77 

829 

—271 

-t-244 

—68 

977 

4-112 

-f453 

4-89 

*)     Hier  ist  07     die  gemeinschaftliche  Warzel  der  Congraenz  tv?  as  —  4  -f-  w      (mod.  »)» 
und  des  Congruenzensystems  07.  —  o7   4-  w.  ^  w     ,    — «7,a7_  —  07_07_  4-  w,07.  iss  -f-  6  , 


07^07,07, 


.19 


3»      (mod.  p)y  aber  aach  völlig  bestimmt  darch  07  ou      bb  w    (mod.  p) 
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p 

293 
373 
449 


1— tTj— ! 
2— w^— 

34-»^— 


n  =  76 

yilaTj),  Prlmfactoren  der  Primzahlen 

P- 

f{^,) 

P            /(tr.) 

;> 

A^,) 

2aTg                                               521     2— 07^ 

677 

3      tFj4-  w,      tF^ 

Wg                                               601            ^1+^4 

829 

2— aT^+2orj— Wj 

tr,-tiT^4-aT,4-tiTj^ 

673     3— tTg+tF^g 

977 

3-«^!-+-  «^8 

—  OT, 


IV,  3.     jp  =  76w  +7,4-11; 


Tr 


-27i 


.-3Ti 


w^  =  w'^  +  w'"4-w"    '■4-w"'"*4-w 


-31' 


Uli 


llr 


=  0, 


während  w^^  =  2(w*'*  4- w'*'' +  w**'")  auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  19ten  Ein- 
heitswurzeln zurückkommt,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

7,     11,     83,     163,     239,     311,     463,     467,     619,     671,     919, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I9wi  4-7,-8  bei  >.  =  19. 


V.    p  zum  Exponenten  9  gehörig; 

p  ==  76m  —  3,4-5,4-9,—  15,4- 17,  4- 25. 

4  neungliedrige  Perioden: 


-3r 


tp=ay4-W  ^  ,^  r  ^  ^ 


9r 


.-"r^^5r^^-l5r 


a,-"r^^lTr^^25r^ 


also : 


w^  =  uj   —  üü"  4-  w'   —  w"  4-  w*    —  w"  --  w^    4-  w"  4-  w"  , 
m     =  «'  -  u;"  4-  «"  -  w"  4-  w^*  4-  c;"  -  u;"  -  u;"  -  o."  , 

Wurzeln  der  Gleichung: 

OT*  —  907*  4-  25  =  0  ; 

die  nichtprimitiven  Perioden  sind  w^^,  d.  h.  die  neungliedrigen  Perioden  der  19ten 
und  «Tjj^  =  90«"'',  d.  h.  die  4ten  Einheitswurzeln; 


fundamentale  Relationen: 


'  =  5  4-  w   , 


w 


«TjtFg    =    -—  ÖW 


It 


WjW,  =  5  ; 
tr  w      =  2ti7   • 


m 


19 


1^4     =    4««        —  «^,  » 


592 


n  ==  76 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

^1 

w 

3 

P 

w 
i 

w 

P 

w 
1 

°^s 

P 

^1 

«'i 

5 

0 

—  2 

157 

—  49 

—  77 

557 

—  71 

+  47 

769 

—268 

—  330 

17 

4-  5 

+  1 

233 

+  49 

-  95 

593 

+  51 

+  128 

821 

—226 

+  09 

61 

+16 

+27 

313 

—  36 

—  61 

613 

+  80 

+  115 

853 

+  19 

—314 

73 

10 

+36 

389 

+  130 

+  15 

617 

+181 

—  242 

929 

—386 

+219 

101 

+43 

+33 

397 

+  7 

—  56 

701 

+  100 

—  35 

937 

+119 

+315 

137 

—  4 

+33 

461 

—  75 

123 

709 

—  8 

+  88 

997 

—  6 

—  167 

149 

+  19 

+63 

541 

+  74 

+  22 

757 

+212 

+  125 

p 

5 

17 

61 

73 

101 

137 

149 

157 

233 


/K) 


/(otJ,  Primfactoren  der  Primzahlen  j?.  **) 


2+  w^ 

1-   ar, 

3 —  a7j+3aTj —  w^ 

4+5aT, — 4a[T,+2oF. 

13  4 

3 —  tiT-+2tF_ —   tr^ 

4+  w^ 

3— 2aTj+27Tj+  w^ 

3— 2aTj 

5— 9aT,+8w,+4nT. 

14  4 


p 

313 
389 
397 
461 
541 
557 
593 
613 
617 


3— 


3—  4a7j+5aTj — 2aT 
5+  w,-f-  tr-+  w 
5 — 10cü^+9aTj+4tr 

4—  2o7,+  op,+2aT 

1  9 


tF. 


W. 


w 


1+  -. .  -, 

1 —  5or  4-6arj+3aT 

3+        07^  +  207^ 


6+     trj+  trjj  + 


tr 


P 
701 

709 
757 
769 
821 
853 
929 
937 
997 


A^O 


1—  2w,+  4aTj— 2x^ 
-     aTj+2x^ 


10+  5tü 
3+lOtF 
6+llaT 
5+  2w 
4+  2oF 

I  +  IOOT 

8—  3aF 

6+       07 


—  12aT — bw 

—  9BT-+5ar^ 

3  4 

—  3». 


—     tr. 


w. 


S  "4 

—  10oTj+4ar^ 


VI.     2^  zum  Exponenten  18  gehörig. 
2  achtzehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

VI,  l,     p  =  76/?l  +  3,  —  5,  —  9, +  15,—  17,  —  25 


9r 


21r 


w^  =  Cü'"  +  w^'"  +  w"''  +  w^""  +  w*''  +  w"''  +  u; 


5r 


l5r 


-Sir 


+  w 


-ITr 


3Sr 


-Sr 


+  W""^  +  («-'^  +  W  — "^  +  flu 


-»r 


W 


+  w-"'-  +  c*;-''-  +  flu-'*'"  +  w"'-  +  u;"'-  +  w""''  ,      also 
^   =   u;  +  c«'  4-  Oü'  +  u;"  +  u;*  +  oü^*  -  u;^  -  u;"  +  ou"  -  Oü"  -  c*;'»'*  -  u;^^  -  o."  -  "  " 

+  flu"  +  üü"  —  flu*' ,  nebst  —  w^ , 


w 


Wurzeln  der  Gleichung: 


w'  —  19  =  0  . 


*)     Hier  ist  w    als  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen: 


otJ  ^  5  +  tr^  , 


w   —  w 
1  a 


ÜÜ 


19 


CTjtFj  ^  5  (mod.  p). 


sowie  durch  or  w"  ^  or     (mod.  j[>)  völlig  bestimmt. 


*^     Manche  der  ^(of.)  sind  ans  Normen  =  5^  ermittelt. 


593 


n  =  76 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

w 
i 

P 

tr 
i 

P 

w 
1 

P 

w 
1 

P 

«^1 

3 

1 

167 

55 

439 

89 

743 

159 

887 

366 

59 

14 

211 

21 

523 

217 

751 

39 

907 

213 

67 

32 

223 

58 

547 

228 

811 

240 

971 

425 

71 

27 

307 

68 

599 

212 

827 

50 

983 

464 

79 

16 

383 

174 

659 

109 

839 

294 

991 

122 

127 

20 

431 

197 

A^ 

r^),  Primfactoren  der  Primzahlen 

l  p.      Nf{w^)   = 

=  -P' 

P 

A^,) 

P 

/K) 

P 

A^,) 

P 

/(t^i) 

3 

4 07 

211 

108+2507^ 

547 

188—6807^ 

839 

192-+-45o7j 

59 

25— 6o7j 

223 

9—  4oFj 

599 

1554-36oFj 

887 

434-12oFj 

67 

34-2o7j 

307 

72-4-l7o7^ 

659 

5-+-  6o7j 

907 

48— 13o7j 

71 

10— 3o7j 

383 

34—  9o7j 

743 

101— 24o7j 

971 

127— 30ayj 

79 

15+4o7j 

431 

62-4-1507^ 

751 

225+52oTj 

983 

86-4-2107^ 

127 

33— 8or^ 

439 

6—  5o7^ 

811 

33+10o7^ 

991 

154-  8a7j 

167 

24-3or^ 

523 

lll+26o7j 

827 

73— 18o7j 

VI,  2.     p  =  76m  -h  13  ,  -h  21 ,  —  23  ,  -h  29  ,  -4-  33  ,  —  35  ; 


18r 


ITr 


07,  =  cü^  +  W'  4-w'"  4- w 


-7r 


U) 


air 


-15r    .     -  8Jr_j_^-J7r_^..29 


o;--    +  c^—  4-  c«'"'-  4-  w-"-  4-  w"^  4-  w"'' 

-81r     .     .    -aJr     I     ..5r     i     ...-llr     i     ...9r     ,     ...-85r    ..19r 


d.  h.  4te  Wurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

13,       29,       41,       53,       89,       97,     109,     173,     181,     193,     241,     257,     269,     281, 
317,     337,     401,     409,     421,     433,     509,     601,     641,     773,     857,     877,     941,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  '4m  4-1  in  X  =  5 . 


•)     Hier  ist  or^  >  0  und  <  ^p« 


75 


594 

n  =  76 
VI,  3.     p  ==  76m  —  13  ,  —  21 ,  4-  23  ,  —  29  ,  —  33  ,  4-  36  ; 

4-  w-"'-  4-  w-""  4-  w"'-  4-  »*'•  4-  w"''  4-  w'^  4-  w"'  r»  0  , 

tr^^  =  2(c«*'  4-  c«'^''  4-  «"'■  4-  w"'"  4-  w**''  4-  w"''  4-  »*•''  4-  («'*^  4-  w**')  , 

d.h.  die  neungliedrigen  Perioden   der   19ten  Einheitswurzeln ;   daher  haben    die 
hierher  gehörigen  Primzahlen: 

23,       43,       47,     131,     139,     199,     251,     263,     271,     283,     347,     369,     367,     443,     479, 
491,     499,     503,     687,     631,     643,     719,     727,     739,     823,     869,     883,     947,     967, 

auch   hier   nur   die   Primfactoren    der  zum  Exponenten  9   gehörigen  Primzahlen 
(vgl.  X  «  19,  V). 


595 


n 


80 


I.    2>  =  80m  4- 1 . 

32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

«"  —  w"  4-  w"  —  w'  4-  1  ==  0 , 

wodurch  von  den   nichtprimitiven,   d.  h.   den  40ten  und  16ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  mittelst  der  primitiven  ausgedrückt  werden  können: 

,ir    ,.lJr  .  .5I1'-  _L  ,  .»9/-  .  .»3r 


P 
241 

401 
641 
881 


Congruenzwurzeln  med.  p. 

(Vgl.  w  =  40,  20,  5;  16,  8,  4,  sowie  für  die  übrigen  Tafeln). 


ÜD 

—  102 
—153 
-+-151 
4-307 


UJ 

—  85 
4-155 
4-140 
—240 


w 
4-  28 
4-142 
4-103 
—232 


—  57 
4-189 
—121 
—229 


73 
4-  68 
—  57 
—283 


4-101 
—158 
4-291 
—192 


4-117 
26 
63 

4-343 


—  23 

—  84 

—  18 

—  7 


P 
241 

401 

641 

881 


0," 
4-  21 
4-148 
—  178 
4-126 


—  103 

—  108 
4-234 
4-375 


—  105 
4-  33 
+163 

—  78 


33 
4-171 
4-  45 
—368 


—  93 

4-157 

—  196 
4-277 


4-  43 

4-  48 
4-  56 
4-300 


—  17 
4-119 

—  87 
4-290 


26 
—  76 
4-208 
4-  66 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal,  in  5ter  Potenz  wirklich. 


Normen  complexer  Zahlen  in  oü. 

2^/^(1  4-  oü  4.  w")  =  N(l  —  w"  —  w")  =  81 .  241 ,         iV(l  —  w  4-  w'  4-  w*)  =  881 .  1601 . 


n* 
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n  =  80 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.    j?  =  80m  —  1 ; 


Wj.  =  Cü''  -4-  (t)"''  =  w*"  —  w 


«O-r 


WjWjt  =  o^it»,  H- w^^., ;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  die  zweigliedrigen  Perioden 
erster  Art  w^^  der  40ten  (nebst  tp^^  der  20ten  und  w^^r  der  5ten)  und  w^^  der 
16ten    (nebst  w^^^  der   8ten)  Einheitswurzeln,    während  m^^^  =  o,    w^^^  r=  — «; 

n(a7^)  ==  1 . 


Congruenz wurzeln  mod.  p,*) 


p 

79 

«^1 
+  4 

w 
—   27 

^7 

—  28 

w 

^9 

—  10 

*^ii 
—  33 

^ij 
-4-  22 

«^ir 
-4-  12 

19 

—  15 

239 

-h   19 

-4-110 

—  92 

—  82 

H-  51 

—  12 

+103 

—  11 

479 

—214 

-4-159 

—  61 

—  87 

—  174 

-4-  96 

—  70 

-4-231 

719 

4-  31 

-4-219 

—205 

—350 

-4-328 

—  20 

-4-228 

4-171 

p 

79 
239 


/(ojj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p,     Nf(w^)  == 
/(«i)  I  P  /K) 

479         l+ar^+oTj^ 


1— tr  — tr 

f  19 

1— (T   —07 

4  15 


P 
719 


*)     Die  primitiven  Perioden  sind  vollkommen  bestimmt  durch  die  lineare  Congraeni 
w^w^f,  ^  ^4r'^^fr»     ^^c^    »8*    tr     die    gemeinschaftliche  Wurzel    der    Congpruenz    otr?  es  2  4- w, 
(mod.  2?),  und  eines  Systems  von  4  Congruenzen,  deren  erste  tr   —  tr   —  tF^  4-  w  .  es  —  w 

(mod.  p). 
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n  =  80 

II,  2,     p  =r  80w  4-  39  ; 

w^wj^  =  —  a7^_j  4- Win-j;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  w^^  (dieselben  wie  II,  i), 
während    w^^   die  Perioden    2ter  Art    der    16ten  Einheitswurzeln    sind    und 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

199 

«'i 
+  18 

«'s 
—  84 

w 
—  57 

^3 

+  64 

w 
11 

+  26 

w 
la 

+  54 

—  30 

w 
1» 

—  95 

359 

+  146 

+  44 

—  165 

—  126 

+135 

—  47 

+140 

—  94 

439 

—  45 

+  52 

—  78 

—  155 

+217 

+136 

+170 

+212 

599 

—260 

+276 

—  184 

—  95 

—  127 

+108 

+281 

+143 

839 

+237 

+351 

+356 

+  27 

+188 

—372 

—232 

+181 

919 

+  43 

—317 

+406 

+252 

+  113 

+298 

—  112 

+297 

Normen  complexer  Zahlen  in  i . 

N(l  —  w^^  +  w^^)  =  199  .  359  ,  N(i  —  tr^  +  w^^  +  w^^)  =  599  .  199  , 

JV(1  +07^  +  w^j  —  w^^)  =  839  .  359  ;  N(l  +  0X3  +  tr^^)  =  4.919, 

N{2  —  Wj  —  w^j)  =  4  .  439  .  641  ;  N(w^  —  w^^  —  w^^)  =  241  .  2801 , 

N(\  —  ccTj  +  Wj)  =  81 .  881  ;  endlich : 

N{i  ±  w)  =  2161     (eine  Primzahl  der  Form  80w  +  i). 


II,  3.     p  =  SOm  —  39  ; 


w^  =  w*"  +  w 


-»''•  =  0,         07^,  =  2c« 


ir 


d.  h.  die  40ten  Einheitswurzeln,   daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen r 

41,     281,     521,     601,     761, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  40m  +  l  in  n  =  40,  I. 


*)     Die  primitiven  or^  sind  vollkommen  bestimmt  durch  die  line&re  Congruenz: 
w^oj  y  =s  —  w^  +  w  y ,     sowie  als  Gemeinwurzel  zweier  höheren  Congrnenzen. 
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n  =  80 
II,  4.     p  =  80m -4- 31;        Wr  =  w''4-t«"'' 


also  die  primitiven  Perioden: 


m 


=s  w  4-  w 


si 


tu 


11 


s=   w      -+■  w      , 


w,  =  w'  4-  w"  , 

07.    =    w'  —  W^'  , 

m      s=»    W*  H-  C(W* 

w,,  =  „'»  +  ,„"  , 

Wjy    ss=    OÜ*'  -4-  » 

Il(wr)  =16;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind:  w^^j  d.  h.  die  zweigliedrigen  Pe- 
rioden 7ter  Art  der  40ten  (w^^  =  o,  ar^^  =  2a;"')  und  oy^^,  d.  h.  erster  Art  der 
16ten  Einheitswurzeln,  wobei  «^r  —  «^^z  —  Wgr  "* '^jjr  =  —  «^^r; 

unter  den  fundamentalen  Relationen: 


w  w     = 

^14' 

OT   OT.    = 
IT 

-    2(JÜ     —  OT 

,                    07jl 

H7      •""    • 
9 

-24-ar^o' 

tr  tr 
111 

-=  -tr,, 

7   07         = 

""^10» 

OT   07         = 
1     »3 

=  2tt;'*  —  OT     ,         07  w 

JT    '^ 

—  07        . 
18 

, 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P.*) 

P 

31 

^1 

-h     9 

07 
3 

—     7 

07 
T 

—    10 

«^9 

4-  11 

OT 
11 

—   12 

«^19 

4-     6 

^.3 

4-  13 

—     3 

191 

—   19 

—  55 

-4-  58 

—  23 

4-  44 

4-     3 

—  24 

4-  74 

271 

—  120 

-1-     8 

-4-  12 

4-  76 

4-  13 

-h  55 

—  53 

—  80 

431 

-4-186 

—  57 

-4-  95 

4-     1 

—188 

4-189 

4-116 

4-147 

751 

—  26 

—230 

—  56 

—322 

4-  40 

4-  91 

—226 

—375 

911 

-4-407 

-4-284 

—256 

—445 

4-  70 

—419 

—405 

—238 

991 

—427 

4-275 

-f470 

—  59 

—396 

—  64 

4-269 

4-330 

yi;o7j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  j?  =  431  ist  fiw^)  =  1  —  07^ ;  fttr  die  übrigen  Primzahlen  stehen  sie  dahin. 


Normen  complexer  Zahlen  in  tJ. 

A^(l  4-  «r^  -  tr^^)  =  31  .  271  ,  A^(l  -  07^  4-  tr,,) 

N(l  —  o',  4-  tr„)  =  31  .  191 ,  N(\  —  o.^  -  07^  4-  w^^) 

N{1  4-  tr,j  —  OTj,)  =  *401  .  241  . 


31  .  401  , 
271.991  , 


*)     Hier  ist  w^  vollständig  bestimmt  durcli  tr  or    se  tr    (mod.  p),  allgemein  v^tr    .  ^  tr 
(mod.  p)y  sowie  als  Gemeinwnrzel  höherer  Congmenzen. 


f 
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M==  80 
II,  5.     p  =  80m  —  31  ;  w^  =  w''  -4-  w""'^ , 

also  die  primitiven  Perioden: 


n(w^)  =  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind  tr^^,  d.  h.  die  zweigliedrigen  Perio- 
den 6ter  Art  der  40ten,  und  w^^  =  2&Ü*'',  d.  h.  die  löten  Einheitswurzeln. 

Fundamentale  Relationen : 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

'^  1  I  T  11  II  ir  ji  81 

449         -+•  62         +151         -4-239         —  69         +13         —27         +113         —133 

769         +172         +98         —  76         +41         —  75         —36         —102         +235 

929         —233         +432         —311         —451         —344         +24         —243         —271 


yjojj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 

929     l+aj.+aj,,  +  w* 


p 

/(t^x) 

P 

/K) 

449 

^11  ""  ^88  ""  ^96 

769 

l+tr^-OT^, 

*)     Hier  ist  tr    vollständig  (and  linear)  bestimmt  durch  tr^o;^  ^  2trg  (allgemein 
tu  tr      ^  2^«r)  (mod.  1?),  oder  als  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen:  w^  i^  —  2w^^  +  o^»  >- 
OTj  +  tJ7^y  SS  üü**  ,     WjWjy  ^  w^^  (mod.  j?). 


**)     Zur  Vermeidung  des  CoCfficienten  ^  ist  2m  ''  anstatt  tr^  gesetzt. 
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n  =  80 


n,  6.     p  =  80m  -f  9  ;         tr^  =  w''  4-  w"^ , 


also  die  primitiven  Perioden: 


07 


I  9 

j   =   w  4-  tw    I 


tTj    =    W»  4-  Oü"  , 


(P,    =    Üü'  C(W*'  , 


*^ll 


11 


tt; 


19 


aTj3  =  w"  4-  w"  ,       tTj^   =  w*'  —  w"  , 


tr      =  tt; 
ji 


31 


U) 


X9 


IT 


Sl 


»». 


,,  =  u;-*4-c«"; 


11(07)  =  25 ;  die  nichtprimitiven  Perioden   sind  die  07^^  (dieselben  wie  II,  5),  wäh- 
rend 07^^  =  0; 

fundamentale  Relationen: 


-! 

— 

2u^'' 

4- 

^2^ 

«7,0-,          07^  4-  tTjjj  , 

07^07, 

=    14-  207j^  , 

07  07 
i    11 

=r= 

2u;" 

4- 

°^ij» 

°^i^i3  =  -  "^6  -^  ^99 » 

^i«^ii 

'  =  ^, 

+  w„, 

07  07 

2u;'^ 

4- 

«^9»' 

07,07,^  =  -  2  4-  073,  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

*) 

P 
89 

37 

«^9 

4-     9 

^T                   ^11                   ^19 

4-39         4-1         —  19 

07 
^17 

—  23 

«^91 

—12 

«^91 

—  34 

409 

97 

4-171 

4-  87         4-144         —   16 

—166 

—35 

4-142 

569 

239 

4-  34 

—  79         —  44         —261 

4-255 

4-70 

4-199 

809 

94 

4-299 

—380         —186         4-269 

—212 

4-41 

4-  91 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 


m 


07     —  O^     ^ 

9  19' 


N(l  —  07jj)    =    iV(w"  —  07,^)    =  9  .  89  , 

A^(l  4-  w,  —  07,^)  =  16  .  569  , 

N(Wj  -  07j,)  =  A^(l  4-  tr,  4-  tTjj)  =  36  .  241  ,  N(i  -  07^  4-  w,^) 

A^(l  —  w^^  4-  tr,  4-  tr,,)  =  9  .  89  .  881  . 


N(l  —  w'®  4-  tTjj)  =  9  .  409  , 

-.  9  .  809  ; 
:  81.241  , 


*)     Hier  ist  o"^  nicht  vollständig  bestimmt,  sondern  diejenige  Wurzel  der  Congmens 
07J  ^  2oü^°  4-  «Tj  (mod.  p)  dafür  gewählt,  welche  >  0  und  <  ^J^  *'*• 
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n  =  80 


II,  7,    p  =  SOm  —  9  ; 


w^  =  w' 


<«-", 


also  die  primitiven  Perioden: 


S  13 

m      =    U)     —  U) 

3 


19 


19 


bu 


S9 


7  IT 

tr„  =  w"  4-  u^"  , 


W»    =    Cü     —  Oü 


29 


W        = 
IT 


97  37 


n(tr)  =  16 ;   die   nichtprimitiven  Perioden   sind  w,^   (dieselben  wie  in  II,  4),  wäh- 
rend w^^  die  Perioden  zweiter  Art  der  löten  Einheits wurzeln  sind,   wobei 
w^  4-07^  —  w^  4-  tr„  ==  (Tjj   ist. 

Fundaoientale  Relationen: 


tr,   = 


19 


1     »3 


=  2  4-  (p     , 
^^      10  ' 

=  —  2w**4-Wj^ 


tu  or  s^  ^^~*  tu     • 

13  14  » 

tu  tu  ^^    QU     « 
111  2  » 


ÜJ  tu         ^!s^    tu 
l     87  18 


tu^tu^  =  —  2üü*'  4-  Wjg , 

tu.tu.^  ^  tu. 


l     19 


10 


P 

71 
151 
311 
631 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


w 
l 

—  17 
4-  62 

—  106 
4-136 


tu 

3 
—     11 

4-  28 

—  138 

—  74 


tu 

^7 

—  14 
-4-34 

—  14 

4-84 


tu 

9 

—  5 
4-  30 

—  118 
—222 


tu 
11 

4-26 

4-72 
—48 
4-28 


«^19 

4-  16 
—  9 
4-105 
4-177 


(U 
23 

4-  1 
4-43 

—84 
4-89 


^27 

—   12 


20 
4-  23 
4-240 


/(tu^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.**) 


p 

/(w,) 

P 

A^,) 

p 

A^,) 

71 

^  ""  "^^           n. 

311 

1  _  0,^  _  «^23 

631 

l_aT^4-ar,^ 

151 

14-tu^5  4-w" 

—  tu 


19 


*)     Hier  ist  of^  vollständig  bestimmt  durch  tu^Wj  ^  ^^  (mod.  p)y  allgemein  tu^tu^^  ^  tu^^ ; 
desgleichen' als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenzen,  indem  tu    4- Wy  —  ^9  "^"  ^13  ^  — ^ib 

(mod.  p), 

*)     Zur  Vermeidung  des  Coefficienten  -J-  ist  2w**''  für  tu^^,.  gesetzt  (vgl.  11,  4). 

76 


*•> 
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n  =  80 
III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 

8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  12  Fällen: 

III,   1.     ;>  =  80m  —3,-27;         w^  =  w'*  -f  w"''*  +  w"^  — 


(jj 


-3Tr 


^. 


IT. 


W. 


±W 


17  ' 


uichtprimitiv  tr^^  (d.  h.  n  =  40.  III,  i),  07^^  =  0;  n(ocr)  =  5* 

Congruenzwurzeln  med.  p,*) 


p 

53 

w 
1 

13 

—  20 

-f  17 

«^17 

+  19 

P 
557 

tr 
i 

100 

-4-195 

IT 
T 

-fl73 

—103 

157 

15 

—  52 

■+■   43 

—  51 

613 

98 

+244 

—  42 

H-248 

293 

5 

—   1 

-fl38 

—  104 

773 

146 

-4-323 

-f355 

-4-  98 

317 

96 

+  76 

—  105 

—  151 

797 

350 

—148 

4-  60 

—332 

373 

173 

—  28 

-t-  72 

—  88 

853 

134 

—401 

-4-388 

H-266 

Normen  complexer  Zahlen  in  i . 
N(l  -h  Wj)  =  N(w^  —  (Ty)  =  2  .  293 , 
A'(l  -4-  iTj  —  Wj)  =  N(l  -4-  w,  -I-  OT^y)  =  53  .  157  , 
N{1  —  207,  —  w^j)  =  2  .  317  .  569  ,  N{2  —  tF^  -|-  w^) 

N{2  -4-  tüj  -4-  tr^y)  =  53  .  557  ,  N(4  -h  tr,  —  w^^) 

iV(4  —  07,  —  tTjy)  =  2  .  89  .  797  ;  iV(2  -4-  w^) 

N(l  -4-  07^  —  07,  —  07^^)  =  36  .  881  . 


2.373, 

4.53.613, 

241, 


III,  2.     p  =  80m  -f  3  ,  -h  27  ;         tr^.  =  w''  -h  w*'*  -4-  w'^'^  -f  w"'" , 


07, 


OT, 


OT. 


OT. 


7'       -^  ""ll  »       -^  '*'13  » 

nichtprimitiv  07,^  (d.  h.  n  =  40.  III,  2),  07^^  =  0;  n(oT^)  =  9 .  25 . 


•)     Hier  ist  w^  >  0  und  <  -J- j?  aus  07J  as  w,  -4-  207^  (mod.  jj). 


603 


n  = 

=  80 

CoDgruenzwurzeln  rnod. 

,  p.*) 

p 

3 

«^1 

1 

T 
0 

11 

—  1 

w 

13 
—   1 

P 

587 

w 
i 

93 

—  28 

^11 
—  97 

^13 

—  23 

83 

2 

4-  3 

4-  37 

-4-  19 

643 

211 

-+-  33 

—313 

-+-  55 

107 

33 

-h  26 

—  52 

-4-  5 

827 

316 

—208 

—289 

—  28 

163 

39 

4-  69 

6 

-4-  56 

883 

122 

-+-190 

-f-338 

+371 

347 

4 

—  91 

4-  51 

+  30 

907 

108 

—  119 

-4-135 

-4-409 

563 

161 

—  110 

-fl78 

-+-181 

Normen  complexer  Zahlen  in  4r. 

iV(2  —  oTj)  =  N(V  4-  w^  —  ojy)  ==  27  .  83  ,  N(2w^  +  w^^) 


N(4  —  Wj)  =  3f  347  , 
N(4  4-  Wj  4-  Wjj)  =  4  .  27  .  587 
N{2  4-  2072  4-  Wj)  =  27-.  883  , 
N(l±w)  =  2  .  243  , 
iV(l  — 207^3)  =  81  .881. 


A^(3  4-  tr^,  -  tr^,) 

A'Ca  4-  tr,  -  07^  —  tr^,) 

iV(2  -  07^3  4-  tr„) 

A^(3  4-  tr^  -  OT,,) 


25.  107*, 
27  . 563 , 
8  .  9 . 643  , 
6 .  907  ; 
81.241, 


III,  S,     p  =  80wi  4-  13  ,  4-  37  ;         07^  =  w''  4-  w"''  4-  w*'"  4-  w 

±07^,     ±  tr,  ,     ±07^,     ±  tTj^ ; 
nichtprimitiv  w^^  (wie  III,  1),  w^^  =  0;  11(07^)  =  5*. 

Congruenzwurzeln  med.  p.**) 


87r 


p 

13 

w 
1 

2 

«^3 

4-  4 

—  3 

—  6 

P 
653 

07 
1 

57 

07 
3 

—  23 

^1 
4-162 

«^ir 
4-  4 

37 

6 

4-  7 

4-  5 

4-  1 

677 

182 

4-212 

4-  96 

—  7 

173 

25 

4-69 

4-  16 

4-76 

733 

236 

—  146 

—228 

—254 

197 

41 

—77 

—  93 

—  17 

757 

44 

—327 

—  317 

—  43 

277 

6 

—47 

4-  50 

—83 

*)     Hier  ist  or^  >  0  und  <  -J-p  »us  07J  ^  07,  4-  2o7^  "+"^10  C™^^'  P)i  ^^ 

w^^  =  2(w"  4-  w'®)  vgl.  w  =  8 

♦*)     Hier  ist  07^  >  0  und  <C^p  ^^^  07J  ^  or   —  207^  (mod.  p). 

76» 
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n  =  80 
Normen  coinplexer  Zahlen  in  gr- 

N{1  -  07^,)  =  N(w^  4-  tr^)  =  18  .  37  ,  N(2  -  or^) 

iV(l  -  tr^  4-  OT^)  =-  A^(l  -  07,  -  tr,,)  =-  13  .  197  ,              ^2  -  or,  -  or^^) 

iV(4  —  w^j)  =  9  .  13  .  653  ,  iV(7  4-  w,^) 

M2  4-  «Tg  -  Wj^)  =  2  .  733  ,  N{1  -  w,  -  07^^) 

N{4  —  07^  —  Wy)  =  2  .  173  .  241  ,  N(l  4-  tr,  -  07^  4-  tr^  4-  rr^^) 


3! 13»  , 

18.277, 

9.  13.37.677, 

13.  757, 

81.881  . 


III,  4.     jt?  =  80m  —  13  ,  —  37  ; 


w^  =  üü''  4-  w    ^''" 


-I- oy''"  4- «*•""'• 


tr. 


07. 


(T 


11 


07 


13' 


nichtpriinitiv  w^^  wie  III,  2,  w^,  =  o ;  n(ti7^)  =  9 .  25 . 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

43 

w 
1 

6 

4-  10 

07 
11 

—   1 

w 
ij 

—  11 

P 
467 

07 
1 

49 

07 

4-197 

11 

4-  87 

13 

—  16 

67 

4 

—  14 

—  33 

4-21 

523 

219 

—  142 

4-  64 

—171 

227 

49 

4-  30 

4-  25 

—29 

547 

3 

4-  73 

4-109 

4-  86 

283 

128 

4-  96 

4-  74 

—51 

683 

161 

4-341 

4-328 

4-296 

307 

103 

—  148 

4-  26 

—46 

787 

323 

4-294 

—376 

4-  84 

443 

207 

4-  73 

—  161 

—78 

947 

299 

4-145 

—373 

—310 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

N(l  4-  OT^,)  =  iV(oT^  4-  tr,,)  =  2  .  43  ,  iV(o7^  4-  w^)  =  50  .  67  , 

N(w^  —  OTj)  =  18  .  67  ,  N{i  —  07^  4-tr,^)  =  43  .  227  , 

iV(l  —  07,  4-  w^°  4-  w'^)  =  2  .  283  ,  N(b  4-  o?^  4-  Wj,)  =  25  .  43  .  443  , 

N{S  —  07j)  =   18  .  547  ,  N(l  4-  2iry)  =  67  .  683  , 

N(Q  —  07j  —  oT,j)  =  2  .  947  .  10*49  ;  dagegen :     N{1  —  tr,  —  or^ ,)  =  241  , 
N(w^  -  w"  —  cü»^)  =  881  . 


•)     Hier  ist  or     >  0  nnd  <  ^  P  aus  or:  ^  07    —  2o7    4-  or  ^  (mod.  p),  wo 

_         _    o/.    10     ,     ,   30v 


07j^  =  2(w*''  4-  f^^l  wie  (HI,  2). 


605 


n  =  80 


III,  5.     |)  =  80ni  +  7  ,  +  23  ;        w^  =  eu''  +  w"  + 


^-3.r+„«r^ 


OT, 


OT. 


OT 


11 


07 


17  ' 


mchtprimitiv  07.^^  (n  =  40.  III,  3),  07^^  =  2(0;*' +  w"'')  (n  =  16.  II,  2);  n(o7^)  ==  49 . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

7 

07 
1 

—  3 

07 

—  3 

«^11 
—  2 

07 
17 

0 

P 
647 

07 
I 

+169 

07 
3 

+139 

07 
11 

—279 

07 
^17 

—107 

23 

—   7 

+  1 

+  8 

+  3 

727 

+262 

—  79 

—  74 

—  122 

103 

—  12 

+13 

+  19 

+  40 

743 

+261 

—162 

—152 

+  26 

167 

—  70 

+75 

—  51 

—  24 

823 

+256 

+  60 

—393 

—150 

263 

+  59 

—87 

+  38 

—  123 

887 

+343 

—  69 

+  177 

—  77 

487 

—  125 

—96 

—  72 

—  102 

967 

+  123 

—214 

—  68 

—322 

503 

+  172 

-68 

+  116 

+229 

983 

—453 

—  35 

+296 

+318 

Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 


N(i  -  0T3) 

2^(2  —  w*  —  oy^*  —  07^^) 


N(w^  +  w*  +  w")  =  N(w^^)  =  49  , 

iV(o7^  —  07jj)  =  2  .  23  .  49  , 
N(i  +07^  +  OTjj)  =  23  .  167  , 
N(b  +  tPj  +  tü^®  —  w'^)  =  2  .  487  .  241  ,      iV(6  +  207^  +  w*  +  w") 
M7  +  07^  +  w^j)  =  49  .  167  .  743  ,  iV(3  —  or^  —  07^^) 

N(b  +  07^  +  07jy)  =  487  .  983  ; 
N(2  +  07j  +  2o7,)  =  7  .  23  .  241  . 


iV(l  — 207j)   = 


2.23, 
2 . 103 , 
7 . 263 , 
4.727.1543, 
7.887, 
49.241  , 


III,  6.     p  =  80m  —  7  ,  —  23  ;  or^  =  w''  +  w"'''  +  ^ü""''  +  w""'' , 


OT. 


07. 


OT. 


OT 


13  > 


nichtprimitiv  07^^^  =  4üy*^'*  =  407^^  oder  8te  Einheitswurzeln,  07^^  =  0;  11(07^)  =  5* 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

73 

OT 
1 

13 

07 
3 

—  16 

^7 
+  6 

07 
18 

—  14 

P 
457 

07 
1 

172 

07 
3 

—  42 

«^7 

+  8 

OT 

18 
—  11 

137 

19 

+  53 

—43 

—  18 

617 

18 

—  191 

—  34 

+210 

233 

86 

+100 

—46 

+35 

857 

314 

+339 

+101 

+  134 

313 

125 

+  1 

—25 

—  5 

937 

158 

+279 

—338 

—  47 

•)     Hier  ist  07,  vollständig  bestimmt  durch  o'.ot-   ^  2(—  ot    +  or^)  (mod.  p);  oder  auch  al» 
gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congrnenzen;    otJ  ^  2  —  ''^o  "1"  ^^00  >         ^1  "^  ^17  ^  w    +  w     , 
=  —  3  +  w^°  —  üy*^  (mod.  p). 


OT   OT    _ 
1     17 


*•)     Hier  ist  ot^  >  0  und  <i^p  aus  otJ  ^  —  buj      (mod.  p) 
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n  =  80 
Normen  complexer  Zahlen  in  ji,. 

N(l  —  OT,)  =  2  .  313  ,  A^(l  4-  ojj  -f  (Pjj)  =  73  .  137  , 

N(S  -f  OTj  —  w^)  =  25  .  233  ,  N{3  —  w,  —  w^)  =  25  .  617  , 

N(2  —  Wj  —  OFg)  =  2  .  457  ,  N(l  —  ccTj  +  207^  —  2w^^)  =  4  .  73  .  937  ; 

iSr(2  —  opj  4-  «Tg  4-  tr^,)  =  49  .  241 ,  A^(l  —  tr^  -+-  2trg  +  tr^)  =  241  . 


III,  7,     p  =  80m  —  17  ,  —  33  ; 

r     I         — 17r     I         — Sl'      t         — 33r 

nichtprimitiv  op^r  (wie  III,  5),  w^^  =  2(w*  —  w")  (n  =  16.  II,  l);  n(a7^)  ==  49. 

Congruenzwurzeln  med.  p,*) 

P  W  W  W  W  \  P  W  W  W  TT 

47  -1-11  4-4  -t-  1  4-18  463  -4-101  -4-168  —  87  —218 

127  -+-5  —  15  -4-33  —47  I    607  4-181  4-74  4-60  -M52 

223  —  53  —106  4-63  —34  863  —233  —186  —289  -4-373 

383  4-187  4-  75  4-12  -h54 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^. 

N(l  -  tr^j)  =  N(w^  -  w^^)  =  2  .  47  ,  iV(l  -  w^^  4-  t«;'  -  w")  =  2  .  127  , 

N{1  —  (T^  —  w'  4-  w")  =  2  .  223  ,  N(S  4-  OP,  —  w^^)  =•  47  .  383  , 

(N2  -  w^j  -  tr,,)  =  2  .  463  ,  N{2  -  tr,  4-  w„)  =  2  .  607  ; 

aber  N{i  —  w^^  —  tr,,)  =  241 . 


III,  S,     p  =  SOni  4-  17  ,  4-  33  ; 
07^  =  cü    4- w       4- w         H- w        =  w       , 

d.  h.  16te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

17,     113,     193,     257,     337,     353,     433,     577,     593,     673,     977, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  I6»t4-1  in  n  =  16. 


*)     Hier  ist   w^    volUtändig   bestimmt  durch   tr^a7^  ^  2((r^  —  w^)  (mod.  j[>),    oder  aU  ge- 
meinschaftliche Wurzel  der  Congruenzen  trj  ^  —  2  —  w^  4-  ^oj^^  ,     w^  +  w^j  sss  —  w**4-cw'*. 


tr  or      ^  3  -f  tü^*  —  tt;'°  (mod.  j?). 
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n  =  80 
III,  9.     p  =  80m  4-  11 ,  —  29  ; 

w^^  =  2(w"' -4- w'*'') »    d.h.  zweigliedrige   Perioden    4ter  Art    der    40ten  Einheits- 
wurzeln; daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

11,     131,     211,     251,     331,     491,     571,     691,     811,     971, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  40/?i-|-ii  in  n  =  40. 

III,  10.     p  =  80m  —  11 ,  4-  29  ; 

Wg^  =  2(w"' -4- w*^*'')»     d.  h.  zweigliedrige   Perioden    öter  Art  der  40ten  Einheits- 
wurzeln, daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

29,     109,     149,     229,     269,     349,     389,     509,     709,     829, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  40/H--11  in  n  =  40. 

III,  11.     p  =  80m  4-19,-21; 
Wr  =  u;''4-ou'''*4-w-'''-4-c«-"''  =  0, 

w^r  =  2(c«*'*  4- w"'') »    d.  h.   zweigliedrige  Perioden    2ter  Art    der    40ten  Einheits- 
wurzeln, daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

19,     59,     139,     179,     379,     419.     499,     619,     659,     739,     859, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  40m  4- 19  in  w  =  40 . 

III,  12.     p  =  80m  —19,4-21; 
w^  =  w''4-w""''4-c«-"'-4-w"''  =  0, 

Bfj^  =  0,    w^r  =  4tt;*'',    d.  h.  20 te  Einheitswurzeln,    daher   haben   die  hierher  ge- 
hörigen Primzahlen: 

61,     101,     181,     421,     461,     541,     661,     701,     821,     941, 

auch  hier  keine  anderen  Primfactoren  als  die  p  =  20m  +  i  in  n  =  20 . 


608 


n  =  84 


L    j?  =  84m  H-  1 . 


24  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w"  +  w"  —  w^''  —  w"  4-  w"  —  w*  —  w*  H-  w'  +  1   =  0  , 


mittelst  deren,  oder  mittelst  der  beiden 


w"H-a;"4-  1   =  0, 


üy       -t-w       -t-oy       -f-C«       +0ü       +W       -f-l    =    0, 


sich  von  den  nichtprimitiven  die  28ten  nnd  12ten,  nicht  aber  die  21ten  Einheits- 
wurzeln, durch  die  primitiven  ausdriicken  lassen: 


U,»    =    UJ''  -  Oü" 


p 

337 
421 
673 
757 


to     =  oü     —  oü       u.  S.  W.   (w     ,  w     ,  w     ,  u,'    ) ; 


7  ,         13  19     I         85  81 


ou 


.37 


,    (ebenso  w**). 


—  110 
4-195 
4-175 
—245 


Congnienzwurzeln  mod.  p. 


—  82 
—207 
H-293 
4-327 


+  75 

—  32 
H-196 

—  106 


—  41 
—110 
4-  13 

—  65 


.  1' 

ÜÜ 

4-141 
4-  52 
—  9 
4-164 


.  19 

ÜÜ 

—  131 
—137 
4-305 
H-  72 


P 

337 
421 
673 

757 


—  18 
H-126 
4-203 

—  368 


ÜÜ 

—  98 
4-170 
—299 
60 


.  '9 

ÜÜ 

74 
111 
4-207 
198 


,  »1 

a; 

—  9 

—  171 

—  285 
50 


,  37 

4-  37 
H-120 
4-147 
4-294 


+  144 

—  95 

—  50 
—241 


P 
337 

421 


y^öü),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

l4_a,»4.o,"-|-u;-*4.a;*' 


673        1— oy*— w"4-w" 


/(««) 


757     1— e«;^»— w" 
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n»  84 

IL    .p  zum  Exponenten  2  gehörig. 
12  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     p  =  84111  —  1  5      rr^  =  oy'"  H-  («;"'"  s=  w'  —  w 


4S-r 


w^tr^  =  oTjt-i  "♦"^Jb+iJ  rr(«^r)  =  ^;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind:  or^^,  d.  h.  die 
zweigliedrigen  Perioden  erster  Art  der  21ten,  w,^,  d.h.  desgleichen  der  28ten 
und  Wjr^  d.  h.  desgleichen  der  12ten  Einheitswurzeln  (die  der  7ten  w^^^  sind  unter 
jenen  beiden  enthalten;  w^^^  =  0,    w^^^  =  —  Wj^^  =*  ~  0« 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

83 

«^1 
-4-  12 

—  33 

w 
11 

—  40 

^11 
—  6 

—  11 

—  3 

—  13 

167 

—  70 

—  82 

4-  54 

4-  48 

4-  7 

4-  73 

—  62 

251 

4-  40 

4-  6 

4-  75 

4-  93 

4-  51 

—  24 

—  76 

419 

—  163 

—  83 

—  65 

—  141 

4-172 

—  68 

4-  29 

503 

+  22 

4-  82 

4-242 

4-188 

—223 

—  181 

—232 

587 

—  153 

4-143 

—256 

—  84 

—  162 

4-155 

—  42 

839 

-h   28 

4-250 

4-220 

—364 

—  166 

—159 

—  41 

p 

83 
167 
251 


y^oT^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p, 

P  A^,) 


^^11^^     40 

1  —  rr  — T 

i  13 


419       1-07^^4-207^^ 
503       2— oTjj4-a73j 


14-2Wj-ay^^ 


P 
587 

839 


*)     Durch  WjWj  ^  tTj  4-  w^  (mod.  p)  ist  07    (fiberhaupt  or,.  durch  07^07 


»r 


07 


5»* 


07 


4r 


oder  durch  ti7^a7  ^  ^r  "^  ^ir)  'v^olUtändig  beHtimmt,  also  mittelst  der  Perloden  der  21ten  und 
28ten  Einheitswurzeln.     Die  Relation  mit  den  12ten,  welche  dabei  aus  dem  Spiel  bleibt, 

07  —  '^s  "^"  ^11  —  ^11  —  "^iT  —  '''^if  ^  ^7  ®^®^  ^1^7  *"*  ^€  "^  '^s  ®^'  (™iod.  jp) ,  bestimmt  um- 
gekehrt das  bei  n  =  12  unbestimmt  gebliebene  und  daselbst  willkührlich  festgesetzte  Zeichen  Ton  w^  , 
wesshalb  in  obiger  Tafel  tr.  mit  aufgenommen  worden  ist.     Vgl.  n  ^  60. 
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610 


n  =  84 


n,  2.     jp  =  84m  +  41  ;        w^  =  w**  4-  w 


41r 


w 


WjOy^ 


=  —  w^^.i -4- w^^i ,  n(w^)  =  1;  die  nichtprimitiven  Perioden  sind:  w^^  wie  in 
n,  I9  07,^  d.  h.  die  zweigliedrigen  Perioden  zweiter  Art  der  28ten,  dagegen 
Wjr  =  w*^'"i  die  4ten  Einheitswurzeln  und  w^^r  =  2w**'". 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

41 

«^1 
+     8 

w 
i 

—  15 

4-     7 

4-  16 

4-  10 

—  20 

293 

+  13 

—  22 

4-  29 

H-114 

—  79 

H-135 

461 

—215 

4-  16 

—  63 

4-210 

4-  77 

4-103 

797 

4-130 

H-371 

—  61 

—387 

4-223 

4-390 

881 

—322 

4-  79 

—339 

+238 

—296 

4-425 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  ß^oo ,  w^). 


3 

tu 


Normen  complexer  Zahlen  in 

41'  =  N(l  —  tTj  4-  «Tj  j) ,  N(i  ±  w) 

OTjj)  =  41  .  293  ,  N(2w^  H-  w^) 


421, 
461  .  797 


II,  S.     p  =  84/n  —  41  ;       07^  =  w''  -f-  »-"'"  =  0 , 

w^^  s=  2w*'',  d.  h.  21  te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen : 

43,     127,     211,     379,     463,     547,     631,     883,     967, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  jt?  =  2 im  4-1  in  21ten  Einheitswurzeln. 


*)     Hier    ist   w     ToUständig    bestimmt  sowohl  als  Gemeinwnrzel  als  aoch  line&r  durch 
s  —  07^  4-  w,  »  oder  «^.tr    ^  —  tr^  -f-  tr^  (mod.  p);  die  primitiTen  12ten  Wurzeln  kommen 
aber  nicht  vor. 


11 
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n  =  84 
n,  4.     p  =  84»i4-29;      or^  =  w'' 4- w"**  =  o;"'" , 

d.  h.  28 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

29,     113,     197,     281,     449,     617,     701,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  28m  4- 1  in  28ten  Einheitswurzeln. 


II,  5.     p  =  84m  —  29  ;      tr^  =s  w**  -f 


UJ 


-19r 


also  die  primitiven  Perioden: 

ODTj   =   U)  —  W^*  ,  tTj   =   w* -f- ««"  ,  tü^j   =   w**-i-w*',  w^^  =   w*' -4- w*' , 

n(a7y)  =  49;  nichtprimitiv:  w^^,  d.  h.  die  Perioden  zweiter  Art  der  21ten  (dar- 
unter Wj,^  die  der  7ten  Wurzeln),  w^^  die  erster  Art  der  28ten  (wie  II,  l), 
tr^^  s=  0,  aber  w^^^  =  26«"''  (3te  Wurzeln); 

fundamentale  Relationen: 


w\  =  2u;"  -  w^^  , 


IS  f4  86  >  111  la  J4  > 


«^i«^i9  =  «^8  -  ^39 »  ^i"'»  =  °^«  -  "^44 »  «^1«^«  =  ^  -  «'n  ;    femer: 

Congruenzwurzeln  mod.  jp.*) 


139 

«^1 
—  44 

w 
4-  62 

*^ii 
4-  32 

OT 
19 

4-  25 

w 

—  14 

—  41 

223 

4-  46 

—  28 

—  110 

—  5 

4-  60 

4-  10 

307 

—  83 

4-127 

4-  22 

—  10 

—  67 

—  41 

643 

-  76 

4-150 

—215 

—306 

4-310 

4-  51 

727 

—  198 

4-350 

—  190 

—205 

4-319 

—  143 

811 

—  265 

—218 

—  94 

4-173 

—  140 

—388 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  /{w ,  w^). 

Normen  complexer  Zahlen  in  w- 

N(l  =t  oct)  =  421  ,  N(i  4-  tTj^  —  w^^)  =r  7  .  139  , 

N{i  -  m^^  -  cu")  =  N(2w^  -  07,  j)  =  139'  ,  N(2w^^  4-  ay„)  =  7«  223'  . 


*)     Hier    ist   w     vollständig   bestimmt   darch   w  ocr    ^  oct^  4-  w^  (mod.  p) ,    sowie   als  6e- 
meinwnrzel. 

77» 


612 


n  =  84 


U,  6.     p  ^  84/n  H-  13  ;     tr^  =  w*"  4- 


U) 


llr 


also  die  primitiveu  Perioden: 


w. 


ui  4-  w*' , 


OTj    =    W 


w 


71 


tr„  =  u,"  -  1«" 


11 


99 


11 


W 


17 


,r„  =  u,"  -  <«"  . 


39 


tfJ 


41 


11(07)  s=  1;  nichtprimitiv :  w^^  wie  11,  5,  die  Perioden  w^^  zweiter  Art  der  28ten  Ein- 
heitswurzeln (wie  II,  2),  Wy^  =  2c«;'''; 


fundamentale  Relationen : 


tu. 


w  w 

1     19 


—  2cü"  —  w 


^8  "^  ^99  ' 

femer: 


44 


tr. 


TT 


tr     =  1  -4-  tr 


l'*^9S  »9  4«  » 


tIT   07 
1      11 


=    -l-tü„, 
=    —  2  —  tF 


19» 


tr 


99 


=  w.,  etc., 


Wj  —  w^^  4-  Wjj  =  w'  etc. 


Congruenz wurzeln  mod*.  p.*) 


p 

13 

«^1 

-4-  4 

4-  6 

tr 
11 

4-  1 

«^19 

—  5 

tr 

94 

—  3 

tr 

99 
—   3 

97 

—  5 

—  44 

4-  45 

—  12 

—  23 

—  14 

181 

+  61 

4-  57 

—  66 

4-  78 

4-  24 

-+-  32 

349 

—  104 

—  30 

4-  9 

4-170 

—  51 

—121 

433 

—  56 

—  54 

—202 

4-  19 

4-  71 

4-170 

601 

—258 

—  16 

4-283 

4-201 

—  137 

—182 

769 

4-333 

—296 

4-243 

—331 

4-186 

—249 

853 

—226 

4-129 

—352 

4-360 

—  169 

—246 

937 

4-122 

4-262 

—216 

4-296 

—430 

—  70 

P 

/(«',) 

13 

1-tr,^ 

97 

14-tr„-tü,^ 

181 

l-ftTj  — tr^ 

•tr 


/(a7^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


39 


P  /(«^i) 

349  1  — 1«7^    4-W5    — tTg    +'*^19--^94**) 

433  14-Wj  4-Wj  — orjj4-2 

601  1— trjj4-tr,j4-tr,. 


w 


99 


769    l-w^+w^-w^^ 

853  CT  4-tr    — tr    4-tr 

1^^     4  19^^     1» 

937    14-07  — tr    — tr    — o» 
^^4        11        44        «« 


*)  Hier  ist   tr     YoUkommen   bestimmt   sowohl  als  Gemeinwnrzel  als  durch  die  line&re  Con- 
graenz:     w^tr    ^  ^a'^^ib  ®^®^  ^i'''^t  ^  ^^$  (mod.  jp),  ähnlich  die  anderen  w^. 

**)     Dieser  kann  mit  Einführung  von  w'  auch  so  geschrieben  werden  1  4-  tv  —  tv.  —  m*  • 
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w  =  84 
II,  7.     p  =  84w— 13;     tr^  =  w'*4-oü~"'', 

also  die  primitiven  Perioden: 


.  »9 


W-   =  w*  -f-  w*'  , 


11 

SS 


M 


as 


tI7         =    W 
13 


13 


(lU 


41 


V  . 


07,^  =  c«"  +  u;-'; 


n(ti7^)  =  3*^;    nichtprimitiv :    w^^  =  —  w®®''  (also  7te  Wurzeln,   sowie   w^^^  =  2»"'"), 
Wj^  =  0,    Wjr  (wie  II,  1,  Perioden  der  12 ten  Wurzeln),  w^^^  ==  ^»  ^^r  =  —  ^; 

fundamentale  Relationen : 


07. 


=  3w 


TS 


07^07j    =    —  3w*'  , 

«^jW^i  =  3w", 

^l^'lS 

07^07^^    =    —  3W***  , 

07  07      —  3c(ü     : 

er:        07^  —  07^4- 

'^U 

H- 

07        —  07        -4-07 

=    07^. 

=  3, 


Congmenzwurzeln  mod.  p.') 


p 

71 

07 
1 

4-  29 

07 
5 

—  27 

^11 
4-  18 

°^it 
4-     5 

«'iT 

—   12 

4-     8 

239 

—  121 

4-  35 

4-  85 

—  84 

4-104 

4-116 

491 

—  158 

4-104 

4-  81 

—  115 

4-200 

4-118 

659 

4-205 

-f-302  ' 

—329 

135 

—     6 

4-  72 

743 

4-174 

—  185 

—246 

—269 

—299 

—     4 

827 

4-229 

—382 

4-278 

—  195 

4-235 

—  197 

911 

4-404 

4-211 

—  100 

—345 

4-246 

—  95 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  bestimmte  Form  /(w ,  07^). 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^7. 
N(l  ±w)  =  1093  (Primzahl  der  Form  84m  4- 1) ,  N(i  4-  w^  —  w'")  =  8.71, 

N{1  —  07jj  —  07j,)  =  8 .  239 . 


.60^ 


*)     Hier  ist  07    völlig  bestimmt  durch  tv  07     = 
höherer  Congruenzen. 


—  Zm      (mod.  p),  sowie  als   Gemeinwurzel 


614 

n  «  84 

ni.    p  zum  Exponenten  3  gehörig, 


p  =  84m  +  25  ,  4-  37  ; 


8  dreigliedrige  Perioden: 


Wr  r=  o;"  H- w"'- +  w"^ 


also  die  primitiven  Perioden: 

1  « 


=  w*4- w**  -4- w", 


TV         SB 
11 


»"  +  <«»  -  *" , 


IS 


Sl 


IT      =  u;     —  U)     —  ot) 


1» 


mit  ihren  Entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  +  307*  4-  5w*  +  1237*  4-16  =  0; 

nichtprimitiv  oT^^,  d.h.  die  dreigliedrigen  Perioden  der  21ten  (einschliesslich  w^^^ 
der  7ten),  tr,^,  d.  h.  desgleichen  der  28ten,  w^^  =  3w^'',  d.  h.  die  12ten  Einheits- 
wurzeln selbst,  wobei  w^  4-  tr^^  =  w' ,      Wj  —  w^j  =  w** ,    andrerseits 


IT   -h  tu      =  tr   : 


fernere  Relationen: 


**^1 

-tu, - 

2»^,o» 

w  w 

2, 

1    11 

—  1  -i-w 

18» 

w  tr      ^ 
1    11 

-2u»*« 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

37 

«'i 
-4-  15 

^5 
—   10 

'^ii 
—  2 

tr 
—     1 

P 
457 

^1 
4-  46 

s 
—  159 

w 
11 

—  177 

—173 

109 

—  22 

-h  10 

—31 

-4-  14 

541 

4-153 

4-198 

—  127 

4-115 

193 

—  30 

—  90 

—41 

—  33 

613 

—256 

-h  91 

4-268 

—215 

277 

4-  64 

—  26 

+  9 

+  31 

709 

—  189 

—  30 

4-157 

4-280 

373 

—  122 

4-159 

—41 

—182 

877 

—257 

—331 

4-  60 

—380 

/(oTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

37 

1+«^,. 

373 

2-.tr^-rr,^ 

613 

24-    tTj—    07, 

109 

1+  ^,  +«^8  -   ^11 

457 

24-tr  4-OF  +2tü 

*                                       *  * 

709 

14-207^4-  tr. 

193 

1-  w^  -i-tü^, 

541 

1 — tiT  4-tr  4-  tr    4-w 

877 

2+  w^— 2a7jj 

277 

1 — 2tr    4-tr    — 2w 
*  ^^11           11 

oder  1— trj4-trj — tr^^ 

—  w 
4-2w 


11 

IS 


40 


•)     Hier  ist  tr^  völlig  bestimmt  durch  tr^tir,  ^  2»'*  (mod.  p)  oder  op^tüy  sm  3w,  (mod.  jt>), 
und  ähnlich  alle  primitiven  Perioden  (desgl.  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congraenzen). 
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n«  84 

IV.    p  zum  Exponenten  6  gehörig. 
4  sechsgliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  FäUen. 

IV,  1.     p  =   84m  —  25  ,  —  37  ; 

^  =  w''  H-  w-"'-  4-  w"*^  4-  w-''  4-  w"''  4-  o;-*"" ,     also  : 


tu 


t7         =    Oü 
*^ll  "^ 


u;"-c«"-w"  +  u;»  +  u;", 


tTj  =  w  —  w"  4-  tt;*^  —  w"  4-  w'*  —  w*  , 

Wurzeln  (nebst  —  w^  und  —  »„)  der  Gleichung: 

w* —  bw*  4-1  =  0; 

nichtprimitiv:  or^^ ,  d.h.  die  sechsgliedrigen  Perioden  der  21ten,  w^^,  d.h.  des- 
gleichen der  28ten  Einheitswurzeln,  w^r  =  3(w''' —  w**') ,  d.h.  zweigliedrige  der 
12ten,  femer  w^,^  =  —  i ,    ^^^r  =  3»    «'nr  =  ^5 

unter  den  fundamentalen  Relationen: 


w. 


=    3  -  OT^  , 


w  w 
l    11 


tr,ar 


=  -1, 


o: 


w     =  4  —  tr   . 

IS  4» 


l""? 


3a[', 


Congruenzwurzeln  mod.  /?.  *) 


47 

^1 
4-  21 

«^11 
—  9 

^4 

—  15 

P 
383 

w 
1 

—  129 

*^ii 
—  95 

«^4 

—  169 

P 
719 

^1 
H-  7 

07 
11 

4-308 

w 

4 

—  46 

59 

—  4 

4-15 

—13 

479 

4-236 

—205 

—  129 

887 

—387 

—314 

4-137 

131 

4-  9 

4-29 

4-53 

563 

4-217 

—  96 

4-206 

971 

+398 

—  344 

—  128 

227 

—  107 

—70 

—96 

647 

—  73 

4-195 

—  150 

983 

—  153 

4-257 

4-186 

311 

4-  98 

—73 

H-40 

07.07    =  —  2tr    ^  or 

14  1  11  » 


/(Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/{w^)  =  —  p. 


P  A^,) 

47  24-  ocTj — 07^  —  «^11 

59  2—  tr^— tiT„ 

131  4—2W.—W 
227 

311  24-207^  H-07^  —  a7jj 


4        "11 

4 — 2a7  — 07    — 2o(7 

l  4  11 


P 

383 
479 
563 


/K) 


3—407 


11 


2  —  207      —    07   — 407 

1  4  11 

3H-  w^  — 2o7^— 2o7jj 


647     4— 2o7j  4-  rxj^ 


/K) 


719  3— 2o7j— 207^  ""^°^ii 

887  64-4o7j4-  w^  +^«^11 
971 
983 


7—  a7j4-4o7jj 
6— 5o7.— 3o7 


11 


*)     Die   primitiven  Perioden  sind  völlig  bestimmt  durch  die  beiden  linearen  Congroenzen 
07j  4-  07jj  ^  tü^  —  w'*  ,     07    —  oTjj  ^  —  07 j  (mod.  p)y    also    aus    den   Perioden   der   12ten   und 
28ten  £inheitswurzeln ;   die    dabei    aus   dem  Spiel   bleibenden  Perioden  der  21ten,    deren  Congruenz- 
wurzeln bei    n  =  21  nicht  völlig  bestimmt  worden  sind,    erhalten  hier  diese  Bestimmung  durch  die 
Congruenzen  07^  ^  3  —  07   ,     07^^  ^  3  —  07^  (mod.  p);  daher  ist  or    in  die  Tafel  aufgenommen. 
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n  »  84 
IV,  2.     p  =  84m  -4-  5  ,  -f-  17  ; 

tr^  =  w'-  +  w*'-  4-  oü"''  4-  uj*^"  4-  w"''  4-  w'^'' , 

w^   ==  o;      4-««;*    4-a;**  4- w*^  4- w"  4- w"  , 


07 


11 


0,"  _  0.»  H-  c«"  ^  c«"  -  oü»'  4-  u:''  , 


mit 


also : 


tTj  uüd 


—  OCT 


11 


Wurzeln  der  Gleichung: 

ocT*  4-  llw'4-25  =  0; 

nichtprimitiv:  w^^  wie  IV,  i,  während  ar^^  =  w'^'*,  nebst  w^^  =  3w'*''  und  or 
auf  die  4  ten  Einheitswurzcln  zurückkommen ; 

unter  den  Relationen: 


8ir 


6ot; 


»Ir 


W, 


=  —5  —  07^,         o'i^'n  =  —  5, 


si 


p 

5 

«'i 
4-  2 

11 
0 

P 
257 

^1 
—  101 

w 
11 

—  117 

17 

—  2 

4-  6 

269 

4-  43 

4-125 

89 

—44 

—  10 

353 

4-  99 

4-  57 

101 

4-16 

4-  6 

509 

—  81 

4-220 

173 

—  22 

4-71 

-  5 ,        sowie 

*i       ^11 

—  tu". 

rzeln  mod.  p. 

•) 

P         ^^ 
521    —  96 

w 
11 

4-190 

P 
773 

1 
4-259 

^11 
—  197 

593     —   84 

—     7 

857 

4-  50 

4-257 

677     —  42 

—   16 

929 

4-128 

—  196 

761     4-225 

4-  39 

941 

—  86 

4-    11 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  /(w ,  w^) . 


Nonnen  complexer  Zahlen  in  tp. 
N{i+w^j)  =  37,      N{2±w^)  =  5.17,      iV(i— 2(rj)  =  5.89,  ttberhaupt  Normen 


5p. 


IV,  3.     p  =  84wi  —  5,-17; 


or^   =   w'*4-w"      4-w     ''4-to 


.5«4r 


,-«lr 


w 


zir 


ÜJ 


-17r    _ 


=  0; 


während   die   w^^  =  2(w*'*  4- w^*'^ -f- w®*')   auf  die  dreigliedrigen  Perioden  der  21ten 
Einheits wurzeln  zurückkommen,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

67,     79,     151,     167,     331,     449,     487,     571,     739,     751,     823,     907,     919,     991 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  j[>  =  2iw4-4,  — 5  in  n  =  2i,  III. 


*)     Hier  ist  tr    völlig  bestimmt  durch  w'^or. 
quadratischer  Congmenzen. 


—  w^  (mod.  p) ,    sowie  als  Gemeinwnrzel 
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n==  84 
IV,  4.     p  =  84m  4-  11 ,  +  23  ; 

w,  =  w*-  -4-  w"»-  4-  0.»''*  H-  w-"'-  +  u;"'-  4-  w"»- ,    also  ; 


oTj  =  öü   4-  w"  4-  w"  —  w"  4-  <«;**  4-  w"  , 
w,  =  oü*  —  w"  4-  w"  4-  w"  4-w**  4-  <«;"  , 


mit  — 


Wj  und 


—  tr. 


Wurzeln  der  Gleichung: 


tr*  4-  »w*  4-  36  =  0  ; 


nichtprimitiv:  w^^^  =  2(a;"''4- w"'*4- w"'')  =  —  ^ar^^^,  d.  h.  die  dreighedrigen  Pe- 
rioden der  7ten  Einheitswurzeln,  w^^  =  3(0;'''  — w'*'),  d.  h.  die  zweigliedrigen  Pe- 
rioden der  12ten,  Wj^  =  O; 

fundamentale  Relationen : 


a?j  —        3       3tüj^,         oT^Wj  — 

6 ;    ferner    ^^  —  w^  = 

w'  -  w"  . 

Congruenzwurzeln  inod.  /?.*) 

P         w^         w^ 

P            tTj                Wj 

P            W^                   tTj 

P            Wj 

^5 

11     4-  3     —  2 

191     —  93     4-74 

431     —212     4-183 

683     —121 

—  158 

23     4-  1     —  6 

263     —  41     —64 

443     —     5     —176 

863     —420 

4-  37 

107     4-26     4-  8 

347     —162     4-90 

599     —119     4-292 

947     4-  93 

—245 

179     —48     —67 

359     —154     4-42 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  ermittelte  Form  ^w ,  w^). 

Normen  complexer  Zahlen  in  w* 
N{i  —  tiTj)  =  2  .  23 ,  N(2  4-  tTj)  =  8.11,  N(i  —  Wj  —  oTj)  =  16 .  11' . 


*)     Hier  i«t  tr    völlig  bestimmt  durch  tr  tr. 
als  Gemeinworzel  quadratischer  Congruenzen. 


9»^  (mod.  p),  wo  2tir^  = 


—  tr     ;   sowie 


78 
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n  =  84 
IV,  5.     />  =  84/n  —  11 ,  —  23  ; 


tr,  =  w»-  +  «-"*-  +  c«"'*  H-  w"'-  4-  w"*- 


w-"»-  =  «'»' 


d.h.   12 te  Einheitswurzeln,  die  hierher   gehörigen  Primzahlen: 

61,     73,     157,     229,     241,     313,     397,     409,     577,     661,     733,     829,     997 

haben  daher  auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  i2/?i  + 1  in  n  =  12 


IV,  6.    jt?  =  84w  H-  19 ,  +  31 ; 


«T. 


.!»/• 


iir 


OT, 


w. 


a;r^^*»r^j^«r^j^ 


c«    +u;i»^.a,"~u;"-ha,"  +  w", 


Slr 


also : 


r^  =  üü*  + oy^i -f  üü*A  +  u;"4-a;^' —  w",    mit  —  Wj  und  —  Wj 

Wurzeln  der  Gleichung: 

tr*  +  7tr'  4-  49  =  0  ; 

nichtprimitiv:  ^^r  ^  —  w"'*,   d.h.   3te  Einheitswurzeln,   w^^,  d.h.  sechsgliedrige 
Perioden  der  28ten  (wie  IV,  i),  ou^,.  =  o,  während  ar^^^  =  6c«;*''*,  w,,,.  =  —  i; 

fundamentale  Relationen : 


w,    = 


56 


7w" ,       WjWj  =  —  7  ;    femer    w^  —  w^ 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


=  —  w 


l ' 


p 

19 

^1      «^5 

—  74-1 

P 
271 

«^1 
+  14 

s 
—  136 

P 
523 

«^1 
H-  92 

4-233 

P 
691 

—145 

«^5 

4-  62 

31 

4-  2-  +12 

283 

—  58 

4-  5 

607 

—266 

H-  16 

787 

—237 

—342 

103 

4-17  +42 

367 

4-  89 

4-136 

619 

—  103 

—  42 

859 

—  360 

—  31 

199 

4-44  —68 

439 

4-155 

—  119 

Die  Primfactoren  der  Primzahlen  p 
haben  die  hier  nicht  näher  ermittelte  Form  /(w ,  w^). 

Normen  complexer  Zahlen  in  tt. 
N(V  —  tTj)  =  3.19,       iV(2  —  w^)  =  3.31,  überhaupt  Normen  =  3p 


*)     Hier   ist   w^   Töllig   bestimmt   durch   v^oa^  ss  7w"  (mod.  jp),    sowie  als  Gemeinwnrtel 
quadratischer  Congmenzen. 
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n  =  84 
IV,  7.     ;)  =  84m  —  19  ,  —  31  ; 

d.h.  dreigliedrige  Perioden  der   28ten  Einheitswurzeln;   daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

53,     137,     149,     233,     317,     389,     401,     557,     569,     641,     653,     809,     821,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  p  =  28m  —  3 , 4-  ö  in  n  =  28 . 


Anmerkung  zu  n  =  84,     Von   Bedeutung    sind   noch    die    aus    12   primitiven  Wurzeln 
bestehenden  Ausdrücke: 

o, +  „»  + 0." -«,"  +  <«"  +  <«"  +  <«"  +  «"-«"  +  <«"  +  <»"  + «-"  =  V^lTi, 

„_„»_  u," -<«"-«"  + u." -<«"  + 1«" +  <«»»  +  !«"  + cü" + 1«"  =  -ynr, 
„  +  tt,»  -  o."  +  u,"  +  u,"  -  <«"  -  w"  + 1«"  +  cu"  -  »"  +  0»»'  +  cü"  =  yzii . 

wovon   die   erste  eigenttiümlich  für  n  =3  84  ist,    während  die  fibrigen  auf  den  ßelationen  der  primi- 
tiven 84ten  Einheitswurzeln  mit  den  niehtprimitiven  bemhen. 


78' 
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n  =  88 


I.     p  =  88m  4- 1 . 


89,     353,     617,     881. 

40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 

wodurch  sich  von  den  nichtprimitiveu,  d.  h.  den  44ten  und  Sten  Einheitswurzeln 
die  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrt&cken  lassen: 

.1  ,1  ,1»  j^  .19  .  .33  _i     .    ST  ,31  ^^  .15  ,89  _,     .   43    ,11 


II.     j)  zum  Exponenten  2  gehörig 
20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.     p  =  88/1»  —  1  ;      op^  =  w"  H-  w"*'  =  w''  —  w**"'' , 

WjOTt  =  w^_i  -4-  w^^j ;  nichtprimitiv:  w^^  (n  =  44.  II,  l),  w^^^  (n  =  8.  II,  i) ;  n(tr^)  =  l, 

Wj  —  tr,  —  Wj  H-  07^  4-  tTj  —  OP^,  4-  tr^^  +  w^^  —  or^g  —  ar„  =  tr„  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

(Vgl.  ^  =  44,  8,   X  =   11). 

P  «Tj  TT,  tTj  Wj  W^  tTj,  tTjj  tT^^  W^^  TT,, 

263  4-38  4-54  —  18  +27  4-28  4-3  -f  8  —  39  +36  —123 
439  —  58  —  22  —154  —145  —  46  —  31  —200  4-179  +129  —213 
967       —214       —124       —  18       —284       —295       +3       +24       —426       —   10       —123 


/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nß^w^)  ^  —p. 


263       1  +  (T^  +  w^j 


P  A^^i) 

439       1  +  tr, +w, 

9  ]  1 


p  A^,) 

967       1  +  tr,  —  tr,^ 


•)     Hier  ist  tr^  völlig  bestimmt  durch  w^w^^  ^  ^io'*"°^ia  (^^^'  P)i  (gleicherweise  fiber- 
baapt  Wy)f  sowie  als  Gemeinwurzel  höherer  Congruenzen. 
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n  =  68 
n,  2.     jp  =  88m  -{-  43  : 

43,     131,     607,     571,     659. 
w^  =  w'  +  o;*'''  =  w'  +  w**-", 

^i^k  =  ""  "^ifc-i  +  "^jt+i »  ^(^r)  ~  ^  5  nichtprimitiv:  w^^  (wie  II,  1),  ro^j^  (»  =  8.  II,  2); 

Wj   -f-  Wj  ^  W^  —  Wy   -f-  Wjj  —  Wjj  tr^j   -f-   Wjy   -f-  Wjg  W^j  W^^   . 

Congruenzwurzeln  mod.  p 

(beispielsweise).*)     (Vgl.  n  =  44,  8,  4.  X  =  11;  ebenso  bei  den  übrigen  Tafeln). 

P  ÜJ  UJ  fJJ  tXT  TSJ  TU  tu  TXT  XB  TB 

^  1  8  5  T  ^9  IS  15  17  ^19  81 

43  —  1  +4  —11  +14  +10  —  5  +12  —  2  —  18  —  9 
131  +35  +12  +17  +18  +61  —  27  —  14  +10  —  30  —  9 
671       +81       +83       —86       +218       —106       —144       —220       —228       —124       +91 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Für  p  =  571    ist  fiw^  =  tr^  —  w^^ . 
Für  die  übrigen  ist  N(\  +  tr^)  =  43  .  307 ,       N(xr^  +  w^^)  =  131 .  659 . 

n,  3.     p  =  88wi  — 43: 
397,     661 

Primfactoren   bei   n  =  44,  I:    w,.  =  w'"  +  uj"*"^  =  0,     or^^  =  20;"",   d.  h.  44 te  Ein- 
heitswurzehi. 


II,  4.     j?  =  88wi  +  23  : 
23,     199,     463,     727,     991. 

«7^  =  w''+oü"'';  nichtprimitiv:  07^^  =  2^*'*  (11  te  Wurzeln),  w^^^  (wie  11,0,  «^3^  =  0; 


l  =  2w'•*^     tr^tr,,,  ^  -2(-l)        ;    n(rr,)  =  2«;    w^w^^  s  -2«"    (mod.  p). 

z.B.       1»         or^         07,         «Tj    .       tu,           tr,       tü^,       oTjj.  w^^       w^^         tr„ 

23       +9       —8       —2       —11       +3       +7       +4  +1       —6       +10. 

iV(l  — ccTj,)  =  23.89. 


•)     Hier  ist  tr     völlig   bestimmt  dnrch    ocr  «r      ^  — ^ij  "^" '^i*  (™^^*^'  i^)>    sowie  als  Ge- 
meinwurzel. 
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n  =  88 
II,  b,     p  =  88m  —  23  : 

241,     593,     769,     857. 

wr  =  w'^  +  w""'';  nichtprimitiv:  tr^  (n  =  44.  II,  2),  w^^^  =  2»^*''  (8te  Wurzeln); 
tp'  =  —  2w'""'4- tTj^,  Il(tr^)  ==  1.  Durch  0?^»"  ^  oTj,  (mod.  p)  w^  vollständig  be- 
stimmt, 

Z.   Xj.         P  W  tr  OCTTT  TT  W  W  W  W  W 

Ä.   JJ.        /-  v.^  «3  Wj  w.^  i*g  Wjj  Wjj  Wjy  Wjj  W.JJ 

241       +117       -4-117       +10       +44       —  22       —17       —   17       +83       +76       —  38 
769       +185       +253       +13       +   1       —243       —65       +306       +37       +62       +314 

Für  p  =  769  ist  der  Primfactor  ß,w^)  =  i  —  tr^ 
Für  ;>  =  241  ist  N(w^  —  tr,)  =  241* . 


n,  6.     p  =  88m  +  21  : 
109,     197,     373,     461. 

w^  =  w'^  +  w'^'';  nichtprimitiv:  tr^^  (wie  II,  5),  a?„^  =  2u;*"^  (4te  Wurzeln,  während 
Wjj^  =  o);  tp'  =  2»^*'^  +  0?^^ ,  11(07^)  =  11^.  Congruenzwurzel  tr^  >Ound<:^/> 
aus  trj  ^  2w"  +  oPj  (mod.  ^), 

Z.   B.      P  tTj  W,  tTj  Wj  W^  tP„  OTjj  tTjy  W^^  Wjj 

109       24       +3       +28       +4       —  3       +29       —10       +52       +23       +10. 

iS^(tr, +  07,)  =  11?109',  N{i±w)  =  3169  (Primzahl  der  Form  88m +  l). 


II,  7.     2)  =  88m  — 21: 
67,     331,     419,     683,     859,     947. 

tr^  SS  &ü'^+ w-'*'';  nichtprimitiv:  w^^  =  2w*'^  (wie  11,4,  während  w^^  =  0),  w^^^  (wie 

r-  1 

II,  2);     trj  «  —  2clü"^      ar^tr^^^  ==  2(-  1)  '    ,     n(aT^)  =  2*.       Durch    OT^(r,j  =  —  2at?" 

(med.  /?)  iTj  völlig  bestimmt, 

Z.  B.  P  w^  tr,  w^  tr^  tr,  or^,         «7,,  tr^^  tr^,  tr,j 

67       +7       —  4       —  31       —11       +32       +  21       —12       —26       —  33       +  29 
683       +4       —32       —256       —   1       —  8       —171        +  2       +16       —128       —341 

Ftlr  p  =  683  ist  der  Primfactor  ßw^)  =  i  +  tr^ 

Für  J^  =     67   ist  N(l  +  tr^  +  w")  =  67'  . 
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n  =  88 

IIL     p  zum  Exponenten  5  gehörig, 

p  =  88;?i  —  7  ,  H-  9  ,  4-  25  ,  —  39  . 

8  fünfgliedrige  Perioden: 


07^  =  w**  -h  w"^**  H-  öü 


-39r 


ou 


9r 


.85'* 


07, 


W. 


W 


DU 


*7 


W 


CO 


u; 


35 


W. 


w"   ,     also: 


—  Oü 


31 


7     I         39  35 


Oü 


19 


Oü 


43 


18 


0,"  _  Oü"  4-  w"  4-  w" 


—  u^^ , 


Oü 


n(tr^)  =  3*;    nichtprimitiv :  w^^  (n  =  44,  III)  nebst  w^^  (X  =  11,111),  w^^^ 
(8te  Wurzeln). 


=  5'^^^- 


OT,   =  3w„  4-  207 


14 


WjtTy  =  3    U.  8.  W. 


Congruenzwurzeln  mod.  p.  *) 


97 

—   20 

«^8 

4-  45 

—  5 

«^13 

4-  13 

P 
449 

«^1 
4-134 

«^3 

4-  2 

4-124 

07 
13 

—223 

113 

—  28 

—  32 

4-  12 

—  46 

521 

—  157 

—  96 

4-219 

—  114 

137 

4-  47 

—  42 

—  32 

—  49 

577 

4-153 

4-210 

—  181 

—272 

257 

4-104 

—122 

—  126 

4-  40 

641 

—237 

4-  39 

—284 

4-148 

313 

4-139 

—  32 

—  27 

—  49 

929 

—229 

124 

—142 

4-442 

401 

4-166 

—  112 

—  157 

4-  68 

977 

4-359 

—393 

—  166 

—  179 

433 

4-184 

4-  28 

—  120 

—  170 

/(ojj,  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Von  folgenden  Primzahlen  p  sind  wirkliche  Primfactoren  f{w^  ermittelt : 


p          /(w,) 

P      /(t^i) 

P 

/K) 

P           A^,) 

97  24-2aTj— Wy 

449  2-07, 

3 

577 

1— 2a7j4-Wj, 

929  2— a7^4-Wj 

137  1—  07^4-07, 4-w^, 

Normen  complexer  Zahlen  in  & .  **) 

N{l  it  07)  =  7' ,  iV(3  ±  w) 

iV(4  4-  07^  —  Wj,)  =  521  .  97  ,  iV(4  4-  tr^  4-  2o7^) 

N(w^  —  2o7j  4-  a7,j)  =  433  .  113  ;  N{Z  4-  2o7j  —  w^) 
N(w^  4-  2o7y  4-  Wg)  =  13?401  . 


inb 


113.137, 
3?313, 


•)     Hier  ist  07     völlig  bestimmt  durch  07  oü*^  ^  — o7      (mod.  p). 

**)     Aus    denselben    folgt,    dass  die  Primfactoren  jedenfalls  auch  für  p  ^=   113,    433,    521 
wirklich  und  homogen  sind. 
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n  =  88 

IV.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 
4  zehngliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen. 

IV,  l.     p  =  SBm  4-  7  ,  —  9  ,  —  25  ,  -4-  39  ; 


1r 


07^  =  w''  4-  w  *"  H-  w 


-39r    I         -9r    I        S5'*    I         -''     I         -7r     ,        39r     ■        9r     .        -tir 


also : 


iTj  =  Oü    4-  Oü'    —  Oü*   —  Oü"  4-  Oü"  —  Oü"  —  Oü"  4-  Oü*'  4-  üü'  *—  oü"  , 

Oü"  -  Oü"  4-  c'"  4-  w^'  4-  Oü"  , 


tr=oü4-oü     —  Oü     —  Oü     —  Oü     — 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  tr^  und  —  w,) 

07*  —  12ocT*  4-  25  =  0  ; 
nichtprimitiv:  m^r  (n  =  44,  IV),  w^^^  =  öCoü'^*^  -  oü"'^)  (n  =  8); 


-;  = 

64- 

«^2» 

tu   07       = 
13 

5  ;                     oTj  — oTj  ■«  ( 

x;"  -  c"  . 

Congruenzwurzeln  med.  p*) 

p 

«^1 

07 
3 

;> 

W                  TT 
w^                 **3 

i''           tr             tr 

P               OTj 

7 

4-   1 

—  2 

167 

—  61     —  74 

479     4-     8     —179 

743     4-360 

4-258 

79 

—  16 

—25 

271 

4-83     —   13 

503     4-119     —  38 

887     —  20 

—222 

127 

—  6 

—  22 

359 

—  93     —112 

607     —150     4-263 

919     —     7 

—  132 

151 

4-H 

—32 

431 

—  84     4-159 

p 

7 

79 

127 

151 

167 


/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nf{w^)  =  —  j9 


24-  tr, 
34"  tu  4"  tr 
2— 2tr^4-  aT,4-2Xj 
4— 6a7j— 307^4-807, 
24-3a7j—  tr^— 307, 


P 
271 


/(tr,) 


tn^4-  0^,-+-  2oc7j 


359  8— 1207^-6(^,4-1507, 

431  54-     tu, —  07, 

479  6—  807^4-30^,4-  6o7, 

503  1-  3(r  -  0^,4-  2o:, 


p 

Ä^,) 

607 

7— 407^ 

743 

64-3o7j—  07, 

887 

5o7j — 2t» 

919 

134-307^— 3o7, 

— 4v 
i 

—Ser. 


•)     Hier  ist  tr    durch  tr  o?      ^  5  4- 5w    (mod.  p)  ToUig  bestimmt. 

*^     Einige  dieser  Primfactoren  sind  aus  Nonnen  =  7p  hergeleitet;  auch  ist 
iV(l  db  Xj)  =  2.7,  j;V(3  ±w)  =  —  2  ,  A\4  ±  w)  =  S9  . 
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n 


89 


IV,  2.     p  —  88m  —  5  ,  -f  1»  .  4-  35  .  -  37  5 


.-»r 


.»»r 


-STr 


.»»' 


.*>r 


m    =  («'•  -4-  ctf— •  -I-  »"'^  -4-  w-'"^  4-  «y  '  4- ««    '^  4-  w 


-»»r 


.\*r 


-Ir 


-f-u»'"  4-u>-"^  4-«f 


»»!• 


IT, 


tr. 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  w^  und  —  w,) 

w*  4-  law' 4- 95  —  0; 
nichtprimitiv:  w,^  (wie  IV,  1),  w,^^  —  0(0**'* 4- w"'')  (n  —  8); 


aUo 


a.J  =  - 

6  4-w,  , 

tr^tr,  . 

■■  5  ;                    oPj  4-  tr,  B 

-  u.'^4- 

ou". 

Congruenzwurzeln  mod.  p*) 

p             tüj             (Fj 

P 

CT                (ü. 
1                  8 

P                OTj                BT, 

P 

OF,               W^ 

19     —   1     _  5 

211 

4-  49     4-69 

491      —206     4-112 

730 

—280     —  66 

83     —40     4-31 

227 

—  48     4-33 

623      —   12     —  44 

787 

—  08     —240 

107     4-  3     —34 

283 

4-135     +21 

547      —261     4-*  61 

811 

4-239     H-31« 

139     —17     —33 

347 

—  20     —87 

563      4*  36     4-266 

827 

—290     4-177 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  Frage. 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^^  * 

A^iti  -h  tTj)  =  2 .  19 .  N(i  -4-  (T,  -  «f,) 

A\3  -  ar^)  =  2  .  107  ,  N(v^  4-  w,) 

xV(3  —  2tr^  4-  3x,)  «  2  .  227  ,  /V(5  —  fl^,  —  ««^,) 

A^C  —  tr,  —  X,)  «  2  .  739  ,  A^(3  4-  2w,  4-  w,) 

N{4  4-  SXj)  «r  19  .  21 1  ,  A(3  4-  ««f,  4-  ««f,) 

A\3  —  «"i  —  3x,  -h  2Xj)  =  48  .  523  . 


2.83, 
2.139, 
2 . 663 , 
2.8ii  ; 
U.283, 


*;     Hier  ist  x    TuUftisdi^  be«tiuait  diirck  w.x  . 


6  —  ^j  ^«atiHL  I?),  M^wk  aU  ißtumtfUi' 


7V 
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n  =  88 
IV,  3.     j[>  =  88/14  H-  5  ,  —  19  ,  —  35  ,  -t-  37  ; 

4- »"""-f- w 


w^  =  w*^  +  «*'•  -f-  w"'-  +  w"'-  4-  »•'■  +  «-*"■  +  e«^-*"" 


w 


-I9r    ,    _-Tr    1^  ,..-»»r 


0, 


W. 


^    *H,Jr 


lor 


-S§/- 


,^  =   2(c«;'''  +  c«;*'"^-f-c«;-"'  -h 


ou 


-l4r 


w 


l§r 


),    d.h.   fbnfglicdrige   Perioden    der    44ten 


Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,       37,       53,     157,     181,     229,     269,     317,     389, 
421,     509,     619,     653,     709,     757,     773,     797,     829, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  44,  IV,  l. 


IV,  4.     ;>  =  88/1»  -t-  3  ,  —  13  ,  H-  27  ,  —  29  ; 

w,  =  w'•-^.ttl»''-^.c«;''•-^.w"''4-a;-''•-^.w-"'•^-w"'•-hw-"'*^-u;-"''-^.w-*•^    also 


35 

43 


w^  =  ui   4-  «'   4-  w*    4-  Oü*'  —  w*'  —  w"  4-  w 
(F^  =  w^  4-  w"  —  w"  4-  w"  4-  w"  4-  w"  —  w 

Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  w^  und  —  w^) 

07*—  1007*4-36  =  0; 

nichtprimitiv:  w^^  =  2(w»'-  4-  w"'"  4-  c«"''  4-  w*^'^  4-  w"0  =  2|.,^  (X  =  11,  III),  m^^^  (wie 
IV,  2),  07,,  =  0 ; 


ot' 

=  6  4-  2o7,,  , 

w^w^  =  6; 

ferner:  07^  —  v^  =  - 

-(u,"4- 

-"). 

Congruenzwurzeln  med.  p,^) 

/»             07^ 

«^T 

P 

P              Wj                Wj 

P 

^1 

«"f 

3     —  1 

0 

251 

—  101     —   10 

499     4-159     4-226 

691 

-  36 

4-115 

59—7 

4-16 

379 

4-  26     4-146 

587     —261     —  54 

883 

4-175 

4-217 

163     —33 

—  15 

443 

4-50     4-71 

619     4-237     —  94 

907 

—300 

—  127 

179     4-89 

—  12 

467 

4-203     —138 

643     4-     9     4-215 

971 

—474 

—  295 

*)     Hier   ist    tr     vollständig   bestimmt    durch    ^,tr]|  ^ 
meinwurzel. 


—  2o7j^  (mod.  p);    sowie  als  Gc- 
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p 

3 
59 
163 
179 
251 
379 


1+    (Fj—    (Fy-h 


W. 


V. 


tr, 


1   ■  8 

3-H  tr^— 2op^ 

3 —  ar^-H2tr^ —  tr 

5—307^4-  cPj — 


tF, 


n  =  88 
/((Fj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.*) 

24-3a7j—  oTy —  Wg 
1 — 6aTj-+-5(F^ — 5a7g 

7— 307^+207^ 
5-h3a7j— 4aT^+2(rg 
1—307^+307^— 3trg 


3 — 4w^+5w^-f-3(Fg 


/> 

443 
467 
499 
587 
619 


p 

A^,) 

643 

^1          «^T+3°^8 

691 

54-607^— 3x^—307^ 

883 

11— 6o7^  +  9oa^+6arg 

907 

7— 3a7j 

971 

5    07^    x^ 

IV,  5.     p  =  88m  —  3  ,  +  13  ,  —  27  ,  +  29  ; 


tr. 


9r 


.-87r 


-T/- 


Jlr 


SS*- 


.18'- 


.-«»/■ 


.a9r 


=  w»-  +  Oü-"-  +  w"-  +  «-"'•  +  c«;-^"  +  u;"'"  +  u;""  +  c«;"'"  +  w"""  +  gü"'"  ,     also 


X 
X 


=   c«;    —  Oü      +c<y      -t-w      — w      —  o;      —  (u      -j-Oü      —  w      — w      , 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  x^  und  —  ar,) 

07*  +  121  =0; 
nichtprimitiv:  x^^  =  w**'"  (4te  Wurzeln),  während  x^^.  =  —  i,    x^^^  =  0; 


x!    =    llOü 


39 


X-X,    =    11  . 

1         w 


Congruenzwurzeln  mod.  />.**) 


p 

X 

i 

^8 

P 

X 

i 

X 
8 

P 

X 

1 

^8 

P 

X 

1 

«^8 

13 

6 

+  4 

173 

19 

+  37 

557 

51 

—  109 

821 

41 

—220 

29 

10 

+  4 

277 

99 

—  123 

613 

29 

—211 

877 

157 

+  28 

61 

1 

+  11 

293 

142 

—  35 

677 

153 

—  84 

941 

159 

367 

101 

3 

—30 

349 

36 

+  10 

701 

28 

—  275 

997 

389 

+182 

• 

149 

74 

—22 

541 

70 

+147 

733 

129 

+  91 

Primfactoren  der  Primzahlen  p  in  Frage. 


•)     Zum  Theil  aus  Normen  =  Zp  ermittelt,  auch  ist  N(l  +07^)  =«=  27. 
•*)     Hier  ist  x^  >Ound<^jt?  aus  xj  ^  lloü'^  (mod.  p). 


79' 


628 


N(i  —  tr,)  =: 


N{1  4-  207^  4-  w 

iV(6  —  3aTg  4-  tr 

iV(6  —  OTj  —  er 

iV(10  —  w 


)  - 

)  = 

)  = 

)  = 

)  = 

)  = 


n  =  76 
Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

2.61,  A\3  — (T^) 

2  .  277  ,  N{4.  -  tr^  -  tr,) 

2  .  557  ,  iV(6  4-  Wj  4-  Wj) 

2  .  677  ,  iV(5  4-  2oDj  4-  w,) 

2.877;  iV(14-2(rj) 

13.29,  iV(l  —  2Wj  4- tTj) 
349  .  29 . 


2.101, 
2 . 293  , 
2.613, 
2 . 701  , 
13.149, 
18.173, 


IV,  6.     p  =  88/11  4-  15  ,  —  17  ,  4-  31 ,  —  41  ; 


_     ,         lir     ,         _39r     ,         31''     •         34''     ■         J3''     ,         -1r     ,         -IT'" 

op^  =  üy*^  4- w       4-w         +w       H-w       4-w       4-W4-W 


4- oü"' 4- w"""  ,      also 


tr    =  w    4-  w**  —  w* 


07 


23  3  7  3  7  9  3 

öü"  -t-  w"  4-w     —  öü     —  w     4-w     —  w, 
^  =  oü'  4-  c«"  -  u;"  4-  co*^  -  uj''  -  w"  4-  u;"  -  u;"  -  u,"  -oü"  , 


Wurzeln  der  Gleichung:  (nebst  —  Wj  und  —  tt^) 

tr*  4-  lOccr'  4-  36  =  0  ; 
nichtprimitiv:  w^^  (wie  IV,  4,  während  w^^  =  o),  tr^^^  =  5(w"'^  —  w"'^)  =  öi^^^  (wie 

IV,  0; 

trj  =  —  6  — 2o7j^,        oTjCCTy  =  6;  ferner:  ti7j4-tr^  =  --(cü"--w"). 

Congruenzwurzeln  mod.  p.  *) 


/* 

tr 
i 

^r 

P 

^1 

P 

w 
1 

tr 

P 

^1 

CT 
f 

31 

4-13 

4-10 

223 

—  81 

4-  66 

599 

—  262 

4-  96 

823 

-275 

—  9 

47 

—  6 

—  1 

311 

4-131 

4-114 

631 

—  111 

4-  17 

839 

—  184 

4-155 

71 

4-33 

4-26 

367 

4-  85 

—  164 

647 

4-318 

4-293 

911 

—181 

4-  5 

103 

4-37 

4-28 

383 

—  59 

—  78 

719 

4-340 

4-  55 

983 

4-282 

4-261 

191 

—22 

—35 

487 

4-114 

—205 

751 

—  70 

43 

•)     Hier    ist    w^    völlig    bestimmt    durch    tr  Jr 
Wurzel  quadratischer  Congruenzen. 


2^j5  (mod.  p)y    sowie  als  Gemein- 
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n  =  88 


/(wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 


p 

/K) 

P 

/(^,) 

/> 

A^,) 

31 

1+    «T^H-    w^ 

367 

2— 3a7j--3a7y-f-  tr^ 

719 

3—  trj4-  Wy4-  OTg 

47 

1+  tr^ 

383 

3-h  a7jH-3a7g 

7W 

24-  ocTj 4-207^— 3a7jj 

71 

2          07^           tüy           Wg 

487 

3— 2a7j—  try-h3a7g 

823 

1—207^4-  «7^4-307^ 

103 

1+207^-4-    OTy 

599 

5— 3a7j— 207^ 

839 

5—  07^4-  Wg 

191 

4-4-  07^4-  07^4-  Wg 

631 

14-  0^, —  tr — 307 

911 

5 —    OTy 

223 

4 — StTj — 3a7y —  oTg 

647 

14-  «7^— 3a7g 

983 

64-  trj4-  op^-t-  Wg 

311 

14-3a7j4-2w^ 

IV,  7.     I?  =  SSm  —  15  ,  4-  17  ,  —  31  ,  4-  41  ; 


07^  =  w   4-cü         4-oü 


M 


-81r 


W 


a5r 


—  31/*     i         '7r     .         17/'     ,         9r     ,         41r  S3i 

üü         4-  w        4-  w       4-  w     -t-  w        =  —  w    ' 


d.  h.  8te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen  : 

17,       41,       53,       73,     193,     233,     281,     337,     409, 
457,     569,     601,     673,     761,     809,     937,     953, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  ^  =  8;w  4- 1  in  n  =  8,  I. 


Anmerkung.     Eigenthümlich  fQr  n  =  88  ist  der  aus  20  primitiven  Wurzeln  bestehende 
Ausdruck : 
„  4.  c„'  _  „»  +  c.'  +  1«'  +  <«"  -  tt>"  -  w"  -  *"  +  u,"  -  t«"  +  u,"  +  m"  +  ft,"  _  w"  -  «," 
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n  : 

=>  92 

Congruenzwurzeln  mod.  p. 

•) 

p       «^1 

«'s 

P 

^1 

«^5           • 

P 

tr 

5 

P 

«^1 

«^» 

13—6 

+  1 

233 

+  80 

+  64 

449 

—  98 

+165 

761 

—347 

—376 

29-4-4 

+13 

257 

+  37 

—  21 

509 

+  25 

+183 

809 

—387 

+  69 

41     +12 

+20 

269 

—  113 

+  31 

541 

—   16 

+  68 

821 

+119 

+407 

73     +20 

+  7 

317 

+     9 

+105 

577 

+185 

—209 

853 

+241 

+  92 

101     —38 

+48 

349 

—  150 

+   14 

593 

—257 

+180 

857 

+     8 

—216 

173     -f-33 

+47 

353 

—  142 

—  169 

601 

+  45 

+  80 

877 

+348 

+378 

193     -t-  5 

+76 

397 

—  131 

+194 

653 

+239 

+265 

929 

+107 

+217 

197     4-38 

—52 

409 

+  86 

+  57 

673 

—289 

—326 

Congruenzwurzeln  mod.  p^ ,  z.  B. 


p 

IT 

5 

13 

—  6+  bp 

4—  6/?—  5p' 

+   1+  3p-  2p' 

29 

+  4-  9/>+  3p"' 

10— 14p— 13^" 

+13+  7p+14p' 

41 

+12+  4/)+  Ip^ 

15+17p— 19p' 

+20— 14p 

73 

+20— 28p+25/>' 

29— 20p+17p'' 

+  7+17p+  4p' 

p 

101 
173 
317 


A^,) 


/(oTj)  Primfactoren  der  Primzahlen  p 

Wirkliche  Primfactoren  haben  folgende  Primzahlen: 


5+2(rj 

2+  or^--«rj 

5+3aTj+tr^+2(rj 


P  /(tr,) 

449  4—  w^+Wj 

593  2— 3irj— OTj 

809  8— 2aT,+m  — w^ 

1  4  w 


p 

/(tr,) 

821 

7+207^ 

853 

3+2tr,+4(rj 

877 

4— 2oa^+oa^ — Zw^ 

Die  übrigen  Primzahlen  haben  ideale  Primfactoren,  deren  3 te  Potenzen  y '(er  )  wirklich  sind,  z.  B. 


P  /'(tr,) 

13     2+  or,— 2or^— tTj 

29  2w,— 6x^+tr^ 


p  '■*(<p,) 

41     18— 19(r,+4a7,+13ir. 


P  .     /'(tr,) 

73     16+24aT,+3T^+21aTj 


N(\  -  OT^) 

iV(2  +  2aT,  -  tr^) 

A^(3  +  607,  +  tTj) 


Normen  complexer  Zahlen  in  y,. 

2.13,  N(Z  +  2Xj)  =  9  .  29  ,  iSr(3  +  (P^  —  tr^)  =  8  .  29  , 

32 .  29 ,  iV(2  +  3orj)  =  8.317;    dagegen  (mod.  p') 

4  .  13'  U.  8.  W. 


*)     Hier  ist  tr,  vollständig  bestimmt  durch  w^      ^s.  w    (mod.  p),  sowie  als  Gemeinwariel 
ijuadratischer  Congruenzen. 
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n  =  %2 

IV.    p  zum  Exponenten  22  gehörig. 
2  zweiundzwanziggliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

IV,  1.     p  =  92m  +  7  ,  —  9  ,  -4-  11  ,  —  13  ,  -f.  15  ,  -h  19  ,  —  26  ,  —  29  ,  —  41-4-  43  ; 


f     ,         T*"     I         -4J/"     ,         -85''     ,         9r     ,         -J9/- 


-19r     ,         _41r 


w  -t"  w       4-  Oü 


+  w-""  +  «,-"  +  w**'  +  u,"'  +  <»-"■  +  io'""  4-  »"'■  +  w"'  +  !«"'■  +  u»-"''  +  «-"'■     also: 


«7 


^  =  ou  4-  w'  -  0.»  -  u;"  +  c«'  -  w"  -  oü"  -  oü*  -  u,"  4-  w^*  4-  c«"  -  u;**  -  c«"  4-  c«*' 


4.  c«;"  -  w"  4-  oü"  4-  c«"  4-  oü*'  4-  w"  -  «'^  -  w"  , 


Wurzeln  der  Gleichung :  (nebst  —  w^) 


w'  —  23  =  0 . 
Congruenz wurzeln  mod.  p.*) 


p 

«^1 

P 

«^i 

P 

w 
1 

P 

tu 
1 

P 

«^i 

7 

3 

103 

34 

283 

56 

503 

214 

727 

101 

11 

1 

107 

39 

359 

89 

523 

76 

743 

282 

19 

2 

191 

65 

379 

73 

563 

161 

751 

169 

43 

25 

199 

53 

383 

52 

571 

288 

787 

173 

67 

31 

227 

93 

419 

182 

619 

66 

839 

190 

79 

24 

251 

104 

467 

81 

631 

233 

907 

100 

83 

40 

263 

54 

479 

135 

659 

112 

911 

80 

A^ 

r,),  Primfactoren  der  Primzahlen 

p.      N/{w^)   = 

=  -p. 

P 

A^,) 

P 

A^,) 

P 

A^^) 

P 

A^,) 

7 

44-  tTj 

191 

4—  3aT^ 

419 

384-  9a7j 

659 

13—  6Wj 

11 

94-207^ 

199 

13—  4trj 

467 

19—  6Wj 

727 

204-  7a7j 

19 

2—  OTj 

227 

304-  7a7j 

479 

48— llWj 

743 

27—  807^ 

43 

7— 2a7j 

251 

18—  bm^ 

503 

53—1207^ 

751 

564-13B7, 

67 

54-2ocT^ 

263 

404-  9w^ 

523 

584-13(rj 

787 

61— 14a7j 

79 

17— 4tr^ 

283 

50— Ubt^ 

563 

784-17tr^ 

839 

32—  9a7j 

83 

34-2aT^ 

359 

34-  4Wj 

571 

24-  5a7^ 

907 

86— 19a7j 

103 

32— 7aTj 

379 

144-  5a7j 

619 

41— 10a7j 

911 

49— 12a7j 

107 

10— 3bTj 

383 

33—  8aTj 

631 

294-  8w^ 

•)     Hier  ist  or 


Ound 


\p. 


80 
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W  =  92 
IV,  2.     p  =  92m  -4-  3  ,  —  5  ,  —  17  ,  —  21  ,  -h  27  ,  -4-  31 ,  —  33  ,  -4-  36  ,  —  37  ,  4-  39  ; 

w^  =  w''  4-  w"^  -h  oü'^  +  w""  4-  w-"''  +  w-"'*  4-  «"^'^  4-  w""''  4-  w'""  4-  w"*''  4-  «""'' 
4-  w-**-  4-  w-*'^  4-  o;-""  4-  w-"'  4-  w"-  4-  u;"'-  4-  w""  4-  w""  4-  c«"""  4-  '^*"'  4-  oü""  «  0  , 

w^^  =  2(c«,*'-  4-  c«^*"  4-  c«"'-  4-  0,"'  4-  W**^  4-  u;"*^-  4-  w""^  4-  w«'  4-  w'*^  4-  u;"»^^  4-  w'"^)  , 

d.  h.  elfgliedrige   Perioden   der  23ten  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher 
gehörigen  Primzahlen: 

3,  31,  59,  71,  127,  131,  151,  163,  167,  179,  211,  223,  239,  271,  307,  311, 
331,  347,  439,  443,  487,  491,  499,  547,  587,  607,  647,  683,  719,  739,  811,  823, 
859,     863,     883,     887,     947,     991, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  X  =  23,  III. 


IV,   ^,     p  =  92m  —  3  ,  4-  5  ,  4-  17  ,  4-  21  ,  —  27  ,  —  31 ,  4-  33  ,  —  35  ,  4-  37  ,  —  39  ; 

tr^  =  c«'^  4-  oü-''-  4-  w"^  4-  w-""  4-  w""'"  4-  w'""  4-  w"^'"  4-  w""  4-  w"'"  4-  u»*''  4-  «"""  4-  w**' 
4-  w-*"^  4-  «"'•  4-  w-"'-  4-  «-"'"  4-  0."'  4-  u;-»''  4-  co»*''  4-  w"'"  4-  w*'"  4-  w""''  =  w"'*, 

d.  h.  4te  Einheitswurzeln;  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

5,  17,  37,  53,  61,  89,  97,  109,  113,  149,  157,  181,  241,  281,  293,  313, 
337,  373,  389,  401,  421,  433,  457,  521,  567,  569,  613,  617,  641,  661,  677,  701, 
709,     733,     757,     769,     773,     797,     881,     937,     941,     953,     977, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  der  ji>  =  4/h  4- 1  in  n  =  4,  I). 
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n  =  96 


l,     p  T=  96wi  -h  1 . 


32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


w"  — w^^H-  1  =  0, 


wodurch   von   den   nichtprimitiven,   d.  h.   den  48ten  und  32ten  Einheitswurzeln, 
die  letzteren  durch  die  primitiven  sich  ausdrücken  lassen. 


0,' 

-  u;" 

-u,", 

w' 

-  u;"- 

w*^   U.  8. 

W. 

Congruenzwurzeln  mod. 

P' 

p 

et; 

w' 

o;^ 

w" 

w" 

w'' 

w^* 

a;" 

97 

-t-   10 

—     7 

—  21 

+     5 

+   15 

+  38 

+   17 

—  41 

193 

—  93 

—  96 

—  18 

+  25 

+  65 

+  92 

—  31 

—  32 

577 

-f-  59 

—  50 

+204 

—212 

+  11 

—  68 

—  138 

—197 

673 

+283 

—214 

+245 

+307 

—  59 

—236 

+201 

+131 

769 

4-100 

-t-131 

—376 

—308 

—155 

+143 

—340 

+  16 

p 

97 
193 
577 
673 
769 


—  26 

—  6 
—262 
+262 
+  48 


29 

W 

—  40 

—  56 
+  46 
—298 

—  337 


—  23 
+  86 
—280 
+  77 
—242 


.  3S 

ÜÜ 

—  13 
+  95 

—  105 
+308 
+129 


—  39 
+  54 

—  264 

—  57 
—382 


+  37 

—  75 

—  99 
—228 
—362 


+  14 
—  2 
—150 
+217 
—317 


+  29 
—  83 
+  88 
+195 
+223 


80* 
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ÜJ 


n  =  96 
Congruenzwurzeln  mod.  p'  fftr  />  =  97 , 

(mit  £iD8chIu88  derer  für  die  meisten  nichtprimtiTen  Waneln). 

w'  W*  (U* 


4-104-    J^4-  4p' 

4-  34-21p— 162>' 

4-304-19p— 28p' 

4-  94-29p— 42p' 

u,» 

w^ 

u,» 

«' 

—  74-  9p4-36p' 

— 21— 23p4-20p' 

— 164-38p—  7p' 

4-34- 26p4-  5p' 

u;^^ 

c" 

u," 

—48— 28p— 36p' 

4-  5— 42p—    p' 

4-15— 21p4-  5p' 

—444-    p— 10p' 

tt;^* 

u,^« 

u,^' 

w" 

4-47- 39p4- 16p' 

— 354-48p4-  6p' 

4-38— 44p— 27p' 

4-17— 12p4-43p' 

0,'« 

u,'^ 

a;" 

.;" 

—24—  4p 

— 464-3  ip—  4p' 

4-2ö-32p4-  4p' 

-41—    p4-  8p' 

a;" 

u;" 

c'^ 

o.'« 

—264-  8p— 29p' 

4-31— 46p4-  3p' 

4-19— 38p4-  7p' 

—  44-29p4-  7p' 

c«," 

a;" 

c,;" 

c" 

—40—  5p— llp' 

— 234-17p4-  8p' 

4-28— 45p— 31p' 

— 11— 31p4-44p' 

u;" 

u;" 

co" 

tt," 

—13— 31p— 26p' 

— 394-22p— 4qp' 

—  2— 17p— 47p' 

— 204-22p— 16p' 

w*« 

UJ*' 

u;" 

«** 

—  64-  4p4-18p' 

4-374-33p— 34p' 

4-144-  4p4-  8p' 

4-43— 42p4-44p' 

«** 

oü" 

Oü*' 

w' 

4-424-15p— 16p' 

4-324-  2p4-25p' 

4-29— 42p—  7p' 

4-27— 15p— 46p' 

Normen  complexer  Zahlen  in  w. 

iV(l  —  w  4-  w*)  =  97  .  577  ,  N{i  —  w"  —  w")  =  97  .  193  , 


N(i  —  w'*  —  w")  =  97  .  673  , 


iSr(l4- 


UD 


IT  .   77 


W")    :=r    97.769, 


woraus  folgt,  dass  sämmtliche  Primzahlen  in  gleicher  Lage  sind :  mit  Congruenz- 
wurzeln mod.  p' :      N(l  —  UJ*  4-  w'*  —  w'*  —  w**  —  w*')  =  97?49537  . 
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n  ==  96 


II.    p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  7  Fällen: 

II,  1.    p  =  96m—  1 ; 


r     ,         — r  r 


W 


48-r 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

191 

«^1 
—  90 

—  75 

—  96 

CD 
11 

+  43 

—  16 

«^17 

+  23 

w 

19 

—  49 

+  58 

383 

-f-  47 

+  96 

+184 

—127 

+  55 

—  54 

—  166 

+172 

479 

—215 

—  66 

—  50 

—235 

—213 

+162 

—  183 

—  141 

863 

+263 

+275 

+  61 

—417 

—  21 

—  76 

+365 

+356 

p 

A«",) 

191 

X-w-w^ 

383 

l-''i.-'"iT 

y^Wj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     N/(w^  =  —p. 

^io"'"^ij'*'^io 


479     w^-w^-w^^^w^^ 


P 
863 


II,  2.     p  =  96m  +  47  ; 


47r 


48-r. 


w^  =  w"+w*'^  =  «'•  +  0;"-'*; 


W^Wjfe    = 

—  a7^_ 

i  +  ^ik+i?   ^n^r) 

—  1 . 

^r         ^^jr 

^nr- 

Congruenzwurzeln 

mod. 

Pn 

47 

^1 
—     5 

tu 

s 
15 

^7 

+  17 

«^11 

—     3 

+     9 

^17 

+     6 

«^19 

+  10 

+  21 

239 

+  18 

—  113 

+  57 

+   13 

+122 

+103 

+  33 

+110 

431 

+215 

+145 

—  157 

129 

+208 

—  50 

—  63 

+  99 

719 

—  99 

+277 

—286 

+  31 

+310 

+306 

—355 

—  121 

911 

—126 

+143 

—371 

+  38 

—274 

+200 

+439 

+185 

*)    Hier  ist  w     völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  ^^^^  ^  v^  +  or^  (mod.  p), 
sowie  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congruenzen. 

•*)     Hier   ist   w^  völlig   bestimmt   durch  «7^07^  ^  —  ^9  "^  °^4  (™^^*  P)*  sowie  als  Gemein- 
wurzel quadratischer  Congruenzen. 
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n  =  96 
Normen  complexer  Zahlen  in  h, 

N{1  db  07)  =  2  .  1103  ,  N(l  H-  tjcr^^  +  tr^^)  =  97  .  193  , 

A^(l  —  OTg  —  tr^y)  =  193  .  769  ;  N(l  —  w^  H-  w^^)  =  2  .  47  .  769 

-^K  +  «^ii)  =  ^"^  '  23^  .  ^(^li  +  «^„)  =  47  .  431  . 

N(l  —  tTg  —  o'jj)  =  4  .  47  .  719  ,  iV(a7j,  —  w^^)  =  2  .  47  .  193 

iV(l  —  w^^  -  Wj,)  =  47'  ,  N{2  -  tr,  —  tr^^)  =  911  .  4463  . 


U,  3.     p  =  96m  —  47  ; 

d.  h.  48 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

241,     337,     433, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  48,  I. 


n,  4.    p  =  dem  -f-  31 ;        Wr  =^  uü^  -h  (u 
also  die  primitiven  Perioden,  deren  Product  11(07^)  =  *» 


31/- 


OTj    =    W  -h  w'^  , 

tFj    =5    Ciü*  —  W^*  , 

tr,  —  lo'+Ki", 

m„    =    <«"+!«". 

<r„  -  <«"  +  «,"  , 

<r„,  -  <«»  +  <«", 

tF 


„  =  c."H-a,". 


tr„  =  w"  -  u;"  ; 


die  nichtprimitiven:  w^^  (n  ==  48,  II,  5),   w^^  (^  =  32,  II,  i  also  wie  oben  11,  l), 

wobei     Wr  —  W^jr    =    ^nr; 

von  Relationen: 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

V                    ^1                     «'s                      ^T                     ^U  "'iT                  ^Jl  ^H  ^»7 

31         —     7         -1-8  -1-12         -hll  —     4         -1-2  —     7  +14 

127         —  16         +4  -1-57         —  63  -f-  61         —     3  —  44  —  61 

223         -1-91          -1-96  4-66         —  20  -f-  72         —  30  -h  92  —  47 

607         —200         -1-183  -h  46         -f-237  -|-290         —     6  -1-233  -f-189 

991          -hU4         +303  —277         -f-455  -f-     1         —411  -1-117  -1-143 


•)     Hier  iit   tr^    volUtändig  bestimmt   durch   tr  «^^  ^  ^a'^^za  (mod.  |>),    sowie   als  Gk- 
meinwnrzel. 
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W  =  96 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Ein  wirklicher  Primfactor  ^tr^)  =  i  — «Tj^  ist  nur  (üir  p  =  991  ermittelt. 


Normen  complexer  Zahlen  in  Jr. 

N(l  —  tTj  —  OTj)  =  31 .  223  ,  N(i  —  tPj  —  OTjj)  =  31  .  127  , 

N{1  H-  07,,  +  0T„  -  tTjy)  =  127  .  607  ,  N(l  -  tr,  -  or,,)  =  3l'  , 

N{2  —  OTjj)  =  4.31.  4831  ,  N{1  -+-  07,  —  07^)  =  97  .  577  . 


II,  5.     jt?  =  96//i  —  31  ; 


07^   =   u;'"-f-w-"'    =   —  w"^ 


d.  h.  32 te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

257,     353,     449,     641,     929 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  bei  n  =  32,  I. 


II,  6.     p  =  96»i  4-17  ;       07^  =  w"  4-  w^^'^ , 

also  die  primitiven  Perioden,  deren  Product  n(o7^)  =  3', 

07    =  w -h  w*^  ,  w^  =  w*  —  w'^  ,  Wj  =  oy^ -h  w*' ,         w^^  =  w**  —  w**  , 

07,,    =    w"  -f-  W"  ,         07,,    =    w"  -f-  w"  ,  W^^    =    w"  -f-  W**  ,  W^,    =    W"  +  W*'  ; 

nichtprimitiv:      07^^  =  2oy'''  und    07,^  =  w"'"    (d.  h.    löte   Einheitswurzeln),    aber 
07,,  =  0 ; 

unter  den  fundamentalen  Relationen: 

w\  =  3w",  07,07j  =  3w*,  07,07^  =  3w'*  ,  ^1^11  ~  3w*', 

0Tj07„  =  3w'^  etc.,  aber  07,0»,^  =  —  3 . 
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n  =  96 
Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


p 

17 

w 
i 

5 

+     6 

—    1 

tr 
11 

—     8 

4-     7 

4-     2 

4-     3 

4-     4 

113 

52 

-f-  32 

—   10 

4-  46 

4-  28 

4-  12 

—  11 

—  37 

401 

121 

—172 

-4-143 

—  21 

4-169 

4-  19 

4-  14 

4-  53 

593 

283 

—  45 

-4-  83 

4-  79 

—  93 

—153 

4-160 

4-132 

881 

381 

4-256 

-f-212 

4-265 

—400 

—359 

—320 

4-111 

977 

55 

-f-280 

-f-306 

4-485 

—216 

—  95 

—182 

4-  71 

Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

iV(l  -hWj)  =  2.17.  193  ,  N(i  —  07^  4-  t«")  =  17?97  , 

N(l  —  or„  —  tr,j)  =  113  .  1361 ,  N{1  —  tr,  4-  tr„)  =  113'  ; 

iV(l  —  or^j  4-  w")  =   17  .  401  ,  N(l  —  tTy  —  tt;*')  =   17  .  593  , 

JV(1  4-  «T^  —  w*  -  w")  =  2  .  17?881 ,  N{1  —  tF^  4-  w"  4-  w")  =  2  .  977  . 


II,  7.     p  =  96m— 17;         w^  =  w*' 4- ««"^''^i 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(w^)  =  4, 


w^   =  w  —  » 


"  ,  a-j  =  u,'  +  u,"  ,  ar,   =  <«'  -  «,"  ,  ar„  =  m"  -  u,"  , 

nichtprimitiv :  w,^  (n  =  48,  II,  5)  und  a-,,  (n  =  32,  II,  2),  wobei  ar,  —  Wj,,.  =  —  w,,, , 
Wj,  =  0,    Wjj,.  =  2«/"  etc.;     ferner: 


«Tj    = 

—  2(u"  4- 

•  Wj  , 

tr  tXT    =3 

—  ^26» 

w 

i«^ir  =  ''- 

+-«^18   "• 

8.  W. 

Congruenzwurzeln 

mod.  p. 

••) 

P 

79 

4-     4 

—  34 

—        1 

—   17 

w 

IT 

—   13 

4-  23 

—     4 

4-  26 

271 

4-115 

—130 

4-  21 

—  95 

4-  32 

—  46 

—  50 

—  24 

367 

4-     7 

4-  65 

4-108 

—  136 

4-153 

—156 

—  89 

4-  45 

463 

4-159 

4-  32 

4-  10 

4-  76 

—206 

4-220 

—  180 

4-209 

751 

—250 

4-176 

—280 

4-193 

—226 

—  163 

—  180 

—  95 

•)     Hier  ist  or^  >  0  und  <Z^p  »u«  ^\  ^  3»^'  (mod.  p), 

**)     Hier  ist  tr^  vOllig  bestimmt  durch  die  lineare  Congnienz :  Q^^tr    ^  tr^  —  w^^  (mod.  p) , 
sowie  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congnicnzen. 


641 


p 

79 


f««96 

Primfactorea  der  Primzahlen  p. 

Wirkliche  Primfactoren  sind  für  folgende  Primtahlen  ermittelt: 


1  +  tr^ 


P 
271 


H-  tTj  H-  tr,  H-  «Tj^ 


P 
463 


1  +  TT,  -  tr„  +  tr,, 


Ml- 


Normen  complexer  Zahlen  in  jl. 

A^(l  —  w^  4-  Vj)  =  271  .  193  ,  N(l  -f-  OTj  4-  or^^ 

.  w")  =  751 .  97  ,  N(l  —  rr^  —  w^ 

MT,,)  =  4.97',  A'(l4-w 


15  ir 


iV(w. 


1» 


14' 

— 

367 

.577, 

«'fl) 

-= 

761 

.463, 

•W^) 

- 

97. 

463. 

III.    p  zum  Exponenten  4  gehörig, 

8  viergliedrige  Perioden  mit  4  Fällen,  in  welchen  allen  die  primitiven  Perioden  w^ 
•   null  sind: 

UI,   l,     p  =  96m  4-  23  ,  —  25  ; 

tr^^  r=  2(w''"  4- w**'') ,   d.  h.  n  =  48,   II,  2,    80  dass   die  dortigen  Primfactoren   der 
p  =  48m +  23  auch  hier  prim  sind  für  dieselben  Primzahlen  wie  dort: 

23,     71,     167,     263,     311,     359,     503,     599,     647,     743,     839,     887,     983. 


III,  2.     ;>  =  96m  —  23  ,  4-  25  ; 

tr^y  =  0,    w^^  =  4w*'',    d.  h.  n  =  24,  I,    so    dass    die   dortigen    Primfactoren    der 
p  =  24m  4-  1  auch  hier  prim  sind  ftlr : 

p  =  73,     313,     409,     457,     601,     937, 

d.  h.  fdr  dieselben  Primzahlen  wie  bei  n  a  48,  II,  3. 


III,  3,    p  :=  96m  4-  7  ,  ~  41 ; 

tr^^  =  2(w''*  4- w^*'') »   d.  h.  w  =  48,  II,  6,    80   dass    die    dortigen   Primfactoren   der 
p  SS  48m  4-  7  auch  hier  prim  sind,  und  zwar  für  dieselben  Primzahlen : 

7,     103,     151,     199,     439,     487,     631,     727,     823,     919,     967. 
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»  =  96 
111,  4.     jt)  =  96m  —  7  ,  -+-  41 ; 

oTj^  =  2(cü''' 4- c«/"**')  I    d.  h.  »  ==  48,  11,  5,   80   dass   die  dortigen   Primfactoren   der 
p  =s  48/H  —  7  auch  hier  prim  sind,  und  zwar  fdr  dieselben  Primzahlen : 

41,     89,     137,     233,     281,     521,     669,     617,     761,     809,     857,     953. 


IV.     p  zum  Exponenten  8  gehörig. 
i  achtgliedrige  Perioden  mit  4  Fällen,  in  welchen  stets  w^  =  0  und  op,^  =  o  ist 

IV,  1.     p  =  96m  4-  5  ,  —  19  ,  4-  29  ,  —  43  ; 

v^^  =  4(w*'"  4-  w'^*^) ,    d.  h.  »  =  48 ,  111,  l  oder  ganz  wie  p  =  48m  4-  5 ,  —  19  . 

IV,  2.     jt>  =  96m  —  5  ,  4-  19  ,  —  29  ,  4-  43  ; 
^tr  =  4(u;*''4- w""*")»  d.  h.  n  =  48,  111,  2  oder  ganz  wie  p  =  48m  — 5,4- 19. 

IV,  3.     p  =  96m4-ll,  — 13,4-35  — 37; 
w^^  =  4(w*'' 4- w**') ,    d.  h.  »  c=  48,  111,  3,  oder  ganz  wie  p  =  48m  4- ii,  — 13. 


IV,  4,     p  =  96m  —  11 ,  4-  13  ,  —  35  ,  4-  37  ; 
^^  =  0,    oPj^  =  8w''*,  d.  h.  n  =  48,  111,  4  oder  ganz  wie  p  =  48m—  il  ,4- 13 


OT 
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n=  100 


I.    j9  =  100m  -h  1 . 
40  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


t„*o  _  ^ao  _^  ^»0  _  ^10  ^  1  ^  Q^ 


wodurch   sich   aber  weder  die  25ten  noch  die  4  ten  Einheitswurzeln  ausdrücken 
lassen,  vgl.  w  =  36. 


P 

101 
401 
601 
701 


2 

-hioo 

—202 
4-235 


+  8 
—  94 
—294 

-f-262 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


-f-  27 
H-197 
-f-180 
—  72 


4-  7 
—113 
—101 
—  128 


-  28 
18 
—  147 

84 


-f-  11 
—  49 
—208 
—318 


IT 


—  26 

—  149 
4-250 
—330 


—  3 

4-116 
4-227 
—353 


—  12 

—  93 

—104 
—316 


—  48 

—  81 
4-  45 
4-295 


P 

101 

401 

601 

701 


4-  40 
—  99 
—187 
4-240 


—  42 
4-  69 

—  52 
4-193 


-+-  34 
—121 

—278 
—280 


4-  35 
—  183 
—238 
—342 


—  46 

—  90 

—  46 
—302 


4-  18 
—  156 
—139 
4-242 


—  29 
—110 

—  119 
—115 


—  15 

—  57 
—197 
4-185 


—  38 
4-  64 
4-231 

—  99 


4-  60 
4-  4 
4-341 
—  176 


Primfactoren  der  Primzahlen  p  ideal. 
(Nonnen  bei  den  Perioden  unten). 
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n  =  100 
IL     p  zum  Exponenten  2  gehörig. 

20  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  3  Fällen: 

II,  !.;>==  100;n  — 1;     w^  =  ««''-+-»-''  =  w'*  —  w*®-^ 

nichtprimitiv:    w^^   (X.  =  25,    zweigliedrige  Perioden   der   25ten  Einheitswurzeln), 
w,j^  =  0,    tüj^  (n  =  20,    zweigliedrige    Perioden     zweiter   Art    der    20ten),    w 
(X  =  5,  desgleichen  der  5ten  Wurzeln). 


JOr 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

r                             W^                                Wj                              W^                              WLj                              W^^                           »*jj                           Wjy  Wjj                           Wjj  »«jj 

199       4-14       —  84       4-44       —  29       —  98       —  78       -h  26  —  21  4-79  4-24 

499       4-226       —112       —191       4-  93       4-113       —  59       4-51  4-230  4-239  —189 

599       —115       —268       4-  46       4-238       —118       —157       4-220  4-  57  4-160  —  63 


^07j),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Nß,w^)  =  —p. 


A^,) 


199  1  —  tTy  —  OTjj 


A^,) 


499        1  —  tTj  —  or^j 


P  /(«T,) 

599       1  —  tr.  —  OT 


4S 


II,  2.     ;>  =  100m -f- 49;         w^  =  w'"  4- w*"'  =  ci;''4-w""'', 

^1^*  =  —  trj^_i  4- wjt^i ,   n(o7^)  =  1;   nichtprimitiv:   w^^  und  or^^^  (wie  in  II,  l),  w^^ 
(n  =  20,  II,  2),  ojjj^  =  2tt;'*''  (4te  Einheitswurzeln);  «'i +  «',  —  a^,i  •— «^,,-H »j^  =  o. 


•)  Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  w  ar^  ^  ar^  —  otr^^  (mod.  p)^  sowie  aU  gemein- 
Bt-haftliche  Wurzel  der  Congruenz  tr^  ^  2  —  or  und  eines  Systems  von  5  Congruenzen ,  deren 
erste:  tr^  —  or^  —  WjjV  w^^  4-  ar^^  ^  0  (mod.  J3).  Was  hier  w^,  tr^  ,  tTj^  ,  w^^  ,  or^^  ,  w, 
w„  »  ^1« »    ^4«  »    ^«8  *'^"*^  X  =  25 ,   II  resp.  i^^ ,    v}^,    rj^  ,    »j^  ,    y}^  ,    v}^,    vf^,    fj^,    »j^ ,    »j^ . 


38 


w. 

w. 

W. 

w« 

tr,  . 

tBT,. 

W,, 

W,^ 

W 

07 

1 

3 

7 

9 

11 

IS 

17 

19 

31 

JS 

645 

n=  100 
Congruenzwurzeln  mod.  jt).*) 

149  -1-45  —  77  -f-  64  -h  70  —  22  -h  36  4-14  —  66  —  63  -h  63 
349  4-144  —  23  4-129  -f-  21  4-166  —  49  -f-102  4-27  4-28  —  99 
449       4-137       —108       4-  81       —142       4-150       4-113       —132       —  87       4-68       4-8 


Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

N{1  4-  w^  4-  OTj,)  =  149  .  401 ,  N(\  4-  «r^j  —  w^^  =  5  .  149  .  349  , 

N(l  —  tü^  —  w^^)  =  5  .  101 .  449  ,  N{1  zfc  tu)  =  5  .  3001  , 


II,  3.     p  =^  lOOm  —  49  ;      tr^  =  w'^  4-  w""'*  =  0 , 

w^^  =s  2w*'",    d.  h.   25  te  Einheitswurzelu,    wesshalb    die   hierher  gehörigen  Prim- 
zahlen : 

151,     251,     751, 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  X  =  25,  I  haben. 


III.     p  zum  Exponenten  4  gehörig, 
10  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  2  Fällen: 

III,  1.     p  =  IQOni  4-  7  ,  4-  43  ;         tr^  =  w"  -i-  w'''  4-  w*'**  4-  w**'' , 

also  die  primitiven  Perioden,  woftlr  n(tF^)  =  5, 

tTj  =  w  4-  w^  4-  w*'  4-  w"  ,  oTj  =  w*  4-  to*^  4-  ««*^  4-  w"  , 

ar^  =  c«'-c«;"4^c«;^^-c«",  tü^^  =  co"  -  «"  4- w"  -  w"  , 

tBTj^  =  w"  4-  w^^  -*-  w"  4-  w"  ; 

nichtprimitiv:   w^^  (X  =  25,  III),  w^^  (n  =  20,  III),  w,^^  =  —  l ,    w^j^  =  0 ; 

unter  den  Relationen: 

wl  =  -  4  —  OTg  4-  2tir,^  ,  w^w^  =  1+  «^36  '  ^i^^t  =  ^  —  «^s  ■+"  ^n  +  ^i«  ' 

t^lOTjj    =    -  1  -  07^  +  07,^  -  «7,^  ,       OTjtr^y    =    -  1  -  07,,  ,  07^  4.  w,  4"  tT^  -  «7^^  -  «7^,    =    0 


•)     Hier  ist  tu    vollständig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  117^07^  ^  — w^ — 07^^  {mod.|>), 
desgleichen  als  Gemeinwurzel. 
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n  =  100 
Congruenzwurzeln  med.  p*) 


p 

7 

«^1 

-h  2 

w 
i 

—  2 

''s 
—  3 

tr 
11 

—  1 

tr 
ir 

—  2 

43 

—  18 

—  14 

—  10 

4-  2 

—  1 

107 

+  11 

—31 

+  19 

—24 

4-  23 

307 

4-130 

-f-  9 

-f-32 

—  73 

—  63 

443 

—  80 

—86 

—  18 

-f-64 

4-195 

P 
607 

«^1 
—  17 

«^3 

—222 

—  124 

tr 
11 

—  99 

^17 

—  264 

643 

4-126 

4-193 

—264 

—  194 

+249 

743 

4-1Ö8 

4-126 

4-240 

—271 

+  62 

907 

4-428 

—255 

4-383 

—418 

+  67 

Normeu  complexer  Zahlen  in  A. 

N(l  +  tr,^)  =  7  .  43  ,  A^(l  +  OTjj  +  w^^) 

N(w^  —  cp,  +  tr,^)  =  307  .  349  ,  N(l  +  tr,  +  w^) 

N(i  +  tF,  —  ojg)  =  5  .  101 ,  A^(l  -hv^-h  w^j  -h  tr^^) 

N(l  —  Wj  —  tr,  +  tüj,)  =  5  .  7  .  607  ,  N(l  —  w^  — w^-h  tr,^  —  tr,^) 

N(l  +  tr^  +  07,  +  tTj^  +  tjT,g)  =  7?907  . 


5  .  7  .  107  , 
5  .  643  , 
5?7.443, 
43 .  743 


III,  2.     p  =   100m  —  7  ,  —  43  ; 


m  =  w'  4- oü-^''  +  w*''' +  («;"*''■, 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  11(07^)  =  i , 


43  49 

tJ7       =    ÜÜ  U)        +  Öü 


0.', 


w. 


w    —  w     4-  w     —  et' 


or^  =  to'  +  w*^  +  w*^  +  w"  , 

»1  . 


W^^    =    w"  +  tt"  +  üü"  +  w"  , 


tu 


17 


19 


.33 


U) 


nichtprimitiv:  tr^^  (vrie  III,  l^,  tr^,.  =  —  ttj'**",    w^^^  =  4ot,'^''; 

unter  den  Relationen: 


tr     =  —  4  —  2tr    —  tr 

1  *8  36» 

*^1     11  *8  36' 


tTjtr,  =  —  1  +  2tr^  +  tr,j  ,  tr^tr^  =   1  +  tr^  +  tr,^  , 

m  tr      =1—07     —  2tiy     :     tr   —  tr+tr— tr     +tr     5=»  0  • 

WjWjy  M.  ij  J4'  1  3     *^      9  11  17 


•)     Hier  ist  w^  vOlIig  beBtimmt  durch  w^w    ea  2tJ7     +  or     +  ^^j«  (mod.  jO),  sowie  als  Ge- 
meinwurzel.     Was  hier  w^  ,  tu,  ,  tr^^  ,  tjj,^  ,  w,^  ,  heisst  X  =  25,  III.  rcsp.  »j^  ,  ij^ ,  »j^ ,  »j,  ,  ij^  . 
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II  ■ 

-  100 

Congrucnzwurzcin  nioil.  ;>.*) 

p 

157 

w 
1 

—  52 

w 

9 

—43 

tu               w 
11                  IT 

—  48     4-58 

667     -    73     —  »0 

4-UH 

11 

4-214 

''ir 
4-  49 

193 

—  56 

—  55 

-f-33 

—  95     4-66 

593     4-  I»9     —255 

-114 

—   17 

—267 

257 

-1-119 

H-  80 

4-25 

—  96     4-98 

757     —120     —253 

—219 

4-272 

4-368 

293 

—  75 

4-104 

-f-  9 

-f-  12     —111 

857     —  66     4-380 

4-246 

—   10 

4-198 

457 

—     1 

—     9 

—43 

—  158     —123 

1 

^07^),  Primfactoren  der  Primzahlen  p. 

Für  p    =    457    ist  /(tTj)    rr.    1  4-  w, . 


Nonnen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

AVi  -  «^1,)  =  1^7 .  101 ,  N(w^  4-  CT,,  4-  w,,) 

N{\  4-  w^  —  tr,)  ==  5  .  193  ,  A'(l  4-  w,  4-  w,) 

iV(l  —  tr,  4-  OTj  —  tr,j)  =  5  .  257  ,  A'(2  -h  tr,  4-  tr, J 

N(rr^  -  Xj,  4-  tTjy)  =  25  .  557  ,  A\l  4-  tr^  -  w^  -  w^^) 

JV(l  _  0,^^  _  ^^^  -  tr^^)  =  257  .  757  ,  A'(l  -  tr^  4-  tr,  -  ff^,,) 


126.  167, 
267. 193, 
293  .  449 , 
100.693, 

60 . 867  s 


IV.    p  zum  Exponenten  5  gehörig: 

p  =  lOOm  —  19  ,  4-  21  ,  —  39  ,  -h  41 

8  fön^liedrige  Perioden: 

tr,  =  a^'-H-ao-"''4-*-'*''4-»*''^4-«r;'"  «-  0, 

x^^  =  0 ,    Xj^  =  5»*'' ,    d.  h.  20te  Wurzeln ;  die  Primfactonfn  der  /> 
fi  =  20,  L  nnd  daher  auch  hier  prim  fftr: 


20/11 4- 1  in 


41,     61,     181,     241,     281,     421,     461,     621,     641,     ^1,     fA\,     761,     821,     881,     »41. 


*,     H>tT  :«t  Xj  TGl]i;5  b*r*iiflfait  dur'h  ^,T.   **  9?      ^nurA,  p, 


648 


n  =  100 
V.    p  zum  Exponenten  10  gehörig. 

4  zehngliedrige  Perioden  mit  3  Fällen,  wo  überall  tr^  =  0 ,    w^^  ==  0 . 

V,  1.     p  =  lOOw  4-  19  ,  —  2H-  39  ,  —  41  ; 

07^^  :sz  5(w*'*  H-  w"*''),  d.  h.  n  =  20,  II,  1 ;  die  dortigen  Primfactoren  der  p  =  20m— l 
sind  daher  auch  hier  prim  för  folgende  Primzahlen  : 

59,       79,     139,     179,     239,     359,     379,     419,     439, 
479,     619,     659,     719,     739,     839,     859,     919. 


V,  2.     p  =  lOOw  4-9,—  11, -1-29,  —  31; 

w^r  =  5(w*'' -+- to**'") ,  d.  h.  n  =  20,  II,  2;  die  dortigen  Primfactoren  derp  =  20m4-9 
sind  daher  auch  hier  prim  fdr  folgende  Primzahlen: 

29,     89,     109,     229,     269,     389,     409,     509,     569,     709,     769,     809,     829,     929. 


V,  3.     p  =  100/?i  —  9  ,  4-  11 ,  —  29  ,  -h  31  ; 

w^^  =  0,    oT^^y  =  lOw"*",  d.  h.  X  =  5,  I;  die  dortigen  Primfactoren  der  p  =  5wi4-i 
sind  daher  auch  hier  prim  für  folgende  Primzahlen: 

11,       31,       71,     131,     191,     211,     271,     311,     331, 
431,     491,     571,     631,     691,     811,     911,     971,     991. 


VI.    p  zum  Exponenten  20  gehörig. 
2  zwanziggliedrige  Perioden  mit  2  Fällen,  wo  durchaus  tv^  =  o ,  qt^^  «  o . 

VI,  1.     p  =  lOOm  -h  3  ,  —  13  ,  —  17  ,  -h  23  ,  4-  27  ,  —  33  ,  —  37  ,  -I-  47  ; 

Wj^  —  4(w*''  4-  w"''  -f-  w**''  +  w"'') ,  d.  h.  n  =  20 ,  III,  1 ;  die  dortigen  Primfactoren  der 
p  «  20m'f-3,4-7  sind  daher  auch  hier  prim  fdr  die  Primzahlen: 

3,  23,  47,  67,  83,  103,  127,  163,  167,  223,  227,  263,  283,  347,  367,  383, 
463,  467,  487,  503,  523,  547,  563,  587,  647,  683,  727,  787,  823,  827,  863,  883, 
887,     947,     967,     983. 
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n  =  100 
VI,  2.     ;>  =  100m  —  3  ,  -h  13  ,  -h  17  ,  —  23  ,  —  27  ,  -h  33  ,  -f-  37  ,  —  47  ; 

07^^  =  —  4cü'*'' ,  d.  h.  4  te  Wurzeln ;  die  Primfactoren  der  p  =  4ni  +  l  in  n  ==  4,  I. 
sind  daher  auch  hier  prim  filr  folgende  Primzahlen: 

13,  17,  37,  53,  73,  97,  113,  137,  173,  197,  233,  277,  313,  317, 
337,  353,  373,  397,  433,.  577,  613,  617,  653,  673,  677,  733,  773,  797, 
853,     877,     937,     953,     977,     997. 


n 


120 


I.     p  =  120m  H-  1 . 


32  primitive  Wurzeln,  deren  Gleichung: 


si 


SS 


20 


ÜÜ      -f-  w      —  w      —  UJ 


16 


w"-f-£w*4-  1  =  0; 


unter  den   nichtprimitiven,    d.  h.  den   60ten,   40ten  und   24ten  Einheitswurzeln, 
lassen  sich  die  beiden  letzteren  durch  die  primitiven  ausdrücken,  indem 


0,^r   ^    ^»r_^43r^ 


U) 


5r 


=  c«;"'--u;"'-  +  a,"'--a;"'-. 


Ferner  sind  die  aus  16  primitiven  Wurzeln  bestehenden  Ausdrücke  zu  bemetken: 

^    _  oü^  4-  w^'  4-  c«*»  4-  oü''  -  w''  4-  u;*-»'  4-  w''  4-  w»^  -  t«"  -  w*^  4-  w^'  4-  w*'  4-  t«*' 


SS 


59 


—  w*'  4-  w*'  =  )/— 30  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p. 


w  w'  w"  w"  t«"  u,^'  w"  u;" 


241  4-12         —  72         4-3         —  50         —   18         4-  59         4-108         4-  75 

601  4-116         —176         —  21         —106         —279         4-223         4-71  —  87 


P  OD 

241  —  45 

601         4-  7.6 


.37- 


41 


43 


U)  uo  w 

4-29         4-49         4-67 
4-237         —221  —  28 


—  53 

—  17 


49 


4-  80 
4-229 


&3 


.&9 


4-77         4-20 
—  140         —  57 
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n  =  120 


Congruehzwurzeln  mod.  p' 

in  der  Form  a  +  bp^ ,  so  dass  zunächst  fdr  die  primitiven  w"  die  Werthe 

von  b  folgen: 


UJ 


U) 


U) 


11 


ÜJ 


1% 


U) 


17 


tu 


19 


UÜ 


33 


UJ 


39 


241 

—  12 

+  5 

4-109 

—  108 

—  8 

—  76 

4-  28 

—  51 

601 

—  150 

4-  64 

4-  59 

4-130 

—289 

4-  5 

—  45 

4-251 

241  4-  21 

601  —  71 


U) 


n 


4-  66 
+226 


w 


41 


W 


43 


W 


47 


JÜ 


.49 


4-67         —  97         —  54         —   15 
4-291         4-238         4-257         4-  42 


UÜ 


»3 


U) 


»9 


—  82         4-40 
—218         —  35 


P 

241 
601 


alsdann  ftlr  die  nichtprimitiven  w*''  die  Werthe  von  a-^bp*) 


Uli 


—  97—  46p 
4-234—  36p 


w 


4-100—  44p 
4-  184-222p 


U) 


14 


—  1184-  25p 
—276— 239p 


w 


16 


4-119—  83p 
— 2774-180p 


w 


33 


4-     9—  69p 
—  160—  73p 


94 


241       4-  914-     9p 
601       —1784-  35p 


w 


9« 


4-  90—  35p 
— 1834-105p 


U) 


33 


584-  67p 
1994-174p 


M 


34 


4-  834-  48/) 
— 289— 277/> 


tu 


31 


4-107—  37p 
—  154—  9ip 


P 
241 
601 


.46 


4-  964-  71p 
4-2334-229p 


w 


48 


4-  87—   15p 
— 1694-2  I4p 


UJ 


»6 


4-  244-  10p 
—  37—   15p 


tu 


&» 


4-  824-  85p 
— 2444-2  I2p 


Ol 


64 


10—  46p 
65—  71p 


P 

241 
601 


tu 


73 


—  36—  67p 
4-  32—  84p 


tu 


8« 


4-  544-  58p 
4-15l4-165p 


(U 


96 


4-  984-  72p 
—287— 164p 


tu 


104 


—  814-  37p 
4-2434-  36p 


113 


-f-  94 
4-167—  90p 


*)     Nämlich  für  die  nicht  eliminirbaren  60t«ii,   15ten  und  5ten  Einheitswarteln. 
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n  =  120 
Normen  complexer  Zahlen  in  uj  . 

iV(l  —  w'  -+-  w*®  —  w")  =  25  .  241 .  601  , 
iSr(l  -  a;«  -  u;*^)  =  N{1  +  w"  -h  t«")  =  Ar(l  +  w*  -  oü"  +  a;")  «   16  .  601  , 


N{1  —  oü"  4-  w")  =  241  .  1321  , 


N(\  4-  ü;^^  4-  oü")  =  Ar(l  4-  u;"  4-  O  =  241» ; 


ferner  mit  Congruenzwiirzeln  mod.  je>':    JV(l  4- w' —  w**  4- w*^  —  w*^)  =  24i?60l , 

iVl  4-  w  4-  w''  4-  w*  4-  cü"  —  w**^  4-  ow"  —  w*')  =  241?78479881  (?)  , 


N(l  4- to"  4- oü^®  —  oü 


39 


U) 


II 


(c; 


36 


—  oü")  =  16.19?601*, 


iVr(l  -  u;^  -  w"  -  tt,"  -  u^''  -  oü*'  4-  «"  4-  oü")  =  601?21961  .    — 

Dass    die   Primfactoreu    der    beiden    Primzahlen    in    verschiedenem   Grade   ideal 
sind,  geht  aus  diesen  und  späteren  Normen  hervor. 


II.     2>  zum  Exponenten  2  gehörig. 
16  zweigliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  15  Fällen  (wovon  13  primitiv): 


60-r 


II,  1.      p  =  120/?j— 1;      w^  =  w''4-w"''  =  oü''  — to 

w^w^  =  w^_i  4-  oTjt+i  9  n(°^r)  =  ^  5  nichtprimitiv:  w^^  (n  =  60.  II,  1)  nebst  ay^^  (n  =  16. 
II,  1)  und  ar,^^  (X  =  5,  II);  w^^  (n  =  40,  II,  i)  nebst  tr^^  (n  =  20  II,  l);  w^/(n  =  24. 
II,  1)  nebst  tTj^^  (n  =  12.  II,  i)  und  w^^^  (n  =  8  II,  l);    w^^r  =  0,  tr^^^  =  -  i ;    auch 

ist    W^j.  =   W,,r-^«^2,r'      ^if   =   "^7r-+-^irr"~^i9r"~^i9r- 

Congruenzwurzeln  mod.  p,*) 


p 

239 

1 
—  28 

4-108 

w 
11 

—  48 

w 

IS 

4-  78 

^17 

—  96 

w 

19 

4-114 

w 

7Z 

—  23 

99 

—  43 

w 
—  59 

w 

"'lO 

—106 

4-  81 

359 

4-138 

—  102 

4-  93 

4-175 

4-110 

—  164 

-t-  27 

4-  50 

4-122 

4-163 

4-103 

479 

—  59 

—217 

4-  21 

—  120 

4-211 

4-  54 

4-  78 

—  129 

4-  69 

—  31 

—118 

599 

—  156 

—  182 

—  82 

224 

4-  12 

4-129 

—  97 

4-187 

4-113 

4-188 

—  53 

719 

—  111 

—  173 

—239 

4-278 

—  91 

4-287 

4-331 

4-  25 

4-143 

4-315 

—  181 

839 

—247 

—  32 

4-189 

4-  76 

—324 

—296 

4-282 

—319 

4-259 

—  41 

4-230 

*)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  durch  die  lineare  Congruenz  tu  txr    ^  w   4-  tu    oder 
OT  tr    ^  w^  4-  07^  (mod.  p),  d.  h.  durch   die  Congruenzwurzeln  bei  n  5=  60  und  n  =  40 ;  da  aber 
auch  die  bei  n  =  24  Uelationen   zu   denen  der  w^  haben,  so  wird  dadurch  an  jenen  bestimmt,  was 
vermöge  der  willkOhrlichen  Festsetzung  des  Zeichens  bei  n  =  12  unbestimmt  geblieben  ist,  und  des- 
halb sind  die  Werthe  von  tr^  ,  tr     ,  or      in  die  obige  Tafel  aufgenommen. 

82  • 
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n  =  120 
/(tTj),  Primfactoren  der  Primzahlen  p.     Njlw^)  « 


p 

/K) 

/> 

/(«^i) 

i' 

239 

l-OTj^H-tr^^ 

479 

1  .i-.  m   .4-07 

19  ^^   J» 

719 

359 

1-^8  -«^n 

599 

1-4-07   CCT 

839 

14-trj  + 

*   -T-  «*j  '^lO    ' 


OT 


19 


II,  2.     |>  s=  120/n  H-  59  ; 


r     .        59r  *"     •        60  —  ' 


^i^k  =  -~  «'i-i  -+-  ^k+i  I  I^(«^r)  =  1 ;  nichtprimitiv:  w^^  (sowie  w^^  und  w^^^)  wie  II,  l, 
dagegen  w^^  n  =  40.  11,2  (desgleichen  w^^  n  =»  20.  II,  2)  und  w^^  n  =  24,  II,  2 
(sowie   oTjj^  n  =  8.  II,  2,    aber  0:^^^^   n=  12,  II,  1);    auch  ist  tr^H-oTj^  =  or^^, 


w. 


BT        -^  DP        — *  tu  2S2    — •  OT 

11  II  J3  25 


Congruenzwurzeln  mod.  p**) 


p 

59 

«^1 
4-  16 

^7 
—  21 

w 
11 

4-  12 

«'ii 
4-  15 

«'ir 
4-  19 

^19 

—  18 

w 
n 

—  26 

*29 

4-  25 

—  3 

w 
10 

4-  11 

-f-  20 

179 

—  26 

—  72 

—  71 

—  52 

—  48 

—  44 

4-  19 

—  6 

—  14 

4-  19 

-f-  64 

419 

-1-198 

-h  89 

4-110 

4-  78 

—  179 

—  139 

—  6 

—  75 

4-  87 

4-  29 

4-183 

659 

—  17 

—281 

-f-148 

-f-237 

—264 

4-298 

4-100 

4-210 

4-105 

—  176 

4-182 

Normen  complexer  Zahlen  in  w . 

N(\  4-  «T,  4-  tF, ,)  =  59  .  1979  ,  N{w^^  -  or,,) 

iV(l  ±w)  =  2521  (;?  =  i20/?t  4-  1)  ,  iV(2  —  w^^) 


179.  1619, 
59 .  659  ; 


iS^O  -  OTj,  4- tr„)  =  241 


=  601  .  2281  , 
N(m^^  4-  »„  4-  tr,j)  =  241  .  1321  . 


*)     Indem  man  w^  und  or^^  zur  Abkürzung  braucht,  sonst  ist 

A^i)  =  1  —  «T,  4-  w,^  4-  Wj^  —  w,,  -f-  07,,  4-  tr,^ . 
•^     Hier   ist  w^  völlig  bestimmt  durch    oTjOt    ^  —  Wj  4-  W-     oder    w  w 
(luod.  p).     Wegen  tr,  etc.  vgl.  bei  IT,   1. 


-  «r,  4-  «T^ 
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n  =  120 
U,  3.     p  ==  120WI  — 59; 

Wj^  =  20.'^'',  d.  b.  60 te  Einheitswurzeln;  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

61,     181,     421,     541 

haben  daher  auch  hier  keine  anderen  Prirafactoren  als  die  p  =  60w  4-1  in  n  =  60,  I, 


11,  4.     p  =   120/H4-49: 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(a7^)  =  i , 

.A  7  IX  13 


„  =  c«»'  -  c„"  ,       OT,,  =  »,"  -  c."  ,         <r„  =  «,"  +  <«"  ,  w„  =  «,"  -  u,"  ; 


Or 


nichtprimitiv:  w^^  (n  =  60.  II,  7),  w^^  (n  =  15,  II,  2),  w^^  (n  =  40.  II,  6),  oPg^ 
(n  =  20  II,  2),  tüj^^  (\  =  5  II),  txTj,  =  2c<u*'"  (24 te  Wurzeln),  o?^^^  =  2w'°'"  (12te 
Wurzeln),  w^^^  =  2oü"'^  (8te  Wurzeln),  o?,^^  =  2u;"'^  (4te  Wurzeln),  w^^^  =  2^' 
(3te  Wurzeln),  wobei  w^  — w^^  =  —  ay^,        ^i-"^u  =  —  w'* ;     femer: 


w^trj3  =  —  Wj  4-  w^,  ,  tü^Wjy  =  w'^  ,  07^07^3  =  —  2:««^  -  «7^  , 

WjWj,  =  —  1  ,  Wja7jj^  =  2»;'®  —  iTjg  . 

Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 

r  *',  "Vj  »Ä'ji  w^j  Wjy  Wjj  Wjj  Wjj 

409         4-115         —  92         —     6         —   68         —77         —  85         4-32         4-40 
769         —  64         4-294         4-199         —228         —25         4-123         —12         —34 


Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  p  =  409  ist  ^07^)  =  1  -*-  Wg  -*-  0^,3 ;         für  p  =  769  hat  man  die  Normen: 

iV(l  4-  tTy  —  tTj^  4-  tTjy)  =  9  .  769  ,  N(\  -*-  Wj  4-  tTj  4-  w^j)  =  4  .  769  , 

iV(w^  —  oTjj  4-  tüj^)  =  iV(2  4-  w^  -*-  w")  =  4 .  49  .  769  .    Femer  ist: 

iV^(l  db  TT)  ==  36  ,  N(l  —  07,,  —  0733)  =  4  .  241  ,         N(\  4-  tr^  4-  w^^)  =   13?241 ,     aber 

N(l  4-  «Tj  —  07^^)    =r    601  . 


*      Hier    ist  07,    völlig    bestimmt    durch    tstr  tr_  ^s.  tr, — w,.  oder  txr.w.  ^s  — 07,.  —  tr.. 
oder  tr  tr    ^  2or    (mod.  p);  sowie  als  Gemeinwurzel  quadratischer  Congnienzen  (vgl.  oben). 
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n=  120 


U,  5.     JO  =   I20m  —  49  ;      or^  =  t«''  -h  w 

also  die  primitiveu  Perioden,  wofür  n(aT^)  =  i , 


-49/- 


CT       s=    ÜÜ  —  tu 


11 


tTjj   =  w'^  -H  oy**  , 


or^  ==  tt;^  4-  uj^^  , 

^  .    *T  47 

tu       =0;      —  üu      , 


19 


CT 


49 


=    ^.*»  —  ^,»»  . 


U) 


Ul 


nichtprimitiv:    w^^  (n  =  60  11,6),   w^^  =  —  w**  (5te  Wurzeln),  w^^  (n  =  40.  II,  7), 
tr,^  ==  0,     «T,^,  =  2oü'''-  (5te  Wurzeln),    w^^  (n  =  24.  II,  l),    tr^^,    (n  =  12.    II,  l), 

«^«or  =  ^»     o?,,,  =  - 1  ,   wobei     «^1  +  «^3,   =  tr,^  ,     OT, -ar^^-a:,^^^-«,^^  ==  -aT„; 

femer: 


-I 

— 

2<«"  + 

"".• 

*^l     T 

=  -u;*» 

.» 

tr  tr 

==  -  2.;'* 

+  tr,^, 

«^l«^lf 

== 

1, 

(.." 

> 

ti7  tr 

*1     JT 

=  -  2»" 

-+-«^a8» 

«'i«'4a 

sss 

■«". 

1     4t 

=    2  —  «T 

10' 

Congruenzwurzeln 

mod. 

P' 

*) 

/> 

""i 

tx 

r 

7 

07 

la 

«'19 

tr 

«^»T 

«'4J 

«^49 

71 

4-     4 

— 

24 

—     3 

-+-  18 

4-  22 

—   15 

+   19 

4-  29 

191 

—  80 

+ 

3 

-+■  64 

+  74 

—  21 

—  66 

4-  55 

+  91 

du 

+133 

+ 

28 

+  100 

—  139 

—  143 

—  22 

4-  99 

-4-  87 

431 

+205 

-M67 

—  80 

+  82 

—  32 

—  75 

4-  23 

—202 

911 

+423 

—433 

4-162 

4-  28 

4-379 

4-1T8 

-h  87 

4-262 

N(i 


Mi- 


Normen  complexer  Zahlen  in  i. 

°^n  -  «^14)  =  7^  •  2711  ,  A'(l  4-  tiT,^  -  tr^^)  =   191'  , 

or, j  -  tF„)  =  5.311',  A'(2  4-  tr„  4-  tr^^)  =  25  .  431  .  191  ; 

N(i  d:  tF)  =  19* ,  N(i  —  tr^  —  tr^)  =  241* ,    dagegen: 


^* 


•)  Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  tr^tF^  ^  w  —  tr  (mod.  p).  Obgleich  hier  der- 
selbe Fall  stattfindet  wie  II,  1,  sind  tr^  ,  tr,^,  tr,.  doch  nicht  aufgenommen  worden,  weil  deren 
Werthe  bei  n  =   12  ,  24  für  keine  der  Primzahlen  sich  indem. 
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n  =  120 
II,  Q.     p  =  120/H4-41;  w^  =  w'' -+- w*^^  =  w"'', 

d.  h.  40te  Einheitswurzeln,  also  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen 

41,     281,     401,     521,     641,     761,     881 

auch  hier  die  Primfactoren  der  p  =  40m  4-1  in  n  =  40.  I, 


II,  7.     p  ==  120/H  — 41;     w^  =  »'•-+- w-"'^, 

also  die  primitiven  Perioden ,  wofilr  n(TF^)  =  1 , 

nichtprimitiv:  w^^  (n  =  60,  II,  4),  w^^  (n  =  15,  II,  2),  w^^  (n  =  40.  II,  l),  w^^  {^  ==  20. 

II»  0»   «^,4r  (^  =  ö-   11)5    «'sr  (^*  =  24.   II,  4),    w^^,  ==  0,    07^^,    (n  ==  8.   II,   l),   w^^,  =  0, 
tr^^^  =  2cü*®'';  auch  ist  »^  4- 00^^  =  oPj^   und  ^x  4-«ry  4-trjj  —  or^^  =  "~  ^^35  • 

Ferner : 

w    =  2w     4-  w   .         tu  (ü     =5  OT    —  (T     .         (ü  X      ^  —  tr     .         tu  tu      =  tr     4-  tr     . 

jvj      «jw   -r  Wj  »      "*'l**^T       8      14»       1   11  48'       1  17       18  ^^   34  ' 

'l  21       8»  1   J7       2      56»       1   41  18»     1  4T       48  ^^   88 

Congruenzwurzcln  mod.  p,*) 


p 

79 

w 
1 

—  34 

«^7 

—  18 

tu 
11 

4-  27 

—  6 

^81 

4-11 

tr 
—  20 

tr 

41 

4-  26 

«^47 

-*-  37 

109 

4-  5 

4-  89 

4-  92 

4-  70 

—  1 

—  57 

4-  62 

—  29 

439 

4-216 

—  102 

—  20 

4-193 

—92 

—  78 

4-163 

—  16 

919 

—  63 

—345 

4-418 

—230 

4-98 

—243 

-h400 

4-440 

Normen  complexcr  Zahlen  in  dr> 

N(l  —  tiTj  —  w^^)  =  79'  ,  xV(l  4-  tPjj)  =  4  .  199  , 

N(l  —  w^g  —  w^j)  =  4  .  439  ,  iV(l  4-  tüj  —  w^i)  =  79  .  919  ; 

dagegen:    A'(i  —  tr^  4-  tr^^)  ==  601 ,      N{1  —  w^^  —  tr^,)  =  N(i  4-  w^^  —  w^^)  =  ii?24i 


•)  Hier  ist  w  völlig  bestimmt  durch  tr^w«  ^  nr^  —  tr  oder  tr^tTj  ^  — tr^^  —  w^^ 
oder  w  tr  ^  w  —  tr  (mod.  p);  denn  da  hier  die  Perioden  12ter  Kinheitswurzeln  null  sind,  kann 
der  Collisionsfall  nicht  eintreten  (vgl.  bei  11,   1). 
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n  =  120 
II,  S.     p  =  120m  4-  31  ;         w^  =  vu"  +  »"% 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  U(w^)  ==  256, 

nichtprimitiv:  tr^^  =  0,  op^^  =  2w"^  (löte  Wurzeln),  tr,^  (n  =  40.  II,  6),  tr^^  =  o, 
tr,^^  =  2tt;»*'  (5te  Wurzeln),  w^^  (n  =  24.  II,  4),  w,^^  =  o,  w^^^  =  2c./°"  (3te  Wur- 
zeln), wobei  oPj  —  Wj^  ^  tTjj ,    Wj  4-  Wy  —  0P|,  —  Wj,  =  —  tr,j ;    ferner: 


*1 

2u;", 

«'l^T 

=  2u}\ 

w  w 
1    ji 

=  -2u;'», 

«'i 

IJ 

-  2c*;*«*  . 

07  W         = 
1     IT 

2u;*», 

«^l«^!» 

=  -2c«'^  , 

1    »J 

=  2a;'*  , 

«^1 

—  2  . 

■ 

Congruenzwurzeln 

mod.  p. 

*) 

31 

«^1 
—     6 

4-     7 

w 
11 

—     5 

4-     3 

«^17 

—  11 

«^19 

4-  12 

07 

aj 
—  13 

07 
Jf 

—   10 

151 

—   16 

4-  33 

4-  59 

4-     2 

—    1 

—  23 

—  64 

4-   19 

271 

4-  73 

—  83 

—  51 

4-  17 

—  32 

—  101 

—  49 

—  52 

631 

4-114 

—  176 

4-146 

4-315 

4-     4 

—  121 

—294 

—  155 

751 

—237 

—  185 

—  209 

—220 

4-198 

—327 

4-  69 

—263 

Primfactoren  der  Primzahlen  p. 
Für  ;?  =  151         ji;o7^)  =  1  4-  tr^, ; 
für  p  =  271         J\w^)  =  1  -  or^^  + 


UJ'' 


Normen  complexer  Zahlen  in  ti^. 

A^(ar^  -  tt,*^)  =  N{1  4-  tr^  -  w**)  =  N{1  -  tr^  -  07^)  =  31»  , 
N(2  4-  tr^5  --  oy")  =  31  .  631  ,  A^(l  —  07^,  —  w^^  4-  w")  =   11?631  , 

N(l  -  07^  -  w^^)  =  31  .  751   =  N(l  4-  tr^  4-  aT„  -  tr,,)  ; 
N(l  4-  07^  4-  w')  =  iV(o7j,  4-  OF^,  —  w")  =  N(l  —  07y  4-  tTj,  —  w")  =  31  .  241 , 

A^(l  4-  tr„  —  OT^j  —  oy*)  =  601  . 


•)     Hier  ist  07^  völlig  bestimmt  durch  0:^07^  =  —  2w      oder  w  07    ^  —  2w      (mod.  »). 
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n 


120 


II,  9.     p  =  120m  —  31  ;         07^  =: 


C^r_^^-»lr^ 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  Tl(w^)  =  i 


tTy   =  w^  4-  w"'  , 


tr,j  =  a;"-hw", 


(T 


41 


1«"  +  »*' , 


^         ,.4a  .   47 


nichtprimitiv :  07^^  (n  «=  60,  II,  2),  o7^^  (n  =  lö,  II,  l),  07,^  (n  =  40,  11,  6),  07^^ 
(n  =  20,  n,  2),  07,^^  (X  =  5,  n),  07j^  =  -  «**'  (8te  Wurzeln),  07,^^  =  w'^'^  (4te  Wur- 
zeln),  07jj^  =  2w"''  (8te  Wurzeln),  07,^^  =  2w"'^  (4  te  Wurzeln),  w^^^  =  —  1,  wobei 
w,  +  «^41  =  —  W9 ,    Wj  —  Wj,  —  tTjy  -+-  o7^^  =  —  oü** ;    femer: 


07J   =   -  2c«''>  +  07,  , 


I    la  '*'i4  18  » 


07 


so 


07         =    U)        -4-  07 
141  ^^       1 


07j07y  ''s  "*"  ^>4 

07  OT         =    2  -+-  07       . 


07    07  SS2     "■-■  QT         —^   BT 

1     48  16  48 


OF   07         =1  —  07       . 
l     11  41» 

^1^8T    =    ^6  +  *88  • 


Congruenzwurzeln  mod.  p*) 


p 

89 

«^1 
—  11 

—  28 

07 
11 

—   1 

^18 

4-  13 

«^81 

4-18 

^8T 

—  27 

^41 

4-  34 

«^48 

-f-  3 

449 

4-156 

4-  93 

4-  50 

4-129 

4-125 

55 

4-207 

4-  46 

809 

4-256 

—371 

4-330 

—  143 

4-301 

—  136 

4-230 

4-170 

929 

4-245 

4-355 

—  125 

—390 

4-415 

—  176 

4-376 

—  16 

Normen  complexer  Zahlen  in  Ir, 

N{i  4-  07^,)  =  9  .  89  ,  N(i  —  07^  4-  w**) 

N(l  -  w^^  -  07,^)  =-  9  .  809  ,  N(l  4-  07,,  4-  w„) 

N(i  4-  07,  4-  tr„)  =  241»  ,  N(w^^  -  07,,  -  07^,) 

dagegen :     N(i  —  07,  4-  07^3)  =  601 . 


9 . 449  , 
9 . 929 ; 
81.241, 


•)     Hier  ist  07    völlig  bestimmt  durch  ^,07^  ^  —  or^,  —  07^^     oder     «^jWj  ^  —  07,^ 

(mod.  p). 

83 
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.s»> 


n  =  120 
II,  10.     p  «=  120W-+-29;         Wr  =  w'^-hw"'^, 

also  die  primitiven  Perioden,  woÄr  n(w^)  »  i , 


07 


39 


w. 


«T 


S7 


w 


IS 


CO      -t-  cw      , 


«7. 


^    ,..*» 


«»  . 


„  =  «"  +  :«"; 


nichtprimitiv :    ar^^,    «7^^  und  w,^^  wie  II,  9,    w,^  (n  «=  40,  II,  7),    tr^^  (wie  II,  9), 

w^r  (n  -  24,  n,  6),    w,^,  -  ^'^'   (wie  II,  9),   07^,,  =  0,    «7,^,  «  2c«»•^     tr^,,  -  -  1  ; 

wobei  ■^i-J-ö'ii  =  w, »       '''i  ~  "'ii  —  •'jT ""  ^'^41  "^  ■"  ^i  5     femer: 

r    =  2üü      -4-  tr   .  w  w     s=s  m    —  07     .  w  w      =-   — 

'l  ""^        T^  »^j  t  IT  8  84  *  111  84 


«T 


«7_, 


1     18 

=    07 

14 

+  «^18» 

«^1 

^81    ^™ 

2  +  w„, 

tF  07         ^ 
l     8T 

—  07^+1 

!P„, 

1     41 

=    —  Ä 

,'•-07 

«^1 

^48    "^    "~ 

^l«+^48- 

Congruenzwurzeln  mod. 

!>•*) 

p 

29 

tu 
*^1 

—     6 

4-     4 

11 
—       1 

07 

—   13 

^81 

+     2 

+   10 

«^41 

+  12 

«^48 
+    11 

«^5 

+  14 

+     6 

149 

—  39 

4-  30 

+  41 

+  66 

—  72 

+  21 

—  16 

+  69 

—  49 

—  50 

269 

—  109 

4-  55 

+103 

+  60 

+  61 

+  63 

—  107 

—  78 

+125 

—   28 

389 

+  15 

+194 

+  36 

+  85 

+169 

+  137 

—  139 

+  50 

+  68 

+  40 

509 

—  80 

— .  87 

+183 

+  22 

+157 

+228 

—in 

—     5 

+219 

+251 

N(\  +  07^,) 
N(\  +  07^    -  07,^) 
N(\  +  07,  +  07^,) 
iV(Wj+a7,  —  W,j) 


Normen  complexer  Zahlen  in  J;. 

5.29,  ^K8-«^4i> 

5.509,  iV(l  +  07^,  —  07,^) 

29 .  389  ;  N(l  +  w,  +  07^,)  «=  N(l  —  07,  +  tr,^) 

60l\ 


5.149, 
29  .  269 , 
25  .  241  , 


*)  Hier  ist  tr  vollständig  bestimmt  durch  Q^.tü  ss  w  — 07  (mod.  p)\  dabei  findet  ein 
ähnlicher  Fall  statt  wie  bei  II,  1 ,  aber  mit  dem  Unterschied,  dass  hier  die  07 _  selbst  bei  n  s=  24 
nicht  Töllig  bestimmt,  sondern  dem  Zeichen  nach  willkuhrlich  festgesetzt  waren  (flbrigens  tritt  bloss 
bei  ^  ae   149  eine  Zeichenänderung  gegenüber  von  n  «»  24.  II,  6  ein). 
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n  «  120 


II,  11.     p  =»  120m  — 29:        x^  =  tt''-hii 
also  die  primitiven  Perioden,  wofür  ri(x^)  =  256, 


j»' 


tr.   =0:  —  ti- 


li 


Xy  =  w'  -h  oü'*  , 


_  ^lA   _,  41 


X       =^  tv 

81 


Sl 


Xjj    =    *         —  U         , 

X      =  a**  -  OL *•  ; 


nichtprimitiv:    x^^  =  0,    x^^  =  2»*''  (lote  Einheitswurzeln),    x^^  (n  =  40.  II,  4), 
x^^  ==  0,    x,^^  =  2w'*''  (5te  Wurzeln),  x^^  (n  =  24.  II,  7),  x^^^  =  o,  w^^^  (n  «  8. 

M?  2),  w,^^  =  0,  x^^^  =  2»*®'^ ,  wobei  Xj  +  Xj,  =  X,, ,    Xj  —  X,  —  Xj,  4-  Xj,  =  —  x„ ; 
femer: 


-;  = 

-  2«" , 

X 

^Xy  =  2c«;»  , 

X 

X         *"~ 

1^11 

-  2x" . 

X  X 

1    11 

=  2*' 

X  X        ~~ 
117 

-  2c«;"  , 

«'i 

x^,  =  -  2c. 

}       )               X 

X         =s 

2:."  . 

X  X 

11» 

=  2. 

Cougruenzwurzeln 

mod.  p 

.*) 

211 

^1 
+  88 

-H  79 

X 

11 
—  54 

«'ll 

+  13 

X 
^IT 

—   81 

X 

^if 
+  86 

«-11 

+   16 

+  24 

331 

-+-  16 

—  31 

-f-150 

-+-     2 

4-     1 

—  128 

—  64 

—124 

571 

-4-279 

-4-229 

4-148 

—   14 

+163 

+  54 

+187 

—  176 

691 

+211 

-^344 

-+-176 

—  122 

—  34 

+212 

+229 

+262 

811 

—216 

—152 

-1-305 

-t-137 

+296 

—234 

—  32 

—398 

104 


P 

211 
331 


1 
1 


A^,) 


««"-X 


y^Xj),  Primfactoren  der  Primzahlen  />.**)   ' 

p  /(w,)  !  P 


s$ 


—  X 


IT 


571       1  +  Xy    +Xj 
691        1  — oPjj  +  Ä** 


811 


/(x,) 
1  -4-  X    +  X 


•)     Hier  ist  x    völlig  bestimmt  durch  x,x_  ^  —  2j«;**    oder    x.x.  as  2c«;'*  (mod.  t)), 
••)     Auch  ist     N(l  +  X,,  +  x„)  =  241 ,         N(l  +  x^,  —  x„  —  w»)  =  601  . 

83* 
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n  =  120 

II,  12.     p  ==    120m  4-  19  ;         w^  =  oü'^  -+-  w^"^ , 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(t»^)  =  i , 


19 


W      s=    w  4-  £«       } 


w^  =  6ü^  -4- w", 


OT 


11 


{*} 


11 


6U 


39 


Ji 


ti 


*". 


3T 


=  «»'-«,", 


<P«,   =  l«"  +  iu", 


w^,  =  lu*'  4- 1«"  ; 


nichtprimitiv:    tp,,  (n  =»  60.  II,  4),    w,^  (n  =  15.  II,  2),    w,,  (n  =  40.  II,  2),    w,, 

(n  =  20.  n,  1),  «r„,  (X  =  5.  n),   IT,,  (n  =  24.  n,  7),  BT,,,  =  0 ,   w„,  (n  =  8.   II,  2), 


w 


zor 


=  0,      w^^^  =  2w*^'^,    wobei  Wj-f-w^j  «  TF„, 


°^l  ^T  ^81  ^17 


—  m 


Sft* 


ferner : 


w. 


tr  w 

l     IT 


tv  tzr 
1    «1 


•0 


=  -  2w'"  +  w^  , 


18  94  » 


—  __2  —  w 


18 


IT  8     "^       14  ' 

(17    GCT  sss    fl[T 
1     81  88  » 

^l^4T  =    ""  ^6  "+"  ^48  • 


XXJ   OP         SS    ""  QT       . 
l      II  48» 


07 


l'^JT    =    «^,  +  «^5«  » 


Congruenzwurzein  mod.  p.*) 


p 

19 

«'i 
-4-  3 

w 

T 

—  5 

«^11 
+  8 

«'iT 

+  8 

^81 

+   1 

w 

*3T 

—  2 

OD 
41 

—  5 

«^4T 

+  2 

189 

-h  67 

—  60 

+  30 

—  8 

+  39 

—  66 

+  34 

—  18 

379 

+132 

-4-167 

+  115 

+  16 

—180 

—  58 

—  42 

+  33 

499 

—200 

—182 

+186 

—  78 

+  92 

+  ^8 

+  144 

+151 

619 

+  10 

+  58 

+210 

+303 

—104 

—  97 

+  44 

—240 

739 

—  109 

+  63 

+304 

—221 

+268 

—224 

+236 

—270 

859 

—309 

+149 

+152 

—419 

+  158 

—266 

+406 

+  85 

Normen  complexer  Zahlen  in  w. 
N(i  -  tr,^)  =  4.19,  N(w^  -  07^,)  =  N(w^^  -  tr,,) 

N(l  +  07^  +  w^^)  =  4  .  379  ,  N(w^  —  oPj) 

N{1  +  w^^  -  OT^,)  =  4  .  619  ,  N(i  -  tr,  -  07,,) 

N(l  +  tPj,  +  07,^  +  07,,  +  017,^)  =  25  .  601  .  36721  . 


19.  139, 
4 . 499 , 
19.859, 
241*, 


•)     Hier  ist  w.  vollständig  bestimmt  durch  op.oct-  ^  w^  +  w.,    oder   07.  tr.  s^  or..  —  tr 

1  17  3  31  1      S  13  48 


oder  OF.OF. 

1  9 


07^  +  07,^  (mod.  p). 
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n  =  120 


II,  13.     p  ==  120/n  —  19  ;         w^  =  w''  4-  c« 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  11(07^)  =  3* , 


-19r 


w.  =  w^  —  w*^ 


19 


19 


w 


&9 


„         ,11  ,53 

^IJ  ''^        —  W       , 


nichtprimitiv:  w^^  =■  —  w*'''  (20 te  Wurzeln),  w^,.  =  —  w"  (5 te  Wurzeln),  Wj^  =  o, 
ocr^^  =  2aü'''  (20te  Wurzeln),  w^^^  =  2oü'*'^  (5te  Wurzeln),  or^^  (n  =  24,  II,  6), 
or^^^  =  w'°^    tüjj^  =  0,  w^^^  =  26ü'°'-  (4te  Wurzeln),  w^^^  =  —  l,  wobei 


Wj  —  tr,3  —  WjT  +  «^29  =  ""  ^5  5     femer: 


"^1 

— 

3w", 

IT 

__. 

-  Zuj*'  , 

«'i 

11 

3c«", 

1    11 

0(JU 

^l'^JT    = 

3ot 

^'\ 

^1      19 

3, 

«^1 

w,3  —  3uj 

24 
> 

1^J9 

Congruenz 

iwurzeln  mod.  p 

••) 

P 
101 

w 
1 

—  40 

+  33 

w 
11 

+     4 

«^18 

+  46 

^IT 

+  27 

^19 

—  43 

—  45 

w 

19 

—  26 

461 

+134 

—  92 

—  22 

+  15 

+194 

+203 

—202 

+  63 

701 

-h  73 

+  198 

+  41 

—308 

+  92 

—  144 

—221 

+  188 

821 

+327 

—283 

—408 

+  29 

—257 

—354 

—345 

+  163 

941 

—304 

—355 

+317 

+220 

382 

+195 

+303 

—  95 

Normen  complexer  Zahlen  in  Jj . 

JV(1  —  Wj  —  w")  =  125  .  101  ,  N(i  +  tTj  +  Oü*') 

N{1  -  tü^,  -  w„)  =  5  .  461  ,  N(l  +  07,^  -  w*») 

iV(2  —  tTjg  +  w**)  =  5  .  16  .  821  ;  iV^(l  ±  w) 

,  iVr(l  +  oTj  -  w")  =  N(l  -  a7„  -  uj*')  =  241'  , 
iV(l  -  tr,,  -  «7„)  =  601«. 


25.101', 
101 .701, 
5.1181, 


•)     Hier  ist  w    völlig  bestimmt  durch  w^tü^  ^  Zw^  (mod.  p). 
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n  =  120 


IT,  u.    p  -=  120/»-*- 11 ; 


r    ,        llr 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  i , 


w 


11 


^  =  W-4-W*', 


OT, 


.7  .IT 


w 


IS 


oü"  4-  u;^'  , 


er,,   =  c"  -  uj''  , 


07 


S7 


ÜU 


17 


W 


47 


tr^5  =  ö;*'  +  w"  , 


nichtprimitiv:  of^^  (»  =  60.  II,  6),  tr^^  =  —  ««**  (5 te  Wurzeln),  w,^  (n  «=  40.  11,4), 
tr^^  =  0,    w,^^  =  2oü'*''  (5te  Wurzeln),    w^^  (n  ==  24.  II,  2),    w^^^  (n  =  12.  II,  l), 

«^IS-    (**    ==    ^-    ^I»   ^)'     ^»Or    =    Ö'      «^40r    =    -1»       wobei        Wj-tr„    =    OT,,  , 

Wj  —  Wj,  —  oTjy  +  07^^  =  —  oT^j ;     femer: 


w 


\  ==  -  3w'*  +  w,  , 


tu  tu     ==—£«; 


48 


CP    tZT 
1     18 


2u;"  +  «Tj^  , 


w 


w       =   1  • 


*^1     4« 


34 


QT  tXT 
1     tl 


*1^4» 


W 


79 


48 


^1^11  =  2w     +  tr,j  , 


—  2  — -  tr 


10 


Congruenzwurzeln  mod.  />.*) 


w. 


tr. 


w. 


11  -4-6  —  1  —  1 

131  4-32  —  56  4-7 

351  +41  4-62  —  85 

491  4-  76  —161  -f.  13 


tv 
1» 

—  2 

—  45 
49 
84 


tr. 


tr. 


ai  "JT 

—  4  —  4 

4-27  4-13 

—  22  —  67 

—  89  -t-180 


4-  3 
-t-  10 
4-  15 
4-  30 


4-  3 

—  34 

—  67 
4-160 


971 


4-  18    4-335    —312    4-54    4-35    —199    —283    —111 


Normen  complexcr  Zahlen  in  ,Jr. 

A'(l  4-  tüy)  =  11'  =  N{w^^  —  w")  ,  N(2  4-  tPjj)  =  11  .  4931 , 

N(\  —  tTj  —  t»^,)  =  11?131 ,  iV(l  4-  tPy  —  tTj^)  =   11  .  251 , 

N(\  4-  w,y  —  OT^,)  =  11 .  491  ,  N(w^  —  iF,,)  =  11  .  971  ; 

N(\  —  tr^  4-  w,^)  =  11?241 ,  N{1  4-  w,  4-  tr,,)  =  241*  , 

N{w^  4-  OTj  4-  w*')  ==   11?601  .  % 


*)  Hier  iflt  w^  völlig  bestimmt  durch  a^^ar,  ^  w'  4-  07,^  (mod.  j9).  £8  ist  hier  zwar  an 
sich  derselbe  Collislonsfall,  wegen  der  Congmenzwurzcln  filr  n  =  24,  wie  in  II,  1,  allein  bei  obigen 
Primzahlen  hat  er  keine  Abweichung  von  den  früheren  Bestimmungen  in  n  =  24  und  n  s=  12  zur 
Folge. 


663 


ns=  120 
n,  15.    p  =  120/n— 11;        «7^  =  üü''4-w""'', 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  ll(^^  ~  625 , 


nichtprimitiv:    ar^^  (w  =*  60.  II,  7),     w^^  (n  =  15.  11,  2),    w^r  (n  =  40.  II,  6),    ar 
(n  =  20.  II,  2),  TT,^^  (A.  =  5.  II),  Wj^^  =  0,    «Tj^^  =  2«'°''  (12te  Wurzeln), 
^is*-  =  ^'    ^sor  =  2öü'^''»    «^4or  ==  2w*'^'',    wobei     «Pj  +  »,,  =  —  or^ ;  ferner: 

wj    =    —  2W***  +  Wj  ,  W^W^    =    Wg  —  Wjg  ,  ^1^11    =    ^  ""  ^48  » 

80 


er 


W,  OtT^.    =    tü^.  —  U7.^  ,  TF.W^ 


1     ai  84  48  »  1     29  ^^       IS 


Congruenzwurzeln  mod.  |).») 


1^  Vn                       UJ  -  07   '  07  Q7  OT  QT  OT 

109  —  11  4-  33  —  21  —     1  4-  46  +36  —     8  —  39 

229  —     9  +86  +67  —  42  —  55  —  47  —  69  —  70 

349  —  32  +69  —  70  —  39  —  89  +64  +111  +17 

709  +318  +120  —131  +176  +285  —  41  —291  —186 

829  +244  —411  +279  —  32  +145  +336  —  23  —173 


Normen  complexer  Zahlen  in  Jj. 

N(l  +  07jj)  =  4  .  109  ,  i\r(3  +  2a7j)  =  81  .  229  , 

N(i  +  o'y  +  07jj)  =  4  .  ll!349  ,  A^(l  —  w^^  +  w*®)  =  4  .  709  , 

N(i  -  07,  -  07^,)  =  4  .  829  ;  N{1  +  07„  -  o7,,)  =  24l'  , 

^(«^23  -♦-  «^,4  —  «^88^  =  4 .  109 .  241 ,  aber      N(i  —  «7^  —  Or^^)  =  601  . 


•)     Hier  ist  07,  völlig  bestimmt  durch    07,07„  ^  07, — w.„     oder     07.07.  ^^  — w..  +  07.. 

'  1  '^  1     3  3  89  12  48  88 

(mod.  jp). 
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n  =  120 
111.    })  zum  Exponenten  4  gehörig. 

8  viergliedrige  Perioden,  und  zwar  mit  8  Fällen,  wovon  7  primitiv. 


III,  1.      p  =   120/H  -+-  7  ,  —  17  ;  w^  =r  U)''  +  üü^''  -h  w**''  -4-  «u 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  Tl(w^)  c=  81 , 


-17r 


Wj    =    W  -4-  W^  -4-  W*^  —  w"*'  , 


w 


.13 


31 


37 


.1» 


„   =   »*• —  («;•* -4- w-  -4-u;*', 


„         11  .    17  _i_  .   »9  _i_  ,   *» 

11  —         +{«'     +w     , 

»  ..23  _,     .   41  j^      47  ,   3»  . 


nichtprimitiv:  w,^  (n  =  60.  III,  i),  w^^.  =  —  c«*®''  (3 te  Wurzeln),  tr,^  (n  =  40. 
III,  3),  w^^  (n  =  20.  III,  1),  tü,^^  =  —  1  ,  «Tjr  =  2(aü*'^  4- «"'•)  (d.  h.  n  =  24  II,  4), 
«'lor  =  0.  «'isr  2(c«**'^-w**'-)  (d.  h.  n  =  8.  II,  1),  07,^,  =  0,  tp^^,  =  W" ,  wobei 
w,  -H  oT^,  =  Wj  und  Wj  —  Wjj  s=  —  oü^*  — -  w** ;     ferner: 


1 

2w« 

^  +  -,. 

=.  -3, 

11» 

-  3c.«^ , 

=  -2  + 

«^€- 

Congruenzwurzeln  mod. 

;>••) 

7 

4-  2 

«^11 
-4-     2 

w 

18 

-4-  1 

—  3 

P 

487 

—137 

W 

+  96 

«^13 

+  34 

^33 

—  129 

103 

—37 

-4-  14 

—40 

+49 

607 

—  27 

+135 

+  44 

—  207 

127 

•-4-22 

—  29 

—55 

+37 

727 

—  97 

+  45 

+286 

—272 

223 

-4-32 

—  21 

—52 

—90 

823 

—238 

—287 

+265 

—323 

367 

-f-58 

—  97 

-4-23 

—48 

967 

—252 

+472 

+194 

—     5 

463 

—86 

-4-210 

+  10 

+46 

N(i  +  Wj,)  = 


Normen  eomplexer  Zahlen  in  ^. 
7.103,  iV(i  +  «'^  +  w„) 

7  .  223  ,  N(l  —  w,,  —  w*  —  w") 

7  .  487  ;  AV,  +  w^  -  OT^,  +  «r^^) 

aber         A(l  —  tr„  —  w"  —  u;") 


7S 

7.127, 
7 . 367 , 
4.241, 
601  . 


*)     Hier   ist    w     vollständig  bestimmt    z.  B.   durch    or.tv. 
gemeinschaftliche  Wurzel  der  Congruenzen       tv'  ^  —  2w*^  +  w^  , 


2  +  2tv^  (mod.  j9)   oder  als 


l     >» 


—  2  —  CTjj  (mod.  />), 


665 


n  =  120 


III,  2.     p  =  120m  —  7  ,  4-  17  ;         tr^  =  oy''  4-  w"'''  4-  Uf       4-  w 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(w^)  =  256, 


llr 


tr      ^w     4-w     4-oü     —  tu     , 


cr^  =  0.'  -  u,"  -  «."  -  u,"  , 


nichtprimitiv:    w^^  (n  =  60.  III,  2),    w^r  (n  =  15.  III),  w^^  =  w"'"  (8te  Wurzeln), 
07^,  =  -  u;'®"  (4te  Wurzeln),     w^^^  =^  -  i ,    w^^  =  -  2w**'^  (8te  Wurzeln), 


tr    -  =  2w 

femer: 


lOr 


«T 


ijr  =  4u;"^     tr^^r  =  4w»*'^     w^^^  =  2,     wobcl   »^  —  tr^. 


-tr      =  -c,**: 


07 


»    —    A,..»0 


=  40;-"  4-  tp,  , 


w^Wj  =  4 , 


17 

w 
1 

—  3 

^7 

—  7 

^11 
4-6 

w 

19 

—  5 

113 

—  40 

—  34 

4-5Ö 

+35 

137 

—  37 

4-  11 

4-  4 

4-  1 

233 

—  37 

—  19 

4-60 

—31 

257 

—  14 

—  37 

—  78 

—33 

353 

4-125 

4t161 

4-55 

4-45 

^'\ 

«'l«'l9 

=  4  — 

«^8- 

leln  med.  p.*) 

P 

593 

«'i 
—266 

4-214 

^la 
4-126 

«^19 

4-273 

617 

—  145 

—  183 

—284 

4-252 

857 

—279 

4-172 

4-390 

—334 

953 

4-  82 

4-186 

—254 

4-  30 

977 

4-398 

—  108 

—  140 

—  335 

Normen  eomplexer  Zahlen  in  dj. 


JV(1- 


N(l  4-  «r^  4-  07,,) 
N(2  4-  o7,^  4-  wj 

«^14-^19-+-^**) 

A\3  4-2a7,  4-07j,) 


=  9.17'; 
=  2.617, 
=  17.593; 
=  25.241, 
=  2.17.601 


iV(l  -  tTj,)  =  2  .  137  , 
iV(l  —  07^  —  07j^)   =r   4.113", 

^3  -4-  «Pj)  =  2.17.  241 , 
iVr(2  -  07,  -  07,,)  =  241*, 
N(l  4-  tTy  4-  w,  4-  w^^)  =  16  .  601 , 


N(i  —  07^  4-  207,,)  =  2  .  9 .  7  .  601    (hier  ist  also  241  und  601  gleichartig), 


*)     Hier   ist   or,    völlig   bestimiiit   durch  TV,a7,  ss  w    (mod.  p). 


84 


666 


n  =  120 


III,  3.     p  =r  120/H  +  13  ,  -4-  37  ; 


.Ur 


.*9r 


W^  =   £«''  -4-  U)^'"  -+-  w**'  •+■  tu 


J7r 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  625, 


w. 


(t)     -H  w^'  -+-  cw*'  -+■  w*' , 


tr 


OTj^  =  w"  4-  o;"  4-  6ü*'  4-  w*'  , 


^  =  w»    -  c«"  -  w*»  4-  c«^'  , 


nicbtprimitiv:    w,^  =  —  w"''  (12te  Wurzeln),    ar^^  =  —  w*®'"  (3te  Wurzeln),    tr,^ 
(n  =  40.  III,  2),  tü,^  =  -  w"'-  (4te  Wurzeln),   tr,^^  = 


^  1  ,    OTj,  =   0 


\or 


=  4u;*^^ 


07 


.»r   =  0. 


07 


10»* 


4w 


SOr 


.»0 


w]    =r    Öw'      , 


,     o7^^j^  ==  ^w*®**,  wobei  071  —  0^1, 


W 


,«-,  =  ». 


07  07 
1     11 


=  -5, 


^9  » 


07   07 
1     17 


ferner : 


5c«'\ 


Congruenzwurzeln  mod.  j9.*) 


13 

4-  6 

«^7 

4-  4 

^11 
4-  3 

—  2 

P 
613 

«^1 
4-205 

—181 

07 
11 

4-299 

«^IT 

4-  44 

37 

4-  16 

4-  15 

4-  2 

—  12 

733 

-316 

—132 

4-341 

4-161 

157 

—  19 

4-  61 

—  8 

4-  67 

757 

—240 

—390 

4-205 

—333 

277 

4-  42 

—  27 

4-112 

—  72 

853 

—150 

—377 

—  199 

—267 

373 

4-  74 

—137 

—  116 

—  128 

877 

—  26 

—418 

—  101 

—342 

397 

—105 

—  134 

—  189 

—  3 

997 

—313 

—454 

—430 

4-437 

Normen  complexer  Zahlen  in  w  • 

N{2  4-  07j,)  =  13  .  37  ,  N(w^^  4-  07^^) 

N{1  -  07j  4-  w,)  =  9  .  37'  ,  N(2  4-  w,  4-  o',,) 

N{2  4-  07g  —  Wj)  =  13  .  277  ,  iV(3  4-  o7,^) 

N{2  —  07,  —  07^,)  =  241»  ,  N(l  4-  07^) 


4.13», 
13.373, 
13  . 397  ; 
601  . 


40 


*)     Hier  ist  07    völlig  bestimmt  z.  B.  durch  v  07    bk  —  4  -f-  w      (mod.  p) 
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n  =  120 


III,  A,     p  =  120m  —13,-37;         tf^  ==  w*"  +  w""*'^  -h  w"''  +  w 


,-i»r 


.*9r 


-JTr 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(a7^)  =  36, 


nichtpriraitiv :  w,^  (n  =  60.  III,  3),  w^^  («  =  15.  UI,  l),  w,^  (»  =  40.  III,  2),  w,^ 
(n  =  20.  m,  1),  tp„,  =  -  1  ,  <r,^  =  2(c«"- +  «"'•)  (n  =  24.  II,  2),  »,,,  =  2(«,"«--«,»«0 
(n  =  12.  n,  1),  <r„,  =  2(e<r"' +  «,'»')   (n  =  8.  II,  2),  bt,,,  =  0,     w^,,  =  -2,   wobei 


l  *T  J 


1  ^^  *11 


=  —  ^"-.^»*. 


w 


ferner; 


wj  =  2  4-  tr,  -  2w^^  , 


QTtr.  SB  —  2-4-aT   . 

1     IT  **  ^^  *'8  • 

Congruenzwarzeln  mod.  p.  *) 


OT  TXf         sss    —  3 
1     11 


tr 


10 


p 

107 

^1 
-4-  3 

w 

7 

—  13 

07 
11 

—  7 

tr 

^IT 

—  40 

P 
563 

w 
i 

-4-162 

«'t 
-4-  76 

^11 
-4-244 

«^IT 

—  28 

227 

4-  82 

+  8 

-4-103 

-4-  53 

587 

—  163 

-4-127 

-4-115 

—  32 

347 

-4-136 

-i-127 

-4-  35 

—  151 

683 

-4-140 

—  90 

-4-  10 

—304 

443 

—  28 

-4-  84 

—  6 

4-  97 

827 

-4-125 

-4-149 

-4-282 

-4-357 

467 

-4-160 

—  83 

—  39 

-4-137 

947 

-4-269 

—  135 

-4-150 

-4-143 

Normen  complexer  Zahlen  in  w» 

N(l  -4-  tFj  —  w"  —  oü")  =  18  .  107  ,  N(w^  -4-  tTj^)  =  3  .  227  , 

N(l  -hw^^Wj)  =  8  .  563  ;  N(i  ±  w)  =  54  , 

N(2  —  tp^j)  =  4  .  241  ,  N{1  —  Wj  —  t»g)  =  6  .  241  , 

dagegen  (wie  III,  3):  N(i  —  tr^  -4-  w^)  =  601 . 


•)  Hier  ist  w^  vollständig  bestimmt  durch  w^w,  ^  —  1  4-  w  (mod.  jj),  also  durch  die 
Congruenzwurzeln  bei  n  =  60  und  n  =  40 ;  da  aUo  die  Relationen  mit  denjenigen  bei  n  =  24 
dabei  nicht  in  Betracht  kommen,  so  tritt  der  Fall  wie  bei  II,  1  ein  und  man  hat  bei  folgenden  vier 
Primzahlen  anstatt  der  Congruenzwnrzeln  bei  n  =»  24  und  n  =s  12  zu  setzen: 


w. 


tr. 


5      "10 

107   —27   —18 
347   4-69   —95 


^»5 

4-  4 
—  171 


tr. 


467   4-220 
947   4-278 


w 

10 

—  166 
—368 


w 

SS 

—  121 
—419 

84- 


668 


n  =  120 

III,  b.     p  ^  120m  +  23  ,  4-  47  ;  w^  = 

also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  36 , 


^r  ^  ^^Ir  ^  ^i%r  ^  ^iU 


Wj   =   W      +  w"  +  W*'  +  w*'  , 


^      *..^  _l_  ,.*!  ,.*«  ..>» 


w 


11 


a; 


11 


iti 


IS 


c«; 


S9 


bt; 


S7 


IT 


If 


.»S 


.". 


tr_a=W       +W       —  Ciü       +W       J 


ni 


ichtprimitiv :    w,^,   w,^,   w^^,   w,^^,  w^^,,  w,^,,  w^^^  wie  III,  4;  aber  w,,  (n 


III,  3),  sowie  tüj^  =  2(w*"  —  w"'^)  (n  =  24.  EL,  i),  und  w^^^  =  2( 
II,  1),  wobei  w^  +  tTy  =  Wj,    Wj  — Wjj  =  —  w'*  — w'*;     femer: 


l»r 


(M) 


4Sr 


)     (« 


40. 
s  8. 


trj  =  -  2  +  tr,  -  2w,^  , 


07  07. 
1     f 

tr  07 

*1     IT 


2  +  07,. 


^1^11    =    "^'"^10» 


Congruenzwurzeln  med-  p^) 


p 

23 

07 
*^1 

—  8 

07 

—     4 

«'ii 
+     7 

«'iT 

+     1 

47 

—21 

+  17 

—     6 

+     6 

167 

+61 

+  20 

+  40 

—  28 

263 

+26 

—     9 

+  21 

+114 

383 

—22 

+  31 

+  77 

—  178 

603 

+  8 

+211 

—218 

+223 

p 

647 
743 
863 
887 
983 


07 

—259 
—293 
—  62 
+225 
+437 


07 

"'t 
—225 

+260 

—387 

—145 

+223 


07 
11 

—  22 

—  3 

+290 
+283 
+  20 


tr 
*if 

—149 
+  132 
+117 
+405 
—  190 


Normen  complexer  Zahlen  in  it. 


Mi-«7,,)  =  2.23, 

JV(1  +  07^  —  w**  +  w**)  =  8  .  167  , 
-W(3  +  07^j)  «=  18.743; 

dagegen : 
während 


JV(1  +  07„  +  07jy) 

^(2  +  W,^  +  0,^^-0 

N(W^  +  OT,  —  07,,) 

N{\  -  07,  +  07,  +  07,j) 

JV(2  -  07,  -  w"  +  to*^) 


2.47, 
2  .  263 
9 . 241 , 
601, 
4  .  601 . 


*}  Hier  ist  07^  T511ig  bestimmt  durch  V|07,  i^  1  +  07,  (mod.  p)\  es  tritt  daher  g»nx  der- 
selbe Fall  ein  wie  IH,  4,  wesshalb  statt  der  Congruenzwurzeln  bei  n  a»  24  und  n  t»  12  fftr  fol- 
gende zwei  Primzahlen  zu  setzen  ist: 


07. 


07. 


07. 


I  10  J» 

223         +105         —23         —5 


P 
743 


07. 


07. 


S  10 

—351         —139 


07 
S» 

+290 


669 


n  =  120 


III,  6.     p  =  I20m  —  23  ,  —  47  ; 


w^  =  u;-  +  w-"'"-+-w*""-+-w-*'''  =  -w"^ 


d.  h.  24 te  Einheitswurzeln,  daher  haben  die  hierher  gehörigen  Primzahlen: 

73,     97,     193,     313,     337,     433,     457,     577,     673,     937 

auch  hier  nur  die  Primfactoren  (n  =  24,  I)  der  p  =  24m  -t- 1 . 


III,  7.     p  =  120»H- 43  ,  —  53  ;         w^  =  cü** -f  co*"^  +  »*'''-+- co 


-»«r 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  n(tr^)  =  324, 


07^    SS    Ctf  +  W*'  -+•  W*'  W^  , 


w„  =  «,"  -  u,"  +  *" 


«". 


11  ^ 


la       ,.19  _i_  .  ar  _,   ,  ii 


«7         =    w" 
81  w 


w"-h-eü 


*'  — ^**. 


bü 


nichtprimitiv:  w^^,  w^^,  w^^,  w,^^,  «r^or»  «'lor'  ^40'-  wie  III,  1,  dagegen:  w,,.(n  =  40. 
III,  2),  m^r  =  2(c«*'  -w"'-)  (n  =  24,  II,  7),  m^^^  =  2(to"'^  -  e«**^  (n  -  8.  II,  2), 
wobei  w^  —  oTjj  =  —  oTj ,      Wj  —  tFjj  =  —  (t(ü'*  —  ciü**) ;     ferner: 


trj  ==  2w«®  4-  w,  , 


i    11 


-3, 


w  w 
1    11 


=  3w 


80 


07  tr 


—  2  —  w^  . 


Congruenzwurzeln  mod.  p.*) 


43 

-*-  3 

«^11 
•—  1 

w 
la 

—  7 

—  18 

67 

—  18 

—  11 

4-  6 

—  14 

163 

—  41 

4-12 

4-  56 

—  67 

283 

—  74 

4-88 

—  2 

—140 

307 

—  65 

4-52 

4-  37 

• 

4-  58 

523 

—  196 

—24 

4-105 

4-254 

p 

547 
643 

787 
883 
907 


w 
1 

—166 
4-256 
4-245 
4-319 
—  63 


w 
11 

—  56 
—319 
4-318 
4-155 
4-216 


w 
11 

—  108 

—  198 
—111 
4-293 
—284 


-h  76 
—302 
4-234 
4-223 
—297 


*)     Hier  iet  m^  vOllig  bestimmt  z.  B.  durch  vj^w^  bb  —  2  4-  tv    (mod.  p). 


670 


n  =  120 


Nu  +  <r„  - 


IS 


m  -  Tu,,  - 


Normen  complexer  Zahlen  in  w* 

N(l  4-  tr,,)  =  3  .  43  ,  A^(tr^  -  tr,) 

A'(2  4-  tr,,) 
9.241,  iV(2  4- tü^  +  w„) 

dagegen  iV(i  +  w,  +  w,  —  tr„) 


s» 


SS. 


w-    4-w    )  =  3.  163, 


(."  +  «**) 


3.67, 

3  .  283  ,    u.  8.  W. ; 

4.241, 

601  . 


III,  8.     p  =  120/n  —  43  ,  4-  53  ;         tr^  =  w**  4-  w"""  4-  w"''  4-  t««"'' , 


also  die  primitiven  Perioden,  wofür  11(07^)  =  16, 


t»     =5  («     —  w*'  +  w*'  4-  w*'  , 


tü^     =    Cü' 


BT 


13 


«,»»  +  „"  +  „»»_  o,» , 


m 


19 


nichtprimitiv:  w,,,  w,. ,  w„,  w,^^,  w,,, ,  w,,,,  w^,^  wie  in  111,2;  w,^  (n 
III,  1),  (»„r  =  0,  w,,  =  2((«""  +  (b"0  (n  =  24,  11,6),  wobei  <r,  +.<»„  -= 
Wj  —  Wj,  =  —  (tu' —  Kl'*) ;        femer: 


40. 


9  ♦ 


vf: 


V. 


-2, 


l     11 


=  6«'« 


1     19  • 


Congruenzwurzeln  mod.  />.*) 


53 

—  18 

4-  6 

«'li 
4-  21 

"^19 

4-  10 

w 
i 

—  14 

4-  4 

197 

4-  6 

—  66 

—  61 

4-  84 

—  67 

—  47 

293 

4-116 

—  96 

4-  63 

—  107 

—  53 

—  11 

317 

—  157 

—  107 

—  152 

4-146 

4-  5 

—  64 

557 

—115 

—247 

4-182 

—202 

4-260 

-  46 

653 

4-229 

—  77 

—281 

4-165 

4-143 

4-242 

677 

—220 

—  80 

4-  49 

4-373 

4-269 

—224 

773 

—  130 

4-333 

4-340 

—  241 

—303 

4-199 

797 

4-291 

—  63 

—  4 

—395 

—295 

—335 

•)  Hier  ist  w^  völlig  bestimmt  durch  tr  w,  ^  —  3  4-  tr^^  (mod.  p).  Die  Relation  der 
w^  mit  den  24tcn  Wurzeln  bestimmt  die  Zeichen  von  tr.  und  or,.,  über  welche  bei  n  =s  24  will- 
kührlich  verfügt  worden  ist  (vgl.  den  Fall  U,  10). 
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n  =  120 
Normen  complexer  Zahlen  in  ^ . 

N{w^  —  07^)  =  5  .  53  ,  N{1  —  tFy  -+-  w*  4-  w")  =  2  .  197  , 

N(l  +  Wg  -f  w^^)  =  5  .  293  ,  N(w^  4-  tFjg)  =  2  .  653  , 

iV^(4  4-  07^3)  =  80  .  797  ;  N(l  ±  w)  =   10  , 

iS^(l  —  07,  4-  07^^  -  tS7^,)  =   13?241  ,  N(l  4-  207^  4-  or^  +  or^)  =  2  .  5f241 

iV(3  4-tJ7j,)  =  10.601,  dagegen: 

N(l  —  07,  —  o7j3  4-  07j^  4-  w'^)  =  601  . 


•  *siM\rsi\jV5(JCN5vrs/M>r- 


_C/o 


,■-  ■•» 


A  'V 


/->  U 


■HttlB« 

IW»*, 

1 

•    's. 

l 

_         ^ 

